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朗 道 ( 左 ) 和 栗 弗 席 兹 ( 右 ) 


列 夫 . 达 维 多 维 奇 . 朗 道 (1908 一 1968 ) 下 
诺 贝尔 物理 学 奖 获得 者 。1908 年 1 月 22 日 生 于 今 阿 
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学 家 、 苏 联 科学 院 院士 、 
和 国 的 首都 巴 库 ， 


















































父母 是 工程 师 和 医生 。 朗 道 19 岁 从 列宁 格 勒 大 学 物 
术 研 究 所 开始 学 术 生 涯 。1929 一 1931 年 
麦 等 国家 进修 ， 特 别 是 在 哥本哈根 ， 曾 受益 于 妈 



































系 毕 业 后 在 列宁 格 勒 物理 技 











、 和 荷兰 、 英 国 、 比 利 时 、 


























由 引 。1932 一 1937 年 ， 朗 道 











_ 在 哈 尔 科 夫 担任 乌克兰 物理 技术 研究 所 理 




















主任 。 从 1937 年 起 在 莫斯科 担任 苏 









































联 科学 院 物 理 问 题 研究 所 理论 部 主任 。 朗 道 非常 
夫 大 学 、 莫 斯 科大 学 等 学 校 教授 理论 物理 ， 撰 写 了 大 量 教材 和 科 


普 读物 。 


























E 视 教学 工作 ， 








曾 先 后 在 哈 尔 科 


























朗 道 的 研究 工作 几乎 涵盖 了 从 流体 力学 到 量子 场 论 的 所 有 理论 物理 学 分 支 。 


1927 年 朗 道 引 入 量子 力学 中 的 重要 概念 一 一 密度 矩阵 ; 1930 


























年 创立 电子 抗 磁性 




















的 量子 理论 ( 相关 现象 被 称 为 朗 道 抗 磁性 ， 电 子 的 相应 能 级 被 称 为 朗 道 能 级 ) ; 











1935 年 创立 铁 磁 性 的 磁 畴 理论 和 反 铁 磁性 的 理 
P 间 态 理论 ( 可 

















相 变 的 一 般 理论 和 超导体 的 












































间 态 结构 模型 ) ; 1937 年 创立 原子 核 的 概率 至 


























论 解 释 ; 1936 一 1937 年 创立 二 级 
论 被 称 为 朗 道 相 变 理论 和 朗 道中 
Ei 论 ， 1940 一 1941 年 创立 液 氨 的 超 
















































































体 的 量子 理论 ( 被 称 为 朗 道 费 米 液体 理论 ) 并 

















流 理论 ( 被 称 为 朗 道 超 流 理论 ) 和 量子 液体 理 i 





FE 创立 等 离子 体 振动 理论 
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效 堡 一 起 创立 超 导 





( 相关 现象 被 称 为 朗 道 阻尼 ) ; 1950 年 与 金 
唯 象 理论 ) ; 1954 年 创立 基本 粒子 的 电荷 约束 理论 ; 1956 一 1958 年 创立 了 费 米 液 
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论 ( 金 效 堡 - 朗 道 
































互 作用 的 CP 不 变性 。 

















得 社会 主义 劳动 英雄 称号 ; 1961 年 获得 马克 斯 


朗 道 于 1946 年 当选 为 苏联 科学 院 院士 ， 


3 次 获得 苏联 国家 奖 ; 1954 年 获 















































朋克 奖章 和 弗 里 茨 伦敦 奖 ; 


1962 年 他 与 标 弗 席 兹 合 著 的 《理论 物理 学 教程 》 获 得 列宁 奖 ， 同 年 ， 他 因为 对 凝 


























聚 态 物质 特别 是 液 所 的 开创 性 工作 而 获得 了 诺 贝 尔 物理 


























。 朗 道 还 是 丹麦 皇家 

















科学 院 院士 、 荷 兰 皇家 科学 院 院 士 、 英 国 



























































喉 洒 








美国 国家 科学 院 院士、 
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“ 朗 道 十 诚 ” 石 板 * 



































1958 年 苏联 原子 能 研究 所 为 庆贺 朗 道 50 岁 寿 送 给 他 的 刻 有 朗 道 在 物理 学 









































的 10 项 科学 成 果 的 大 理 石 板 ， 这 10 项 成 果 是 : 

1. 量子 力学 中 的 密度 矩阵 和 统计 物理 学 ( 1927 生 
2. 自由 电子 抗 磁性 的 理论 ( 1930 年 
3. 二 级 相 变 的 研究 ( 1936 一 1937 年 
4. 铁 磁 性 的 磁 畴 理论 和 反 铁 磁性 的 理论 解释 ( 1935 生 
5. 超导体 的 混合 态 理论 ( 1934 年 ) 
6. 原子 核 的 概率 理论 ( 1937 和 
7 
8 
9. 
1 
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.所 下 超 流 性 的 量子 理论 ( 1940 一 1941 自 
本 粒子 的 电荷 约束 理论 ( 1954 年 ) 
费 米 液体 的 量子 理论 ( 1956 年 ) 
0. 弱 相 互 作 用 的 CP 不 变性 ( 1957 自 
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*5eccapa6 M. A. NlaHnay: CrpaHnubl Xu3Hw, MockBa: MockoBcKnih pa6ouni, 1988. 
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A. 再, 安 德 烈 那 夫 , A, CG., 博 洛 维 克 - 罗 曼 诺 夫 , B. JT. 金 放 你 , 有. 了. 员 里 科 夫 ,了 H. 
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1986，Mapr. 英文 译文 原 载 Soviet Physics Uspekhi 29, 294-295, 1986. 译 者 为 J.G. 
Adashko) 


苏联 物理 学 在 1985 年 10 月 29 日 因 杰 出 理论 物理 学 家 叶 甫 盖 尼 . 米 哈 
伊 洛 维 奇 . 票 弗 席 兹 院士 的 去 世 而 蒙受 了 重大 的 损失 。 

粟 弗 席 兹 (EE, M. JIm 中 oam) 1915 年 2 月 21 日 生 于 喻 尔 科 夫 。1933 年 毕业 
于 蛤 尔 科 夫 工学 院 。1933 一 1938 年 在 哈 尔 科 夫 物 理 技术 研究 所 工作 , 自 1939 
年 起 他 在 苏联 科学 院 物理 问题 研究 所 工作 直至 生命 结束 。 栗 弗 席 兹 在 1966 年 
被 选 为 苏联 科学 院 通 讯 院 士 , 1979 年 被 选 为 院士 。 

栗 弗 席 兹 的 科学 活动 开始 得 很 早 。 作 为 区 . 区 朗 道 院士 的 第 一 批 学 生 ， 
他 19 岁 就 与 朗 道 合作 发 表 了 一 篇 关于 在 碰撞 中 电子 对 产生 理论 的 论文 。 这 
篇 文章 至 今 仍然 没有 失去 意义 , 它 包 含量 子 场 论 现代 相对 性 协 变 技术 的 很 多 
方法 上 的 特征 。 特别 是 , 该 文 还 透彻 地 考虑 了 推迟 效应 。 

现代 铁 磁 型 论 的 基础 是 朗 道 - 票 弗 席 兹 方程 , 该 方程 描述 了 铁 磁体 中 磁 
和 矩 的 动力 学 。1935 年 他 关于 此 问题 的 一 篇 论文 成 为 磁性 现象 物理 学 的 最 著名 
的 论文 之 一 。 推 导 该 方程 的 同时 , 还 发 展 了 铁 磁 共振 理论 以 及 铁 磁 体 磁 畴 结 
构 的 理论 。 

1937 年 栗 弗 席 兹 在 关于 电子 在 磁场 中 的 玻 尔 兹 曼 动 力学 方程 的 论文 中 
发 展 了 很 多 年 以 后 (20 世纪 50 年 代 ) 在 等 离子 体 理 论 中 广泛 采用 的 漂移 近似 
方法 。 
































:ii ， 叶 肃 盖 尼 . 米 哈 伊 洛 维 奇 . 栗 弗 席 效 (1915 一 1985) 小 传 








1939 年 他 发 表 的 关于 在 碰撞 中 和 氛 离 解 的 论文 成 为 量子 力学 准 经 典 近 似 
方法 应 用 的 一 个 经 典范 例 。 

紧 随 区. 区 . 朗 道 院士 的 工作 , 发 展 二 级 相 变 理论 最 重要 的 一 步 是 栗 弗 席 
兹 关于 在 此 类 相 变 中 遇 体 的 对 称 性 即 其 空间 群 变化 的 论文 (1941 年 )。 多 年 以 
后 , 该 文 的 结果 得 到 了 广泛 的 应 用 , 并 且 以 此 为 基础 所 创立 的 术语 “ 栗 弗 席 兹 
判 据 ” 与 “ 栗 弗 席 效 点 ”已 成 为 现代 统计 物理 必 不 可 缺少 的 一 个 部 分 。 

标 弗 席 兹 1944 年 发 表 的 一 篇 论文 在 探测 超 流 氨 的 一 个 重要 物理 现象 (次 
声 ) 方面 起 了 决定 性 作用 。 该 文 表明 , 次 声 可 以 由 一 个 温度 交 变 的 加 热 器 有 效 
地 激发 。 这 正 是 两 年 后 在 实验 中 观察 到 次 声 所 用 的 方法 。 

票 弗 席 兹 在 1954--1959 年 间 对 凝聚 体 之 间 相 互 作用 的 分 子 力 理论 开辟 
了 一 条 朵 新 的 途径 。 这 个 理论 是 建立 在 这 些 力 是 由 于 介质 中 电磁 场 的 量子 涨 
落 与 热 涨 落 产生 应 力 的 表现 这 一 深刻 的 物理 思想 的 基础 上 的 。 沿 着 这 个 思路 
他 发 展 了 很 优美 普遍 的 理论 , 其 中 相互 作用 力 用 电动 力学 材料 性 质 (例如 复 介 
电 率 ) 来 描述 。 栗 弗 席 兹 的 这 个 理论 刺激 了 很 多 研究 并 被 实验 证 实 。 这 项 研 
究 使 他 获得 了 1958 年 的 罗 蒙 诺 索 夫 奖 。 

票 弗 席 兹 在 现代 物理 的 一 个 最 重要 的 分 支 一 -- 引力 理论 作出 了 基本 的 
贡献 。 他 进入 这 个 领域 的 研究 是 从 1946 年 一 篇 关于 爱 因 斯 坦 引 力 理论 的 宇 
宙 解 的 稳定 性 的 论文 开始 的 。 他 将 微 扰 区 分 为 几 个 确定 的 类 : 描写 密度 变化 
的 标量 , 描写 涡 旋 运动 的 矢量 , 以 及 描写 引力 波 的 张 量 。 这 个 分 类 方法 至 今 在 
宇宙 起 源 的 分 析 中 仍 有 决定 性 的 意义 。 此 后 , 栗 弗 席 兹 致力 于 解决 极为 困难 
的 该 理论 奇异 性 的 普遍 性 质 的 问题 。 经 过 多 年 的 努力 终于 使 他 1972 年 在 与 
B. A. 别 林 斯 基 以 及 HI. M. 蛤 拉 特 尼 科 夫 合 作 的 一 篇 文章 中 对 这 个 问题 给 出 
了 完全 的 解 , 这 篇 文章 使 该 文章 作者 荣获 1974 年 的 朗 道 奖 。 他们 发 现 奇异 性 
有 复杂 的 振荡 特性 并 可 以 形象 地 表示 为 在 空间 的 两 个 方向 收缩 , 又 同时 在 第 
三 个 方向 膨胀 。 收缩 与 膨胀 按照 一 定 的 规律 随时 间 变 化 ,这些 结果 引起 专家 
们 巨大 的 反响 , 根本 上 改变 了 人 们 关于 相对 论 坪 缩 的 观念 , 并 引出 了 一 系列 至 
今 仍 有 待 解决 的 数学 物理 问题 。 

栗 弗 席 效 毕生 的 事业 是 著名 的 朗 道 - 栗 弗 席 兹 《 理论 物理 学 教程 》。 他 为 
这 套 教程 工作 了 将 近 50 年 (《 统计 物理 》 的 第 一 版 写 于 1937 年 , 弹性 理论 的 
新 版 则 是 在 他 最 后 得 病 之 前 )。 这 套 教程 的 绝 大 部 分 是 由 他 和 他 的 老师 与 朋友 
开 . 区 . 朗 道 一 起 写成 的 。 在 一 场 汽车 交通 事故 使 得 朗 道 不 再 能 继续 工作 以 后 
票 弗 席 兹 和 溉 道 的 学 生 一 起 完成 了 这 套 教程 的 出 版 工作 。 以 后 , 他 根据 最 新 
的 科学 进展 继续 修订 已 经 写成 的 部 分 。 即 使 在 医院 里 , 他 仍然 和 来 访 的 朋友 
讨论 教程 中 以 后 应 该 添加 的 论题 。 

这 套 理论 物理 学 教程 是 闻名 世界 的 。 它 被 完整 地 翻译 成 六 种 语言 。 有 的 















































叶 甫 盖 尼 - 米 哈 伊 洛 维 奇 . 栗 弗 席 兹 (1915 一 1985) 小 传 本 








卷 翻 译 成 十 种 以 上 的 语言 。1972 年 朗 道 与 票 弗 席 兹 由 于 该 教程 当时 已 出 版 的 
部 分 而 荣获 列宁 奖 。 
《理论 物理 学 教程 》 是 栗 弗 席 兹 作为 学 者 与 教师 的 一 个 里 程 碑 。 这 套 教 
程 教育 了 许多 代 的 物理 学 家 , 现在 仍 在 教育 并 将 继续 教育 后 代 的 物理 学 家 。 
作为 一 个 多 面 手 的 物理 学 家 , 栗 弗 席 兹 还 成 功 地 研究 了 一 些 应 用 问题 。 
他 在 1954 年 获得 了 苏联 国家 奖 。 

标 弗 席 兹 将 其 巨大 的 劳动 和 精力 奉献 给 了 苏联 科学 期 刊 出 版 事业 。 从 
1946 年 到 1949 年 以 及 从 1955 年 直至 去 世 他 一 直 担 任 苏联 《4 实验 与 理论 物理 
杂志 》(K53TE@) 的 责任 主编 。 他 对 科学 的 忠诚 , 原则 性 以 及 极端 细心 极 大 地 
帮助 了 该 杂志 , 并 使 其 进入 世界 上 最 好 的 科学 期 刊行 列 。 

栗 弗 席 兹 的 一 生 完成 了 大 量 的 工作 。 他 将 作为 一 个 杰出 的 物理 学 家 与 学 
者 留 在 我 们 的 记忆 里 。 他 的 名 字 将 永远 活 在 苏联 物理 学 的 历史 里 。 















































在 《量子 














电动 力学 》 目 前 的 第 三 版 中 , 对 第 二 版 中 已 经 发 现 的 一 些 错误 
和 不 受 之 处 进行 了 修订 , 并 使 有 些 文字 更 加 确切 。 

我 非常 感谢 对 本 书 提出 意见 的 读者 。 还 要 特别 感谢 B. HH. Koran, A. . 
Hurnamos 和 B. MH. Punryco 


I. 了 H. 皮 塔 耶 夫 斯 基 


1988 年 9 月 


第 二 版 序言 





《理论 物理 学 教程 》 这 一 卷 的 第 一 版 曾 以 《 相对论 性 量子 理论 》 的 书 名 
分 两 部 分 (1968 年 与 1971 年 ) 出 版 。 除 基本 内 容 一 一 量子 电动 力学 外 , 第 一 
版 还 在 一 些 章节 里 论述 了 弱 相 互 作用 理论 和 强 相 互 作 用 理论 的 某 些 论题 。 现 
在 看 来 包括 这 些 章节 是 不 适宜 的 。 强 相互 作用 和 弱 相 互 作用 理论 正在 新 的 物 
理 思想 基础 上 飞快 发 展 , 这 一 领域 内 的 变化 非常 迅速 , 因此 , 对 这 部 分 理论 做 
系统 论述 为 时 尚 早 。 由 于 这 个 原因 , 我 们 在 这 一 版 里 只 讲述 量子 电动 力学 , 相 
应 地 我 们 改 了 本 卷 的 书 名 。 

这 一 版 除 对 第 二 版 做 了 大 量 校勘 外 , 还 做 了 一 系列 重要 的 增补 , 其 中 有 : 
计算 纠 至 辐 射 截面 的 算 符 方法 , 光子 产生 粒子 对 的 概率 和 磁场 中 光子 衰变 概 
率 的 计算 , 高 能 条 件 下 散射 振幅 浙 近 形式 , 强 子 对 电子 非 弹性 散射 过 程 和 电 
子 - 正 电子 对 转变 成 强 子 。 

关于 符号 。 本 书 与 本 教程 其 余 各 卷 一 样 , 我 们 仍 用 戴 “ 帽 ”的 字母 表示 算 
符 。 对 于 四 维 矢量 与 矩阵 矢量 y+ 的 乘积 (在 本 书 第 一 版 中 用 戴 帽 字母 表示 ) 
没有 引入 专门 的 符号 , 这 类 乘积 是 很 明显 的 。 

遗憾 的 是 , B. B. 别 列 斯 捷 芯 基 未 能 参加 这 一 版 的 修订 ,他 于 1977 年 去 世 
了 。 但 是 上 面 所 指出 的 增补 有 一 部 分 是 由 我 们 三 位 作者 早先 共同 拟定 的 。 

我 们 诚恳 感谢 所 有 对 本 书 第 一 版 提出 宝贵 意见 的 读者 。 

我 们 要 特别 感谢 B. HI Kpaiisos, JI. B. Orys, B. MH. Puryc, M. H. 
PasaHoB 和 I. C. IIarmrpo。 



























































EE. M. 栗 弗 席 兹 , 开 . HH. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1979 年 了 月 


第 一 版 序言 (摘录 ) 


按照 《理论 物理 学 教程 》 的 总 体 计 划 , 这 一 卷 专门 讲述 广泛 含义 的 相对 论 
性 量子 理论 : 即 所 有 与 光速 有 限 性 相 联 系 的 现象 的 理论 , 包括 全 部 辐射 理论 。 
理论 物理 学 的 这 一 部 分 内 容 现 在 还 远 没有 完成 , 甚至 在 其 赖 以 建立 的 物 
理 原理 方面 也 是 如 此 , 强 相互 作用 和 弱 相 互 作用 理论 则 更 是 如 此 。 量子 电动 
力学 近 二 十 年 来 尽管 取得 了 辉煌 的 成 就 , 但 其 逻辑 结构 仍 不 能 令 人 满意 。 

在 材料 的 选择 方面 , 我 们 只 考虑 那些 确信 是 足够 可 靠 的 成 果 。 结 果 很 自 
然 , 本 书 的 大 部 分 内 容 属 于 量子 电动 力学 。 我 们 力图 给 出 现实 的 阐述 , 强调 指 
出 理论 所 采用 的 物理 假设 , 而 不 去 深入 论证 它 , 在 理论 发 展 的 现 阶段 , 这 些 论 
证 任何 情形 下 也 纯粹 只 是 形式 上 的 。 

在 讨论 理论 的 具体 应 用 时 , 我们 不 想 包罗 数目 巨大 的 所 有 有 关 效 应 ,而 只 
选择 其 中 最 基本 的 部 分 , 附带 给 出 包含 更 为 详细 的 研究 的 原始 文献 。 在 进行 
宛 长 的 一 般 计 算 时 , 我 们 浓 常 略 去 一 些 中 间 步 豫 , 但 尽量 指出 所 用 方法 上 的 一 
切 新 颖 之 处 。 

与 本 教程 的 其 余 各 卷 相 比 , 本 卷 在 前 述 时 假定 读者 有 更 高 程度 的 学 识 水 
平 。 我 们 假定 读者 在 学 习 理论 物理 学 的 过 程 中 已 经 达到 了 量子 场 论 的 水 平 , 而 
不 需要 给 出 预备 性 的 材料 。 

本 书 是 在 我 们 的 导师 开 . 五. 朗 道 没有 直接 参加 的 情况 下 写成 的 。 但 是 我 
们 力求 遵循 他 对 待 理论 物理 的 态度 和 方法 , 这 种 态度 和 方法 是 他 经 常 教导 我 
们 并 贯彻 在 本 教程 其 余 各 卷 中 的 。 我 们 常常 自问 : 朗 道 会 如 何 处 理 这 个 或 那 
个 问题 ? 以 力求 从 我 们 与 他 多 年 的 合作 中 获得 激励 和 启发 。 

我 们 要 感谢 B. H. Baiep, 在 编写 890 和 897 时 他 给 了 我 们 很 大 的 帮助 ; 我 
们 还 要 感谢 B. H. Paryc 在 $101 的 写法 上 所 给 予 的 巨大 帮助 。 我 们 感谢 帮助 
我 们 进行 了 若 于 计算 的 B. 898. Meitepopzq。 我 们 还 要 感谢 A. C. KomranHeiin, 




































































他 给 我 们 提供 了 1959/60 学 年 度 二 . 区 . 朗 道 在 国立 莫斯科 大 学 讲 量子 电动 力 
学 时 他 自己 的 课堂 笔记 。 


B. B. 别 列 斯 捷 茨 基 
E. M. 又 弗 席 兹 

下. II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1967 年 6 月 





一 些 符号 





四 维 符号 
采用 的 四 维度 规 为 (+ 一 一 一 ). 度 规 张 量 为 guv(goo = 1,911 = 922 = g33 = 
a 





四 维 矢量 的 分 量 为 : ok = (a0, a). 

为 简化 公式 书写 , 四 维和 拓 量 的 分 量 指标 常常 略 去 不 写 , 这 时 四 维 矢 量 的 
标量 积 简写 成 (ab) 或 ob: ab 三 ajbr a0obo 一 a 上 b. 

四 维 径 矢 为 z+ = (t,7). 四 维 体 积 元 为 dtx. 

对 四 维 坐 标的 微分 算 符 为 9, = 9/9x*. 

反对 称 四 维 单位 张 量 为 exxe, 且 e0123 = 一 e0123 = 十 1. 

四 维 8 函数 为 69(g) = 8(ao)8(a)， 
三 维 符号 

三 维 张 量 指 标 用 拉丁 字母 i k,1,… 表示 , 它们 的 取 值 为 zy zx. 

三 维 矢 量 用 黑体 字母 表示 . 

三 维 体积 元 为 dz. 





算 符 

算 符 用 和 斜体 字母 上 加 符号 “来 表示 人 @. 

两 个 算 符 的 对 易 子 或 反对 易 子 写成 : {f,9}+ = 19+9f. 

转 置 算 符 为 人 

@ 这 种 写法 广泛 应 用 于 现代 文献 ,这 是 为 了 解决 字母 数目 和 物理 需要 之 间 的 矛盾 
而 引入 的 , 务 请 读者 特别 注意 . 


@ 然而 , 为 简化 公式 书写 , 在 自 旋 矩 阵 上 不 加 这 个 符号 ,而 且 在 算 符 的 从 阵 元 表示 
中 也 略 去 此 符号 . 





一 些 符号 ,ix . 





厄 米 共 轿 算 符 为 f+. 
矩阵 元 


算 符 六 由 初 态 ; 到 终 态 f 的 矩阵 元 为 Pyi 或 (JIFIi). 

记号 | 为 态 的 抽象 符号 , 它 与 表示 波 函 数 的 具体 表象 无 关 . 记号 (f| 为 
终 态 (“ 复 共 纯 ”) 的 符号 . 

相应 地 , 用 (slr) 表示 一 组 量子 数 为 7 的 状态 展开 成 量子 数 为 s 的 另 一 组 
状态 的 秋 加 时 的 展开 系数 :|r) = 并, |s)(s|r). 

球 张 量 的 约 化 矩阵 元 为 :FIFI2). 
狱 拉 克 方 程 

狄 拉 克 和 矩阵 为 4 且 (79)2 = 了 (= (7? = (7352 = 一 1 符 阵 a=T0T， 
B= >. 在 旋 量 表象 与 标准 表象 中 的 表示 为 : (21.3), (21.16), (21.20). 

= i = 1; 见 (22.18). 

0 人 = 3 一 YY9); 见 (28.2). 

犹 拉 克 共 轿 : y= *y0 

泡 利 矩阵 : og = (oy, oy,0z), 定义 见 820. 

四 维 旋 量 指 标 为 o,6,… 和 6,B,…, 取 值 为 1,2 和 1,2. 

双 旋 量 指 标 为 i,k,1,…, 取 值 为 1, 2, 3, 4. 














侍 里 叶 展 开 式 
三 维 展开 式 : 
")= /ro se n= | fe 
四 维 展 开 式 与 此 类 似 . 
单位 


除非 特别 说 明 , 本 书 均 采用 相对 论 单位 , 在 相对 论 单位 中 斑 = 1,c=1, 在 
此 单位 制 中 , 基本 电荷 的 平方 为 e = 1/137. 

原子 单位 :e = 1, 二 1,m = 1. 在 原子 单位 中 c = 137. 长 度 、 时 间 和 能 
量 的 原子 单位 分 别 是 : 六 /me?, 外 /me4 和 mes/ 总 ( 量 Ry = mes/2 忆 称 为 里 德 
伯 ). 

通常 的 单位 为 绝对 (高 斯 ) 单位 制 . 











这 种 符号 是 狄 拉克 引入 的 . 





jl 


光速 c= 2.998 x 1010 cmys. 

基本 电荷 9 |e| = 1.602 x 10-1 C. 

电子 质量 m = 9.110 x 10-31 kg. 

普 朗 克 常 量 扩 = 1.055 x 10-34J.s. 

精细 结构 常数 a = e2/jc,1/a = 137.04. 
玻 尔 半径 及 /me? = 5.292 x 10-1 m. 
电子 的 经 典 半 径 re = e2/mc? = 2.818 x 10-15 m. 
电子 的 康 普 顿 波长 有 /mc = 3.862 x 10-13 m. 
电子 的 静 质 量 me? = 0.511 x 105 eV. 

能 量 的 原子 单位 me4/ 闪 = 4.360 x 10-18 J =27.21 eV. 
玻 尔 磁 子 jelji/2mce = 9.274 x 10-24 J/Wb/m?. 
质子 质量 me = 1.673 x 10-27 kg. 
质子 的 康 普 顿 波长 有 /myc = 2.103 x 10-16 m. 
核磁 子 |elhi/2myc = 5.051 x 10-27 J/Wb/m?. 

4 子 和 电子 的 质量 比 my/m = 2.068 x 102. 

















在 引用 本 教程 其 它 各 卷 的 章节 和 公式 时 , 卷 号 与 书 名 的 对 应 关系 为 : 
第 一 卷 :《 力学 》, 俄 文 第 五 版 , 中 文 第 一 版 ; 

第 二 卷 :《 场 论 》, 俄 文 第 八 版 , 中 文 第 一 版 

第 三 卷 :《 量子 力学 ( 非 相对 论 理 论 )》, 俄 文 第 六 版 , 中 文 第 一 版 ; 
第 八 卷 :《 连续 介质 电动 力学 》, 俄 文 第 四 版 , 中 文 第 一 版 

第 十 卷 :《 物 理 动 理学 》, 俄 文 第 二 版 , 中 文 第 一 版 . 

















@@ 本 书 中 ( 除 第 十 四 章 外 ) 粒子 电荷 的 符号 。 中 包含 正 负 号 , 因而 , 对 电子 。= -le 
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本 教程 第 三 卷 所 阐述 的 量子 理论 实质 上 是 非 相 对 论 性 的 , 不 适用 于 运动 
速度 可 与 光速 相 比 的 那些 现象 . 乍 一 看 来 , 可 能 会 认为 , 通过 直接 将 非 相 对 论 
量子 力学 表述 推广 , 就 可 以 过 渡 到 相对 论 性 理论 . 但 进一步 的 研究 表明 , 建立 
逻辑 完整 的 相对 论 性 理论 要 求 引入 一 些 新 的 物理 原理 . 

我 们 来 回顾 一 下 非 相 对 论 量 子 力学 基础 的 一 些 物理 概念 (第 三 卷 81). 我 
们 看 到 , 在 非 相对 论 量 子 力学 中 起 基本 作用 的 一 个 概念 是 测量 , 市 测量 被 理解 
为 量子 系统 和 “经 典 客 体 ”( 或 仪器 ) 相互 作用 的 过 程 ; 其 结果 是 量子 系统 得 到 
某 些 动力 学 变量 (坐标 、 速 度 等 ) 的 确定 值 . 我 们 还 看 到 , 量子 力学 对 电子 @ 同 
时 具有 不 同 动力 学 变量 的 可 能 性 加 了 很 强 的 限制 . 例如 , 坐标 和 动量 的 不 确定 
度 Ag 和 Ap, 如 果 同 时 存在 则 必定 满足 如 下 关系 式 AgAp ~ 多 ; 测量 其 中 一 
个 量 的 精确 度 越 高 , 则 同时 能 够 测量 男 一 个 量 的 精确 度 就 愈 低 . 

但 是 , 重要 的 是 , 电子 的 每 一 个 动力 学 变量 都 能 够 独立 地 在 任意 短 的 时 间 
间隔 内 以 任意 高 的 精确 度 进行 测量 . 这 种 情形 对 于 整个 非 相 对 论 性 量子 力学 
起 着 基本 的 作用 . 正 因 如 此 , 才能 够 引入 波 栖 数 的 概念 , 而 它 是 理论 表述 的 基 
而 . 波 函 数 V(g) 的 物理 意义 是 : 其 模 的 平方 决定 了 在 给 定时 刻 对 电子 进行 测 
量 得 到 某 特 定 坐 标 值 的 概率 . 引 人 这 种 概率 概念 清楚 地 要 求 , 必须 原则 上 能 够 
以 任意 的 精确 性 和 速度 测量 坐标 ; 否则 , 这 个 概念 就 因为 没有 对 象 而 失去 物理 

极限 速度 (光速 , 记 作 c) 的 存在 对 测量 不 同 物理 量 的 可 能 性 给 了 原则 上 
新 的 限制 (JI. A. JIagnay, 及 . Peierls, 1930). 


























人 @ 和 第 三 卷 81 相同, 为 简单 起 见 , 我 们 说 的 “电子 ”可 指 任何 量子 系统 . 
@ 本 节 中 我 们 采用 通常 的 单位 . 





.2 . 绪 论 











在 第 三 卷 844, 曾 推出 如 下 关系 式 : 
(Vv 一 四 ApAzt ~ h, (1.1) 


此 式 将 电子 动量 的 不 确定 度 Ap 和 测量 过 程 的 持续 时 间 At 联系 起 来 ;wv 与 
为 测量 前 后 的 电子 速度 . 从 这 个 关系 式 得 出 , 要 在 很 短 的 时 间 内 对 动量 进行 足 
够 精确 的 测量 ( 即 Ap 与 At 都 很 小 ), 只 有 当 测 量 过 程 本 身 使 电子 的 速度 改变 
足够 大 才 有 可 能 . 在 非 相 对 论 理论 中 , 这 种 情况 表明 不 可 能 在 短 时 间 内 重复 测 
量 动量 , 但 是 由 于 差 4 一 vw 可 以 任意 大 , 这 就 完全 不 能 够 对 动量 进行 任意 精确 
测量 的 可 能 性 有 任何 原则 上 的 限制 . 

极限 速度 的 存在 从 根本 上 改变 了 上 述 情 形 . 差 vw 一 v 和 速度 本 身 一 样 , 现 
在 不 能 超过 c (更 确切 地 说 , 不 能 超过 2c). 在 (1.1) 式 中 用 c 代替 vw/ 一 wv, 我 们 
得 到 关系 式 





























ApAt ~ hfc, (1.2) 


此 式 决 定 了 在 给 定 的 时 间 间 隔 At 内 动量 测量 可 能 达到 的 理论 最 大 精确 度 . 
此 , 在 相对 性 理论 中 , 对 动量 进行 任意 精确 而 迅速 的 测量 , 原则 上 是 不 可 能 的 . 
只 有 当 测 量 时 间 趋 于 无 穷 大 时 才能 够 精确 地 测量 动量 (Ap 一 0). 

有 理由 认为 , 电子 坐标 本 身 的 可 测量 性 概念 本 身 也 同样 必须 发 生变 化 . 在 
理论 的 数学 表述 上 , 这 个 情形 表现 为 坐标 的 精确 测量 和 自由 粒子 具有 和 恒 正 的 
能 量 是 不 相 容 的 . 后 面 我 们 将 会 看 到 , 自由 粒子 的 相对 论 波动 方程 的 本 征 消 数 
完备 组 中 , 除了 具有 “正确 的 ”时 间 关 系 的 解 外 , 还 包含 有 “ 负 频 率 ” 的 解 . 这 
些 函 数 一 般 将 在 限制 在 很 小 空间 区 域 的 电子 波 包 的 展开 中 出 现 . 

我 们 将 表明 ,“ 负 频率 ”的 波 函 数 和 反 粒 子 ( 正 电 子 ) 的 存在 有 关 . 在 波 包 
的 展开 中 出 现 这 些 函 数 (一 般 地 ) 表示 , 在 测量 电子 坐标 过 程 中 不 可 避免 地 会 
形成 电子 - 正 电子 对 . 测量 过 程 本 身 不 能 够 探测 到 新 粒子 的 形成 , 这 就 使 得 电 
子 坐 标的 测量 毫 无 意义 . 

在 电子 的 静止 坐标 系 中 , 测量 其 坐标 的 最 小 误差 为 


Ro (1.3) 


这 个 值 ( 量 纲 分 析 表 明 这 是 唯一 容许 的 值 ) 所 对 应 的 动量 不 确定 度 为 Ap ~ mc， 
这 个 值 对 应 产生 粒子 对 的 阔 能 . 
在 电子 以 能 量 < 运动 的 参考 系 中 , (1.3) 式 变 成 


Ad ~ ch/e. (1.4) 
特别 是 , 在 极端 相对 论 的 极限 情形 下 , 能 量 和 动量 的 关系 为 6 ~ cp, 因而 


Ad ~ hh/p, (1.5) 
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也 就 是 说 , 误差 Ad 与 粒子 的 德 布 罗 意 波长 相同 @. 

对 光子 而 言 , 永远 是 极端 相对 论 情形 , 因而 表示 式 (1.5) 总 是 成 立 的 . 这 
意味 着 只 有 当 问 题 的 特征 线 度 与 波长 相 比 很 大 时 , 谈论 光子 的 坐标 才 有 意义 . 
而 这 正 是 和 几何 光学 相应 的 “经 典 ” 极 限 情 形 ; 在 此 情形 辐射 是 沿 一 定 的 路 径 
传播 的 . 然而 , 在 量子 情形 下 , 波长 不 能 看 成 很 小 , 光子 坐标 的 概念 就 变 得 毫 无 
意义 . 我们 以 后 ($4) 将 会 看 到 , 在 理论 的 数学 表述 上 , 光子 坐标 的 不 可 测量 性 
是 很 明显 的 , 因为 不 可 能 由 光子 的 波 郴 数 构成 一 个 满足 相对 论 不 变性 这 个 必 
要 条 件 的 概率 密度 . 

以 上 的 讨论 建议 , 理论 将 不 考虑 粒子 相互 作用 过 程 的 时 间 进 程 . 我 们 将 
证 明 , 在 这 些 过 程 中 并 不 存在 可 被 准确 测定 的 特征 量 (即使 在 通常 量子 力学 的 
限制 范围 内 ), 因而 对 时 间 过 程 的 描述 如 同 在 非 相对 论 量子 力学 中 谈论 经 典 轨 
道 一 样 , 完全 是 不 现实 的 . 可 观察 量 只 能 是 自由 粒子 的 性 质 (动量 , 极 化 ): 该 
自由 粒子 可 以 是 进入 相互 作用 的 初 态 粒子 或 者 是 过 程 结束 所 产生 的 终 态 粒子 
(I. 1. Namnay, R. Peierls, 1930). 

在 相对 论 性 量子 理论 表述 中 一 个 典型 的 问题 是 : 确定 粒子 系统 在 给 定 的 
初 态 与 终 态 (t 一 二 oo) 之 间 跃 迁 的 概率 振幅 . 所 有 可 能 的 状态 之 间 的 这 种 路 
迁 振幅 的 集合 组 成 散射 矩阵 或 S 矩阵 . 这 个 矩阵 将 包含 关于 粒子 间 相互 作用 
过 程 物 埋 上 有 观测 意义 的 全 部 信息 (W. Heisenberg, 1938). 

现在 , 还 没有 一 个 逻辑 上 一 致 且 完备 的 相对 论 性 量子 理论 . 我 们 将 看 到 ， 
现 有 的 理论 引入 了 一 些 新 的 物理 观点 来 描述 粒子 状态 的 忻 质 , 这 些 性 质 具 有 
某 些 场 论 特 征 (参见 $10). 但 是 , 这 种 理论 在 很 大 程度 上 是 借助 通常 的 量子 力 
学 概念 并 按 其 模式 建立 起 来 的 . 这 种 理论 结构 在 量子 电动 力学 领域 内 是 成 功 
的 . 理论 的 这 种 完整 的 逻辑 严密 性 的 缺失 表现 在 , 当 直 接应 用 其 数学 表述 时 ， 
出 现 了 一 些 发 散 的 表示 式 ; 尽管 现在 有 完全 确定 的 方法 来 消除 这 些 发 散 .但 是 
这 些 方法 在 很 大 程度 上 具有 半 经 验 的 性 质 . 我 们 确信 用 这 种 方法 所 得 到 的 结 
果 是 正确 的 , 并 不 是 因为 其 理论 基本 原理 的 内 在 一 致 性 和 逻辑 上 的 严密 性 , 而 
是 因为 所 得 到 的 结果 与 实验 符合 得 很 好 . 































































































包 这 里 讲 的 测量 是 根据 实验 的 任何 结果 对 电子 状态 作出 结论 的 那 种 测量 , 也 就 是 
说 , 当 在 观测 时 间 内 结果 不 以 概率 1 出 现时 , 我 们 不 考虑 采用 碰撞 来 测量 坐标 的 方法 . 
虽然 在 这 种 情形 下 , 根据 测量 粒子 发 生 偏转 能 够 对 电子 的 位 置 做 出 结论 , 但 如 这 种 偏 
转 不 出 现 , 就 得 不 到 任何 结论 . 
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为 将 电磁 场 作为 量子 客体 处 理 , 从 场 的 经 典 描述 出 发 较为 方便 , 也 就 是 用 
无 限 多 但 是 离散 的 变量 集合 来 描述 场 . 这 种 描述 使 我 们 得 以 直接 应 用 量子 力 
学 惯用 的 表述 形式 . 用 空间 中 每 个 点 上 的 势 来 描述 场 ,实质 上 就 是 用 变量 的 一 
个 连续 集合 来 描述 场 . 

设 4(7, 台 为 自由 电磁 场 的 矢 势 , 它 满足 “横向 条 件 ” 

















divA = 0. (2.1) 
这 时 标 势 $= 0, 而 场 忆 和 五 为 
E=—A, H=rotA. (2.2) 
麦克 斯 书 方程 组 可 化 为 4 的 波动 方程 : 
024A 
AA- Fz =0. (2.3) 


在 经 典 电动 力学 中 (参见 第 二 卷 $52), 用 一 个 变量 的 离散 集合 描述 场 的 
方法 , 是 通过 在 一 个 很 大 但 有 限 的 体积 VO 中 研究 场 来 引入 的 . 这 个 方法 的 引 
和 人 过 程 简 述 如 下 . . 

有 限 区 域 中 的 声 可 以 展开 成 平面 行 波 , 于 是 其 势 可 以 表示 成 级 数 


A= 》 (akeik7 + axe *"), (2.4) 
k 








@ 为 简化 公式 中 的 因子 ,我 们 取 V =1. 


.日 . 第 一 章 光 玫 





其 中 系数 gj 为 时 间 的 函数 ; 
ak ~ et, w= |kl. (2.5) 


由 于 条 件 (2.1), 复 矢 量 ax 与 相应 的 波 矢 正 交 : ak ' 玉 = 0. 
(2.4) 式 中 的 求 和 是 对 波 矢 ( 即 它 的 三 个 分 量 hi, Ro, ks) 的 无 限 多 个 离散 
值 进行 的 , 对 连续 分 布 情形 , 可 利用 如 下 表示 式 





d3k/ (2n)3 








变 为 对 连续 分 布 的 积分 , 此 式 表 示 k 空间 中 属于 体积 元 d3k = dksdkydks 的 天 
i 

定 矢量 集合 ap, 该 区 域内 的 场 就 完全 确定 . 于 是 , 这 些 量 就 可 以 作为 一 
Re 场 变量 ”. 但 是 , 为 了 阐明 向 量子 理论 过 渡 的 方法 , 还 需要 对 
这 些 变量 进行 某 种 变换 , 使 得 场 方程 在 形式 上 类 似 于 经 典 力学 中 的 正则 方程 
(哈密 顿 方程 ). 场 的 正则 变量 定义 为 








1 
Qk = 一 一 (ak 十 Qj)， 
到 攻 
本 = -ot — ak) = Qk 
(这 些 量 显然 是 实数 ). 利用 正则 变量 . 矢 势 可 表示 成 
2 (Qucosk.r — Posink.r). (2.7) 


为 了 求 出 哈密 顿 量 瑟 , 必须 计算 场 的 总 能 量 
87 he 十 H?2)d3z, 


并 且 用 Qk, Ps 表示 . 将 A 表示 成 (2.7) 的 展开 式 , 再 由 (2.2) 式 求 出 马 与 及 
并 进行 积分 , 就 得 到 





1 
= 了 (PE + Qk). 
k 


每 个 矢量 用 ,Qu 都 垂直 于 波 矢量 k, 即 有 两 个 独立 的 分 量 . 这些 矢量 
的 方向 决定 了 相应 的 波 的 极 化 (偏振 ) 方向 . 用 Qka, Prala = 1,2) 表示 矢量 
Qx, Px 的 两 个 分 量 (在 垂直 于 的 平面 内 ), 就 可 将 哈密 顿 量 改写 成 

















H= D3(PR, + QR). (2.8) 


hk,o 
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由 此 可 见 , 哈密 顿 量 可 以 写成 一 系列 独立 项 的 求 和 , 其 中 的 每 一 项 只 包 
会 一 对 Qka 与 Pra. 每 一 个 这 样 的 项 部 对 应 着 一 个 具有 确定 波 矢量 和 极 化 的 
行 波 , 其 形式 和 一 维 谐振 子 的 哈密 顿 量 相同 . 所 以 , 称 (2.8) 式 为 场 的 谐振 子 展 
开 式 . 

现在 来 讨论 自由 电磁 场 的 量子 化 .上述 场 的 经 典 描述 使 得 过 渡 到 量子 理 
论 的 方法 变 得 很 明显 . 现在 将 正则 变量 (广义 坐标 Qko 与 广义 动量 Pka) 看 成 
满足 如 下 对 易 关系 的 算 符 : 





户 .Qko — Qha Pra = —i (2.9) 


具有 不 同 k,a 的 算 符 都 可 互相 对 易 . 势 A 和 场 E, 豆 ( 按 (2.2) 式 ) 也 都 成 了 
( 厄 米 ) 算 符 . 
确定 哈密 顿 量 要 求 计算 积 





A J 一 -一 
和 = 二 /® 十 再 2)d3z， (2.10) 


其 中 的 下 与 全 是 用 算 符 所 Ono 表示 的 . 不 过 , 这 时 所 。 和 Ono 不 可 对 易 
性 实际 上 并 不 重要 , 因为 乘积 Qpo Pra 中 有 因子 cos(k .7?) .sin(k .7), 而 它 对 整 
个 区 域 的 积分 为 零 . 所 以 , 哈密 顿 量 的 最 后 表示 式 为 


1 /和 ~ a 
=5 5 (地 0%) . (2.11) 
k 





如 我 们 所 期 待 的 , 它 和 经 典 哈密 顿 量 的 形式 完全 相同 . 
确定 这 个 哈密 顿 算 答 的 本 征 值 不 用 特别 计算 , 因为 它 等 同 于 线性 振子 的 
能 级 问题 (参见 第 三 卷 823), 因此 我 们 可 直接 写 出 场 的 能 级 : 


1 
pe (w+ Wy， (2.12) 
k,o 














其 中 Nia 为 整数 . 

在 下 一 节 将 对 此 公式 作 进 一 步 的 讨论 ; 这 里 我 们 写 出 量 Qko 的 矩阵 元 . 
它 可 用 熟知 的 振子 的 坐标 和 矩阵 元 (参见 第 三 卷 823) 立即 写 出 , 其 非 零 的 矩阵 
元 为 








(NkalQka Nka - 1) 2 (Vpa 人 1|Qka Npa) = A/ he (2.13) 


量 Poo = Qka 的 矩阵 元 和 Qua 的 矩阵 元 只 相差 一 个 因子 土 iw. 
然而 , 在 下 面 的 计算 中 , 更 为 方便 的 做 法 是 用 线性 组 合 vw@ka 士 iPko 代替 
Qka 与 Pra, 这 个 线性 组 合 只 对 Npa 一 Npa 土 1 的 跃迁 有 非 零 的 矩阵 元 . 因此 ， 
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我 们 定义 算 符 
入 Ee 
Cha = ha +iPkg)， t= J — iPka) (2.14) 


-一 、 


经 典 量 Cha, Chea 与 展开 式 (2， 4) 中 的 系数 Ghar Cha 只 相差 一 个 因子 V 27/w). 
这 些 算 符 的 矩阵 元 为 


(Nga 等。 llékal Nka) = Sr (Npalet, [NEa 1) 一 Na. (2.15) 
根据 定义 (2.14) 和 对 易 关系 (2.9), 可 得 到 如。 和信 ， 的 对 易 关系 : 
Cha — Cka = 1. (2.16) 


对 于 矢 势 , 我 们 仍 回 到 (2.4) 型 的 展开 式 , 但 系数 变 成 了 算 符 . 我 们 把 它 写 





成 
A=) (GaAka + ta Ako), (i 
k,a 
其 中 
4 = V4 et in 2.18 
a 一 V4r ee 
k (2.18) 





符号 e(% 是 振子 极 化 方向 的 单位 矢量 , 与 波 矢 k 垂直 ; 而 且 对 每 个 k, 有 两 个 
独立 的 极 化 方向 . 
类 似 地 , 我 们 写 出 算 符 五 和 二: 





B= 》 (BE 十 让 机， 直 = (oHeo + dt, Hi,), (2.19) 
k,a Fa 
-™ 中 
Ekpa =iwAka, Hka =n x Ero (n= k/w). (2.20) 
不 同 下 标的 矢量 A 在 下 述 意义 上 是 互相 正 交 的 : 
2 
| ku . A dr = SB BR (2.21) 





如 果 Apo 与 A A Ed ey 那么 它们 的 乘积 中 就 包含 一 个 对 体 

积分 为 零 的 因子 eX(*-*)"; 如 果 它 们 的 差别 只 是 极 化 不 同 , 由 于 两 个 独立 的 
0 则 有 ea. eta)* = 0. 类 似 的 论证 对 矢量 Epo 与 His 也 
成 立 . 它们 的 归 一 化 可 通过 加 上 如 下 条 件 而 方便 地 实现 : 


x | (Eee 和. Er 十 Hhrko ’ Hi )d3z 一 WORkk’ oa/. (2.22) 
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将 算 符 (2.19) 代入 (2.10) 式 , 并 利用 (2.22) 式 进行 积分 , 就 得 到 用 算 符 
2G8+ 表示 的 场 哈密 顿 量 : 
=》 RG + 人 Eka). (2.23) 
hk,a 


在 所 考虑 的 表象 中 (由 式 (2.15) 给 出 算 符 € 与 人民 的 矩阵 元 ), 这 个 算 符 是 对 角 
化 的 , 其 本 征 值 自然 与 (2.12) 一 致 . 
在 经 典 理论 中 , 场 的 动量 定义 为 积分 


P= | Ex Ha 
47 


过 渡 到 量子 理论 时 , 我 们 用 算 符 (2.19) 代替 五 与 互 ,并 且 容 易 求 出 


P= 5 (P+ oO)mn (2.24) 
k,a 
这 和 熟知 的 平面 波 的 能 量 与 动量 的 经 典 关 系 一 致 . 此 算 符 的 本 征 值 为 
P= 2 (we 十 3) : (2.25) 


用 矩阵 元 (2.15) 建立 的 算 符 表象 为 “占有 数 表象 ”, 即 通 过 给 出 量子 数 
Npa (占有 数 ) 来 描写 系统 ( 场 ) 的 状态 . 在 此 表象 中 , 场 算 符 (2.19) 以 及 与 之 相 
应 的 哈密 顿 量 (2.11), 作用 于 通过 数 Nu 表示 的 系统 波 靖 数 , 取 为 B(Nka, 台 ). 
场 算 符 (2.19) 不 是 时 间 的 显 函 数 . 这 与 非 相 对 论 量子 力学 中 惯用 的 算 符 的 藤 
定 廖 绘 景 是 一 致 的 . 而 系统 的 状态 $B(Na,t) 却 是 依赖 于 时 间 的 , 其 依赖 关系 
由 苹 定 语 方 程 决 定 








场 的 这 种 描写 就 其 本 质 而 言 是 相对 论 不 变 的 , 因为 它 是 以 相对 论 不 变 的 
麦克 斯 韦 方程 为 基础 的 . 但 是 这 个 不 变性 并 未 明显 地 表现 出 来 , 主要 是 由 于 空 
间 坐 标 和 时 间 是 以 极 不 对 称 的 形式 出 现 的 . 

在 相对 论 性 理论 中 , 要 使 场 的 描写 形式 具有 更 明显 的 不 变性 是 很 方便 的 . 
为 此 , 必须 采用 所 谓 的 海 森 伯 绘 景 , 在 海 森 伯 绘 景 中 , 算 符 本 身 随时 间 变 化 ( 参 
兄 第 三 卷 813). 采用 这 个 绘 景 , 时 间 和 坐标 平等 地 出 现在 场 算 符 的 表示 式 中 ， 
而 系统 的 状态 $ 则 只 是 占有 数 的 函数 . 

对 算 符 A 而 言 , 向 海 森 伯 绘 景 的 过 渡 归 结 为 将 (2.17) 式 求 和 中 每 一 个 
Apa 的 因子 ew" 换 成 ee 即将 4kc 看 成 时 间 的 函数 : 











(a) 
ku = Vi (2.26) 
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这 一 点 容易 证 明 , 注意 到 海 森 伯 绘 景 由 初 态 到 终 态 的 跃迁 i 一 f 的 矩阵 元 必 
然 包 含 一 个 因子 exp{ 一 i(Bi 一 瑟 f 儒 , 其 中 Bi 与 By 分 别 为 初 态 与 终 态 的 能 量 
(参见 第 三 卷 813). 对 于 Nk 减少 或 增加 1 的 著 迁 , 这 个 因子 应 分 别 变 为 et 
与 et, 这 个 条 件 在 进行 上 述 代 换 后 就 自动 得 到 满足 了 ， 

今后 , 不 管 研究 的 是 电磁 场 还 是 粒子 的 场 ,我 们 将 总 假设 采用 的 是 算 符 的 
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现在 对 上 面 得 到 的 场 的 量子 化 公式 作 进一步 的 分 析 . 

首先 , 场 的 能 量 公 式 (2.12) 引起 了 如 下 困难 . 场 的 最 低能 级 对 应 所 有 振子 
的 量子 数 Nia 等 于 零 的 状态 ( 称 为 电磁 场 真 空 态 ). 但 是 , 即使 在 这 个 状态 中 ， 
每 个 振子 还 具有 非 零 的 “零点 能 量 ”w/2. 它 对 无 限 多 个 振子 求 和 , 就 得 到 无 
限 大 的 结果 . 这 样 , 我 们 就 磁 到 了 “发 散 ” 困难 中 的 一 种 , 它 是 由 于 现 有 理论 缺 
乏 逻 辑 严 密 与 一 致 性 而 产生 的 . 

如 果 所 谈论 的 只 是 场 能 量 的 本 征 值 ,那么 只 要 删 去 零点 振动 能 量 , 就 能 消 
除 这 个 困难 , 即 把 场 的 能 量 和 动量 写成 只 










































































E=) Neaw, P= Neok. (3.1) 
k,a 天 ;ac 

















这 两 个 公式 使 我 们 能 够 引进 辐射 量子 或 光子 的 概念 , 这 是 一 个 贯穿 量子 
电动 力学 始终 的 基本 概念 @. 也 就 是 说 , 我 们 可 以 把 自由 电磁 场 看 成 为 粒子 的 
集合 , 每 个 粒子 都 具有 能 量 w(= jw) 和 动量 k(= niiw/c). 光子 的 能 量 与 动量 
之 间 的 关系 和 相对 论 力学 中 具有 零 静 质 量 并 以 光速 运动 的 粒子 相同 . 占有 数 
Npa 则 表示 具有 给 定 动量 kk 和 极 化 eto) 的 光子 数 . 光子 的 极 化 类 似 于 其 它 粒 
子 的 自 旋 (光子 在 这 方面 的 具体 性 质 将 在 $6 中 讨论 ). 

容易 看 到 , 上 节 所 建立 起 来 的 全 部 数学 表述 与 把 电磁 场 描述 为 光子 的 集 
” 合 是 完全 一 致 的 , 这 正 是 应 用 于 光子 系统 的 二 次 量子 化 方法 人 @. 在 这 个 方法 中 
(参见 第 三 卷 864), 独立 变量 是 状态 的 占有 数 , 而 算 符 作 用 在 占有 数 的 函数 上 . 


@ 只 要 把 (2.10) 式 中 算 符 的 乘积 看 成 “正规 积 ”, 即 算 符 i+ 总 是 在 算 符 人 的 左边 ， 
就 可 以 在 形式 上 消除 发 散 困 难 而 不 引起 矛盾 . 这 时 , 公式 (2.23) 变 为 


HF= > (wcka). 
k,o 












































四 光子 的 概念 是 爱 因 斯 坦 首 先 引 入 的 (A. Binstein, 1905). 
四 狄 拉克 首先 将 二 次 量子 化 方法 应 用 于 辆 射 理论 (P. A. M. Dirac, 1927). 
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这 时 起 主要 作用 的 是 粒子 的 “ 漂 没 ”与 “产生 ” 算 符 , 它们 分 别 使 占有 数 减少 
与 增加 1; Ba, 起 就 是 这 类 算 符 : Go 消灭 一 个 状态 为 k、a 的 光子 , 而 全, 产 
生 一 个 这 种 状态 的 光子 . 

对 易 关 系 (2.16) 对 应 于 服从 玻 色 统计 的 粒子 . 因此 , 光子 是 玻 色 子 , 这 正 
如 我 们 所 预料 的 , 这 是 因为 任 一 状态 中 可 容许 的 光子 数 不 受 限 制 (在 85 中 我 
们 还 要 进一步 讨论 这 个 性 质 的 意义 ). 

平面 波 Akpo (2.26) 作为 光子 淹没 算 符 的 系数 出 现在 算 符 A ((2.17) 式 ) 中 ， 
可 以 将 其 看 成 具有 给 定 动量 有 与 极 化 et% 的 光子 的 波 函 数 . 这 种 看 法 对 应 于 
在 非 相 对 论 二 次 量子 化 方法 中 将 落 算 符 按 粒 子 的 定 态 波 函 数 展开 ; (但 是 , 不 
同 的 是 , 在 (2.17) 的 展开 式 中 , 既 包 含 粒子 的 潭 没 算 符 , 又 包含 粒子 的 产生 算 
符 ; 这 种 差别 的 意义 将 在 后 面前 述 , 参见 812). 

波 函 数 (2.26) 的 归 一 化 条 件 为 
























































去 (ap + |Hxal’)d 2 =w (3.2) 


此 处 了 到 归 一 化 为 “在 V=1 的 体积 中 有 一 个 光子 ”: 实际 上 , 等 式 左 边 的 积分 
是 在 给 定 波 函 数 的 状态 中 光子 能 量 的 量子 力学 平均 值 包 , 而 (3.2) 式 的 右边 则 
正 是 一 个 光子 的 能 量 . 

光子 的 “ 醇 定 汕 方程 ” 可 用 麦克 斯 韦 方 程 组 表示 . 在 现在 的 情形 ( 即 当 势 
A(7,t) 满足 条 件 (2.1) 时 ), 这 就 导致 波动 方程 : 



































Ot2 

在 任意 定 态 的 一 般 情形 , 光子 的 “ 波 函 数 ” 为 此 方程 的 复数 解 , 其 对 时 间 的 依 
赖 关系 由 因子 ew! 给 出 . 

谈 到 光子 的 波 函 数 , 我 们 必须 再 次 强调 , 绝对 不 能 把 它 看 成 是 光子 在 空间 
局 部 出 现 的 概率 振幅 , 这 一 点 和 非 相对 论 量 子 力学 中 波 函 数 的 基本 意义 根本 
不 同 . 这 是 因为 (如 81 中 所 指出 的 ), 光子 的 坐标 概念 根本 没有 物理 意义 . 我 们 
将 在 84 的 末尾 进一步 讨论 这 个 问题 的 数学 方面 . 

函数 A(r,t) 对 坐标 作 健 里 叶 展 开 时 的 分 量 , 构成 动量 表象 中 光子 的 波 函 
数 , 表示 成 A(k,t) = A(k)e-i2t. 例如 , 对 于 一 个 给 定 动量 上 与 极 化 e(% 的 状 
态 , 动量 表象 中 的 波 函 数 简单 地 由 (2.26) 式 中 指数 因子 的 系数 给 出 : 
e(a) 
V2w 


@ 注意 , 积分 (3.2) 式 中 的 系数 1/4x 两 倍 于 (2.10) 式 中 通常 的 系数 1/8r. 这 种 差别 
归根 结 底 是 由 于 至 .a。, Ha 是 复 矢 量 , 区 别 于 厄 米 的 场 算 符 到 在. 








ka (k’, az) = V4n Ok/kOmo’: (3.3) 
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由 于 自由 粒子 的 动量 是 可 测量 的 , 动量 表象 中 的 波 函数 就 比 坐标 表象 中 
的 波 函 数 有 更 为 深刻 的 物理 意义 : 由 它 可 以 计算 一 定 状态 的 光子 具有 各 种 动 
量 和 极 化 值 的 概率 wku. 按照 量子 力学 的 一 般 规则 , 将 A(k') 按 一 定 天 和 et 
值 的 状态 波 函 数 展开 , woku 即 为 展开 式 系 数 的 模 的 平方 : 
2 


(Ra ) A(k’) 


Wha KX 








(比例 系数 由 函数 的 归 一 化 方式 决定 ). 将 (3.3) 式 代 人 , 就 得 到 : 
wha ec |eto) . A(k)|?. (3.4) 
对 两 种 极 化 状态 求 和 , 就 给 出 光子 动量 为 的 概率 : 


wh ce |A(k)L?. (3.5) 
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众所周知 , 经 典 电动 力学 中 场 的 势 是 有 选择 自由 的 : 四 维 势 Aj, 的 分 量 可 
以 进行 任何 形 如 
A = Aj + OX, (4.1) 


的 规范 变换 , 其 中 x 为 坐标 与 时 间 的 任意 函数 (参见 第 二 卷 $18). 

对 平面 波 而 言 , 如 果 只 考虑 不 改变 势 的 形式 (与 因子 exp(-ikyzr) 成 正比 ) 
的 变换 , 这 个 自由 选择 性 可 归结 为 可 以 给 波幅 加 上 一 个 与 kv 成 正比 的 任意 四 
维 矢量 . 

这 种 势 的 自由 选择 性 在 量子 理论 中 继续 存在 , 当然 , 在 这 里 它 与 场 算 符 或 
光子 波 函 数 相关 . 为 避免 预先 确定 势 的 选择 方式 , 就 必须 用 算 符 四 维 势 的 相应 
展开 式 








Ar = 2 十 证 4 人 2 )， (4.2) 


代替 (2.17) 式 , 其 中 波 函 数 44。 为 如 下 形式 的 四 维和 量 : 


ll 





Et :rz 
Ak = VAn erikrz ， ener” 三 党 功 


V2w 
或 省 去 四 维 矢量 指标 , 写成 更 为 简洁 的 形式 : 





一 这 2 


e 
Ap = V4T 一 一 eee” = 一 1. 4.3 
k oe (4.3) 
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其 中 , 四 维 动量 hr = (w,k) (因此 kz 二 wt 一 :7), 而 e 为 四 维 单位 极 化 矢量 @. 
如 果 我 们 只 选择 不 改变 函数 (4.3) 对 坐标 和 时 间 的 依赖 关系 的 规范 变换 ， 
这 样 的 变换 必定 是 





ep -一 ep 十 Xi (4.4) 


其 中 X= Xx(k*) 为 任意 函数 . 由 于 极 化 是 横向 的 , 因此 总 可 以 选择 一 个 规范 使 
得 四 维 矢量 e 的 形式 为 : 























e” 一 (0， e)， e ' 玉 一 0， (4.5) 


这 种 规范 我 们 称 之 为 三 维 横向 规范 . 将 其 写成 四 维 协 变 形式 , 这 个 条 件 就 变 成 
四 维 横向 性 条 件 : 
ek=0. (4.6) 


应 该 指出 , 由 于 成 = 0, 这 个 条 件 (如 归 一 化 条 件 ee* = -1 那样 ) 在 变换 
(4.4 下 仍 保持 不 变 . 假如 粒子 的 四 维 动量 的 平方 等 于 零 , 其 质量 也 必定 等 于 
零 . 这 就 揭示 了 规范 不 变性 与 光子 的 零 质量 之 间 的 联系 (这 种 联系 的 其 它 方 
面 将 在 814 中 讨论 ). 

对 参与 菜 过 程 的 光子 的 波 函 数 进行 规范 变换 时 , 任何 可 观测 的 物理 量 都 
不 应 该 改变 . 在 量子 电动 力学 中 , 此 规范 不 变性 要 求 所 起 作用 甚至 比 在 经 典 理 
论 中 还 要 大 . 我 们 将 在 许多 例子 中 看 到 , 规范 不 变性 与 相对 论 不 变性 一 样 , 是 
一 种 强 有 力 的 启发 性 原则 . 

另外, 理论 的 规范 不 变性 本 身 又 和 电荷 守恒 定律 有 紧密 的 联系 ;我 们 将 在 
843 中 讨论 这 方面 的 问题 . 

我 们 在 上 一 节 已 经 指出 , 光子 的 坐标 波 函 数 不 能 解释 成 它 在 空间 局 部 的 
概率 振幅 . 数学 上 , 这 表现 为 不 可 能 用 这 种 波 函 数 构成 哪怕 是 形式 上 具有 概率 
密度 性 质 的 量 . 这 样 的 量 必须 用 波 函 数 A,, 及 其 复 共 斩 的 正定 的 双 线 性 组 合 
来 表示 . 此 外 , 它 必须 满足 一 定 的 相对 论 协 变性 要 求 邯 它 应 该 是 四 维 矢 
基 的 时 间 分 量 (这 是 因为 , 表示 粒子 数 守 恒 的 连续 性 方程 的 四 维 形式 是 四 维 流 
矢量 的 散 度 为 零 ; 在 这 里 , 四 维 流 矢量 的 时 间 分 量 就 是 粒子 在 空间 各 处 出 现 的 
概率 密度 , 参见 第 二 卷 829). 另 一 方面 , 规范 不 变性 要 求 四 维 矢量 4, 只 能 以 
反对 称 张 量 yy = 如一 84 = 一 i(huhv 一 hy) 的 形式 出 现在 四 维 流 矢量 
中 . 因此 , 四 维 流 矢量 应 该 是 ,, 和 五 (以 及 四 维 矢 量 斥 的 分 量 ) 的 双 线 性 
组 合 . 但 是 , 这 样 的 四 维 矢量 一 般 不 可 能 构成 , 这 是 由 于 满足 这 个 条 件 的 任何 

四 表示 式 (4.3) 不 是 完全 相对 论 协 变 的 (四 维 矢量 ) 形式 ; 这 是 由 于 我 们 所 用 的 归 
一 化 条 件 ( 归 一 化 为 有 限 体积 V = 1) 不 是 协 变 的 . 但 这 并 没有 原则 上 的 重要 性 , 并 可 完 
全 由 这 种 归 一 化 方法 所 提供 的 方便 所 补偿 . 以 后 我 们 将 看 到 , 这 使 得 我 们 得 以 简单 而 
直截了当 地 以 必要 的 不 变形 式 推出 实际 的 物理 量 . 
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表示 式 (例如 , AP FY) 都 因 横向 性 条 件 ( 太 忆 = 0) 而 等 于 零 , 并 且 它 在 任 
何 情形 下 已 不 再 为 正定 的 了 (因为 它 包含 分 量 局 的 奇 次 宕 ) 


$5 量子 理论 中 的 电磁 场 


电磁 场 是 光子 的 集合 , 这 是 与 量子 理论 中 电磁 场 的 物理 意义 完全 一 致 的 
唯一 描述 , 它 代 蔡 了 用 场 强 描述 场 的 经 典 方法 . 在 描写 光子 的 数学 表述 中 , 场 
强 是 作为 二 次 量子 化 的 算 符 出 现 的 . 

众所周知 , 当 决 定 系 统 定 态 的 量子 数 很 大 时 , 量子 系统 的 性 质 便 类 似 于 经 
典 性 质 . 对 一 个 自由 电磁 场 (在 给 定 体积 内 ) 而 言 , 这 意味 着 振子 的 量子 数 一 一 
即 光 子 数 Neu 必定 很 大 . 在 这 方面 , 光子 服从 玻 色 统计 这 个 事实 是 非常 重要 
的 . 在 理论 的 数学 表述 上 , 玻 色 统计 与 经 典 场 性 质 的 关系 表现 在 算 符 和 ao; Ge 
的 对 易 关 系 上 . 当 Nau 很 大 时 , 这 些 算 符 的 矩阵 元 也 变 得 很 大 ,对 饭 关 系 (2.16) 
右 端的 1 便 可 忽略 , 从 而 得 到 









































信 人 HH AH 全 
ChaCka ~ CaCha 





即 这 些 算 符 变 成 为 互相 可 对 易 的 经 典 量 cko; ch 它们 决定 了 经 典 的 场 强 . 

但 是 , 场 的 准 经 典 性 条 件 还 需要 更 加 准确 地 确定 . 问题 在 于 , 如 果 所 有 的 
Nga 都 很 大 , 那么 对 所 有 状态 ,a 求 和 时 , 场 的 能 量 必定 变 为 无 穷 大 , 因而 , 准 
经 典 性 条 件 也 就 变 得 没有 意义 了 . 

关于 准 经 典 条 件 , 一 个 具有 明确 物理 意义 的 提 法 可 以 基于 对 场 在 某 个 短 
的 时 间 间 隔 At 内 求 平均 的 考虑 . 如 果 将 经 典 电 场 吾 (或 磁场 吾 ) 表示 成 对 时 
间 的 傅 里 叶 积分 , 那么 , 当 它 在 时 间 间 隔 At 内 求 平均 时 , 只 有 那些 频率 满足 
wAt < 1 的 健 里 叶 分 量 才 对 平均 值 瑟 有 明显 的 贡献 , 否则 , 振荡 因子 e ij”: 的 
平均 值 几乎 等 于 零 . 所 以 , 在 确定 平均 场 的 准 经 典 条 件 时 , 只 需 考 虑 w < 1/At 
的 那些 量子 振子 , 只 要 这 些 振 子 的 量子 数 很 大 就 行 了 . 

频率 在 零 和 w ~ 1/At 之 间 的 振子 数 (在 V =1 的 体积 中 ) 具有 数量 级 @ 


(人 i 人 (5.1) 


单位 体积 中 的 总 能 量 ~ EB?. 这 个 量 除 以 振子 数 和 单个 光子 的 某 个 平均 能 量 
值 (~ jw), 我 们 得 到 光子 数 的 数量 级 为 

E23c3 

ht 
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@ 本 节 采 用 通常 的 单位 . 
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由 于 要 求 这 个 数 很 大 的 条 件 , 我 们 便 得 到 不 等 式 


| 至 | 六 A (5.2) 
这 就 是 我 们 所 要 求 的 将 (在 时 间 间 隔 At 内 平均 的 ) 场 当 成 经 典 场 的 条 件 . 
我 们 看 到 , 场 必 须 达 到 一 定 的 强度 , 并 且 当 平均 时 间 间 隔 At 减 小 时 , 要 求 这 个 
场 增强 . 对 变化 着 的 场 , 这 个 时 间 间 隔 当 然 不 应 超过 场 有 显著 变化 的 时 间 间 
隔 . 因此 , 如 果 变 化 场 足 够 弱 , 则 永远 不 能 看 成 为 准 经 典 场 . 只 有 对 静态 场 (不 
随时 间 变 化 ), 我 们 才能 假设 At 一 ec, 从 而 使 不 等 式 (5.2) 的 右边 趋 近 于 零 . 所 
以 , 静态 场 永远 是 经 典 的 . 
我 们 已 经 指出 , 以 平面 波 芍 加 形式 出 现 的 电磁 场 的 经 则 表示 式 ,在 量子 理 
论 中 必须 看 成 算 符 的 表示 式 . 然而 , 这 些 算 符 只 有 很 有 限 的 物理 意义 . 有 物理 
意义 的 场 算 符 在 光子 真空 态 的 场 值 必须 为 零 , 但 是 , 场 平方 算 符 百 ? 在 基态 的 
平均 值 动 是 无 穷 大 , 虽然 它 和 场 的 零点 能 量 只 差 一 个 因子 ; (此 处 的 “平均 值 ” 
指 的 是 量子 力学 平均 值 , 即 算 符 的 相应 对 角 和 矩阵 元 ). 即使 采用 某 个 形式 上 的 
抵消 算 符 (如 对 场 的 能 量 所 做 的 那样 ), 这 个 无 穷 大 也 是 避免 不 了 的 , 因为 在 现 
在 的 情形 下 , 要 做 到 这 一 点 , 就 必须 对 算 符 再 ,在 本 身 (而 不 是 它们 的 平方 ) 作 
某 种 适当 的 改变 , 但 这 是 不 可 能 
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光子 和 任何 其 它 粒 子 一 样 , 可 以 具有 一 定 的 角 动 量 . 为 了 确定 光子 角 动 
量 的 性 质 , 我 们 先 回顾 一 下 在 量子 力学 的 数学 表述 中 粒子 波 函 数 的 性 质 和 粒 
子 的 角 动 量 之 间 的 联系 . 

粒子 的 角 动 量 7 由 其 轨道 角 动 量 1 和 内 豪 角 动量 (或 自 旋 ) s 组 成 . 自 旋 
为 s 的 粒子 的 波 函 数 是 秩 为 2s 的 对 称 旋 量 , 即 一 个 有 2s 十 1 个 分 量 的 集合 ; 
当 坐 标 系 转动 时 , 这 些 分 量变 换 成 它们 之 间 的 另外 一 个 组 合 . 轨道 角 动 量 则 和 
波 函 数 对 坐标 的 依赖 关系 的 方式 相关 : 轨道 角 动 量 为 了 的 态 对 应 于 其 分 量 为 1 
阶 球 谐 函 数 的 线性 组 合 的 波 函 数 . 

自 旋 和 轨道 角 动 量 之 间 有 本 质 上 的 区 别 , 这 就 要 求 波 函 数 的 “ 自 旋 ”性 
质 和 “坐标 ”性 质 是 互相 独立 的 : 在 给 定时 刻 旋 量 分 量 对 坐标 的 依赖 关系 必 
须 没 有 任何 附加 的 限制 . 

在 波 函 数 的 动量 表象 中 , 其 对 坐标 的 依赖 关系 变 为 对 动量 上 的 依赖 关系 . 
光子 波 函 数 (在 三 维 横向 规范 中 ) 是 矢量 A(k). 这 个 矢量 等 价 十 一 个 二 秩 旋 
量 , 在 这 个 意义 上 可 以 说 光子 的 自 旋 为 1. 但 是 , 这 个 矢量 波 函 数 满 足 横 向 性 
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条 件 : hk. A(k) = 0, 这 是 对 函数 A(k) 附加 的 进一步 限制 条 件 . 这 样 , 这 个 函数 
就 不 能 够 在 同一 时 刻 任意 地 指定 矢量 的 所 有 分 量 , 因此 就 不 能 够 严格 地 区 分 
轨道 角 动 量 和 自 旋 

我 们 看 到 , 自 旋 是 静止 粒子 的 角 动 量 这 个 定义 也 不 适用 于 光子 , 因为 光子 
以 光速 运动 , 其 静止 参考 系 是 不 存在 的 . 

因此 , 对 于 光子 只 有 其 总 角 动 量 是 有 意义 的 . 由 于 描述 光子 的 量 中 没有 
任何 秩 为 奇数 的 旋 量 , 因此 很 显然 , 其 总 角 动 量 必定 为 整数 

与 其 它 任 何 粒子 一 样 , 光子 的 状态 还 可 以 用 其 宁 称 来 描述 , 宇 称 是 指 波 函 
数 在 坐标 反 演 时 的 行为 (参见 第 三 卷 830). 在 动量 表象 中 , 坐标 符号 的 改变 可 
用 天 的 所 有 分 量 改变 符号 来 代替 . 反 演 算 符 PP 作用 于 标量 函数 p(k) 上 所 起 
的 效应 只 是 简单 地 产生 符号 的 改变 : Pp(k) = p(k). 当 作 用 于 矢量 函数 A(k) 
时 , 还 必须 考虑 到 : 坐标 轴 方 向 的 改变 使 得 矢量 的 各 个 分 量 的 符号 也 改变 了 ， 
因此 ®， 

















PA(k) = —A(-k). (6.1) 


尽管 将 角 动 量 分 为 轨道 角 动 量 和 自 旋 的 做 法 对 光子 没有 物理 意义 , 但 是 ， 
作为 形式 上 的 辅助 量 , 引入 “ 自 旋 ”s 和 “轨道 角 动 量 ” 1 来 描述 波 函 数 的 转动 
变换 性 质 仍 是 比较 方便 的 : s = 1 对 应 波 函 数 是 一 个 矢量 的 事实 , 而 7 的 值 出 
现在 波 函 数 中 的 球 谐 泡 数 的 阶 数 . 这 里 我 们 考虑 的 是 光子 具有 一 定 角 动量 的 
状态 的 波 函 数 ; 对 一 个 自由 粒子 而 言 , 就 是 球面 波 . 特别 是 , ! 的 数值 确定 了 光 
子 状态 的 宇 称 : 








P=(-1)"+: (6.2) 


用 相同 的 方式 , 可 以 将 角 动 量 算 符 7 了 表示 成 求 和 3S+i 我 们 知道 , 角 动 量 
算 符 与 坐标 系 的 无 限 小 转动 算 符 相 联 系 ; 在 现在 的 情形 下 , 又 和 这 个 算 符 对 矢 
量 场 的 作用 相 联 系 . 在 求 和 53+ 中, 算 符 合作 用 于 矢量 指标 上 , 使 矢量 的 分 量 
变换 成 它们 的 相互 组 合 ; 而 算 符 1 作用 在 这 些 分 量 上 就 如 同 作 用 在 动量 (或 坐 
标 ) 的 函数 上 一 样 . 

我 们 可 以 计算 (给 定 能 量 下 ) 对 于 给 定 的 光子 角 动 量 值 ; 可 能 的 状态 数 
(不 考虑 相对 于 角 动 量 方向 的 27 二 1 重 简 并 )， 

当 1 和 s 互相 独立 时 , 这 种 计算 很 简单 : 将 矢量 1 和 s 按 矢量 模型 规则 相 
加 , 看 有 多 少 种 相 加 方式 即 可 得 到 所 求 的 7 值 . 对 自 旋 s=1 的 粒子 , 并 给 定 非 

@ 我 们 将 选 定 , 按照 反 演算 符 对 极 矢 量 , 如 4 (或 相应 的 电 矢量 已 = iwA) 作用 的 
效应 来 定义 状态 的 字 称 . 这 在 符号 上 与 对 轴 矢 量 豆 = ie x 4 的 作用 的 效应 不 同 , 因 
为 反 演 不 改变 轴 矢 量 的 方向 : 





























BH(k) = H(—k). 
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零 的 7 值 , 这 个 方法 将 给 出 具有 下 列 ! 值 和 宇 称 的 三 个 状态 : 


l=j, 三 一 (全 一 (人 
1 一 7 十 1， 三 = (下 上 1 = (-1). 





然而 , 如 了 = 0, 则 只 得 到 1=1 并 且 字 称 为 P= +! 的 一 个 状态 . 

在 此 计算 中 , 没有 考虑 矢量 4 的 横向 性 条 件 ; 假设 其 所 有 三 个 分 量 都 是 
互相 独立 的 . 因此 , 还 必须 从 上 面 得 到 的 状态 数 中 减 去 纵向 矢量 所 对 应 的 状态 
数 . 纵向 矢量 可 以 写成 kyp(k) 的 形式 , 因此 , 就 其 对 转动 的 变换 性 质 而 言 , 它 的 
三 个 分 量 等 价 于 单个 标量 pO. 因此 我 们 可 以 说 , 与 模 向 性 条 件 不 相 容 的 额外 
状态 对 应 于 具有 标量 波 函 数 ( 零 秩 旋 量 ), 即 有 “ 零 自 旋 ” 昌 . 因此 , 这 个 状态 的 
角 动 量 ; 等 于 p 中 所 含 球 谐 函 数 的 阶 数 , 光子 状态 的 宇 称 则 由 反 演 算 符 对 矢 
量 函 数 kw 的 作用 确定 : 















































(pp) = —(—hk)p(—k) = (-1)kp(k), 


因此 字 称 为 (-1)i. 我 们 必须 从 上 面 得 到 的 字 称 为 (~-1》 的 状态 数 ( 即 7 关 0 
时 为 两 个 , 7 = 0 时 为 一 个 ) 中 再 减 去 1. 

这 样 我 们 就 得 出 结论 : 当 光 子 的 角 动 量 7 非 零 时 , 存在 一 个 偶 宇 称 态 和 一 
个 奇 字 称 态 . 而 当 7 = 0 时 则 得 不 到 任何 状态 . 这 意味 着 光子 不 可 能 有 零 角 动 
量 ; 因此 7 只 能 取 1,2,3,.…. 不 可 能 存在 7 = 0 的 状态 这 一 点 实际 上 是 显然 的 ， 
因为 角 动 量 为 零 的 状态 的 波 函 数 必须 是 球 对 称 的 , 而 对 于 横 波 这 明显 是 不 可 
能 的 . 

通常 用 下 面 的 术 庄 来 标记 光子 的 各 种 状态 , 角 动 量 为 人、 字 称 为 (-1) 的 
光子 称 为 电 27 极光 子 (或 B7 光子 ); 而 宇 称 为 (-1)11 的 光子 称 为 磁 27 极光 
子 (或 Mj 光子 ). 例如 ,了 = 1 的 奇 宇 称 态 对 应 电 偶 极光 子 , ; = 2 的 偶 宇 称 态 
对 应 电 四 极光 子 , 而 7 = 1 的 偶 宇 称 态 则 对 应 磁 侦 极光 子 @. 





























@ 这 是 因为 一 个 量 在 转动 下 的 变换 , 指 的 是 绕 给 定点 的 , 即 对 给 定 灭 值 的 变换 . 在 
这 种 变换 下 , kyp(k) 是 不 变 的 , 即 其 行为 如 同一 个 标量 . 

@ 应 该 再 次 强调 , 这 里 所 指 的 并 不 是 任何 实际 粒子 的 状态 , 这 里 的 计算 是 形式 上 
的 , 在 数学 上 相当 于 将 一 组 在 转动 变换 下 相互 重新 组 合 的 量 用 转动 群 的 不 可 约 表示 进 
行 分 类 . 

@ 这 些 名 称 与 经 典 辑 射 理论 的 术语 一 致 ; 我 们 将 在 后 面 (846, 847) 看 到 , 电 型 光子 
和 磁 理 光子 的 辐射 分 别 由 电荷 系统 的 电 矩 和 磁 矩 决定 
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确定 光子 角 动 量 的 可 能 取 值 后 , 应 该 确定 相应 的 波 函 数 @. 

我 们 先 考虑 一 个 形式 上 的 问题 : 确定 可 作为 算 符 之 与 他 的 本 征 函 数 的 
矢量 函数 , 先 不 管 这 些 函数 中 的 哪 一 些 将 会 出 现在 我 们 所 要 求 的 光子 波 函 数 
中 , 也 不 考虑 横向 性 条 件 . 

我 们 将 在 动量 表象 中 寻找 这 样 的 函数 . 在 此 表象 中 , 坐标 算 符 为 交 = i9/6k 
(参见 第 三 卷 (15.12) 式 ). 轨道 角 动 量 算 符 为 





P=Fx k= -ik x 0/0k, 


和 坐标 表象 中 的 角 动 量 算 符 比较 , 区 别 只 是 字母 + 换 成 了 kk. 因此 , 所 提问 题 
在 两 个 表象 中 的 解 在 形式 上 是 一 样 的 . 
所 求 的 本 征 函 数 用 Yj 标记 , 并 称 之 为 球 谐 矢量 . 它们 须 满足 条 件 

















六 = j(7 + 1)Y jm, jz Yjm = MY jm (7.1) 


(z 轴 为 空间 中 给 定 的 方向 ). 我 们 将 证 明 , 任何 形 如 aYj, 的 函数 都 满足 这 些 
方程 , 其 中 a 是 由 单位 矢量 n= kjw 构成 的 任意 矢量 , 而 Yjm 则 为 通常 的 ( 标 
量 ) 球 谐 函 数 . 后 者 我 们 将 按 第 三 卷 $28 来 定义 : 








gf mt 。 (21 a DU |mm|)! ml| img 
Yim(n) = (-1)™2™ i et (cosO)e (7.2) 





(其 中 29 为 沿 n 方 向 的 球 坐 标的 极 角 ) @ 
为 此 我 们 引用 对 易 关 系 ( 见 第 三 卷 , (29.4) 式 ): 


1 Qk}— = ieiklQl， 


等 式 右 边 可 写成 -ax, 其 中 全 是 自 旋 为 1 的 算 符 (这 个 算 符 对 矢量 函数 的 作 
用 由 等 式 条 a = 一 ieimal 给 出 ; 参见 第 三 卷 857, 习题 2). 因此 我 们 有 








liay 一 ak = 一 仿 ok. 
@@ 这 个 问题 是 Heitler 首先 研究 的 (W. Heitler, 1936). 这 里 给 出 的 解 是 由 B, BE. 别 


列 斯 捷 芯 基 作 出 的 (1947). 
@ 为 后 面 引用 方便 起 见 ,9 = 0 ( 王 洛 z 轴 ) 的 函数 值 为 : 


/21 十 工 
Yim(raz) = i a omo: {7.2a) 
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应 用 这 个 等 式 我 们 求 出 


可 见 ， 
F(aYym) 一 af2Yim， (aYjm) 一 qliY ym. 
由 于 球 谐 函 数 Yj 是 算 符 六 与 4 的 本 征 值 分 别 为 j(J+1) 与 mm 的 本 征 函 数 ， 
我 们 就 得 出 (7.1) 式 . 
通过 取 如 下 三 个 矢量 : 
Vn NX Vn 

ViG+l) ViG+1) 
作为 矢量 a@g 我 们 得 到 实质 上 不 同 的 三 个 类 型 的 球 谐 矢 量 . 这 些 球 谐 矢量 可 
定义 为 : 





(7.3) 


a 

™ G+D) 

(M) _ (E) 本 ji 十 1 
YM =nx Y®, P=(-1pt; (7.4) 
Y®@ =nYm, P=(-1) 





此 式 还 给 出 了 每 个 矢量 的 字 称 P. 这 三 个 类 型 的 矢量 互相 正 交 , 且 Y 名 相对 
于 mn 为 纵 矢 量 , 而 YE) 与 Y09 为 横 矢 量 

这 些 球 谐 矢量 可 用 标量 球 谐 函 数 表示 : YW 只 用 1 = j 阶 球 谐 函数 表示 ， 
而 Y 与 Yh 则 要 用 1 = 了 士 1 阶 球 谱 函 数 表示 . 这 一 点 是 显而易见 的 , 只 要 
将 (7.4) 式 给 出 的 字 称 和 用 相关 球 谐 函数 的 阶 数 表 示 的 矢量 场 的 宇 称 (-D4+1 
互相 比较 即 可 . 
任何 一 个 类 型 的 球 谱 矢 量 都 是 按 下 式 互 相 正 交 归 一 的 : 




















J Yjm'do 一 0jj' mm’. (7.5) 





@ 算 符 yn = Rs 作用 在 只 与 方向 呈 有 关 的 函数 上 . 在 球 坐 标 中 ,其 两 个 分 量 为 : 
a 1 0 
Ws (ws 
用 A 标记 的 算 符 为 拉 普 拉 斯 算 符 的 角度 部 分 : 


2 二 但 1 8? 
nn 二 一 sin 0 上 一 
sin0 90 00 sin20 5p2 
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对 矢量 了 四, 由 球 谐 函 数 Yj 的 归 一 化 条 件 , 这 是 显然 的 . 对 于 矢量 Y 名 , 归 
一 化 积分 为 


1 1 
i VnY jn, “ VnYim do ee | :mdo, 
| 9 jG+l)) 


并 且 , 由 AnY 和 = 一 j(j 十 Yjm 得 到 (7.5) 式 . 矢量 YY 的 归 一 化 也 归结 为 
= 
实 , 只 要 利用 有 关 函 数 转 换 性 质 的 一 般 论断 , 便 可 得 到 球 谐 矢量 (7.4)， 

证 在 上 节 我 们 曾 利 用 这 些 论断 
说 明 : 一 个 矢量 函数 mp 对 应 于 角 动 量 值 j, 它 和 w 中 出 现 的 球 谐 函数 的 阶 数 
相同 . 如 果 简 单 地 取 p = Yjm, 那么 函数 np 也 将 对 应 着 一 个 确定 的 角 动量 分 
量 值 m. 这样 一 来 , 我 们 就 立即 导出 球 谐 矢 量 Y 品 . 但 是 如 果 用 矢量 V 或 
n x Vn 代替 乘 积 np 中 的 n, 那么 , 86 中 关于 变换 性 质 的 讨论 不 受 影响 . 这 样 
我 们 就 得 到 另外 两 类 球 谐 矢量 . 

现在 我 们 来 考虑 光子 的 波 函 数 . 对 一 个 电 型 光子 (Bj), 矢量 A(k) 应 该 有 
宇 称 (-1)i. 球 谐 矢 量 YO) 和 YY 铝 都 具有 这 样 的 宇 称 , 但 只 有 前 者 满足 横向 
条 件 . 对 一 个 磁 型 光子 (Mj), 矢量 A(k) 应 该 有 宁 称 (-1)i+1; 只 有 Yh 有 这 
种 字 称 . 因此 , 一 个 具有 给 定 角 动 量 j 及 其 分 量 m (和 能 量 w) 的 光子 的 波 函 
数 为 : 
































Ajm (k) = 3 (Ik| 一 Ww) Yjm(n), (7.6) 


其 中 Yjm 对 电 型 光子 与 磁 型 光子 必须 分 别 取 为 了 0 与 Yh . 给 定 的 能 量 值 
由 因子 8(|k| 一 考虑. 
函数 (7.6) 的 归 一 化 条 件 为 


1 
(2n)4 f A mm (k) ” Aim(k)dsk = wé(w’ em WwW) mm’. (7.7) 
对 于 坐标 表象 中 的 波 函 数 , 条 件 (7.7) 等 价 于 如 下 条 件 名 


去 /本 mw (7): Eim(T) +H. Ww 1 tp ,(7) “ Hm(r)}d’ zy > woO(w oe” WW)6j7 Smm’. 
(7.8) 
当 用 势 表 示 时 , 左边 的 积分 为 


5 二 j mT) mo wd3zy, 


@@ 这 个 条 件 和 (2.22) 是 相同 类 型 . 等 式 右 边 出 现 因子 8(w' -由 是 由 于 此 处 研究 的 
场 (球面 波 ) 存在 于 整个 无限 大 空 间 , 而 不 是 在 有 限 体 积 V=1. 
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3 
于 


pr dk 
. a im 
wym(7) /Am (2r)3? 
pe d38/ 
yh 了 A*,,, 7 i 
Sm/ 帮 交 卫生 





(7.9) 


对 daz 的 积分 给 出 8 函数 (2x)36(k' 一 k), 它 又 被 对 d3k 的 积分 消去 , 因而 积分 
变 成 (7.7) 的 形式 . 

到 现在 为 止 , 我 们 一 直 假设 势 是 横向 规范 的 , 在 此 规范 中 , 标量 势 5 = 0. 
但 是 , 在 某 些 应 用 中 , 球面 波 的 其 它 规范 也 许 更 为 方便 . 

在 动量 表象 中 所 容许 的 势 变换 为 


A— A+tnf(k), $— +f(k), 





其 中 f(k) 为 任意 函数 . 在 现在 的 情形 下 , 我 们 将 如 此 选取 A(k), 使 得 新 的 势 用 
相同 的 球 谐 函 数 表 示 , 并 仍 具 有 确定 的 宇 称 . 对 电 型 光子 , 这 些 条 件 限定 势 的 
选择 只 能 为 如 下 函数 : 








4m2 
A = 3756(|k| — wo) (YIm + CnYsm), a 
3 . 
(EB) /AT 
Dim (kK) ee 72 (lk| — WwW)CY jm, 


其 中 C 为 任意 常数 . 对 磁 型 光子 , 对 A0O(k) 的 这 种 附加 项 使 它 失去 确定 的 
宇 称 , 因此 , 在 上 述 条 件 下 , (7.6) 式 是 唯一 可 能 的 选择 . 

按照 (3.5) 与 (7.6) 式 , 具有 确定 角 动 量 与 宇 称 的 光子 沿 方向 mn 运动 旦 处 
于 立体 角 元 do 中 的 概率 为 





w(n)do = |Y Ml?do. (7.11) 


这 是 对 五 型 光子 写 出 的 表示 式 , 但 是 , 因为 [YM9]? = |Y 人 op 两 类 光子 的 概 
率 分 布 v(m) 是 相同 的 . 

模 平 方 |Y 人 | 和 方位 角 v 无 关 ( 球 谐 画 数 中 的 因子 etimy 被 消去 了 ), 因 
此 , 概率 分 布 w(n) 对 * 轴 是 对 称 的 . 而 且 , 既然 每 个 球 谐 矢量 都 具有 确定 的 
宇 称 , 其 模 平方 就 不 受 空间 反 演 的 影响 , 反 演 就 是 对 极 角 作 变 换 6 一 x 一 0; 这 
意味 着 函数 (0) 展 成 勒 让 德 多 项 式 时 只 包含 偶数 阶 的 项 . 展开 式 系数 的 确定 ， 
等 价 于 计算 三 个 球 谐 函 数 乘积 积分 , 然后 对 分 量 求 和 . 这 些 积分 与 求 和 可 利用 
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第 三 卷 $107, 8108 中 的 公式 进行 , 其 结果 为 : 


1 (27 十 1 之 了 2n 了 2n 
rr 


re m —m 0 
x ， 7 1 eet (7.12) 
7 7 2n 
最 后 , 我 们 来 推导 球 谐 矢 量 的 分 量 按 球 谐 函 数 展 开 的 表示 式 . 为 此 , 我 们 
利用 第 三 卷 8107 中 定义 的 矢量 的 “ 球 分 量 ”. 一 个 矢量 了 的 球 分 量 f 为 : 


i 


(+ ify), 1 


fo=ifs, fii=— 万 


(fr — if,). (7.13) 
如 引入 “ 球 单位 矢量 ”: 

0) os) HD) i) ) (DD) i) 人 

e ie'”, e 记 ( +ieYw), ee ie\W) (7.14) 


et?9,) 分 别 为 x,y,z 轴 的 单位 矢量 , 于 是 
f= (1D) fe , fA=(-D) .er N= .en). (7.15) 
入 





球 谐 撩 量 的 球 分 量 可 用 37 符号 和 球 谐 函数 表示 成 如 下 表示 式 ; 


fj+1l 1 7 
| J 二 rm 十 入 十 1 YE) ce J Y, 
( ) ( re) 二 Vi a j+1,m+t 入 


ro 、 
十 Vij 十 1 ( | YT on Xs 


m+ 入 一 入 


) 1 人 
CN | A 
m+ 一 入 —m 
itmt+Atl/y oN 万 wea a 7 
(一 1; (Y 记 从 = V7+1 (; a YjtlmtA 
| 
十 jlmtA- 
寺 一 人 了 0 





这 些 公式 是 用 下 述 方法 推导 出 来 的 : 三 个 球 谐 矢量 的 每 一 个 都 有 立 im = 
QYjm 的 形式 , 其 中 a 为 (7.3) 式 中 三 个 矢量 中 的 一 个 . 因此 


Ym Sm laljm) Ym, 


lm 
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这 样 一 来 , 问题 就 归结 为 求 矢量 e 对 于 轨道 角 动 量 本 征 函 数 的 矩阵 元 , 按 第 三 
卷 (107.6) 式 , 我 们 有 


(mloaljim) = i(—1) ( 了 (aly), 


其 中 jax 为 1 和 ;中 的 较 大 者 . 因此 , 只 要 知道 非 零 的 约 化 矩阵 元 (lall7) 就 
足够 了 . 对 它们 有 如 下 公式 : 


{1 — nd) = alli = 1)* =iV, 

(Yall — 1) = i — 1)V,, 

人 一 站 valD = 0 + 1 
) = 


(ln x Val Ul+ 1)27+ 1). 
88 光子 的 极 化 


对 于 光子 , 极 化 矢量 e 起 着 “ 自 旋 部 分 ” 波 函 数 的 作用 (86 中 给 出 了 其 限 
制 条 件 , 它 和 光子 的 自 旋 概念 相关 联 ). 

在 光子 极 化 中 出 现 的 各 种 情形 和 经 典 电磁 波 极 化 的 可 能 类 型 相同 (参见 
第 二 卷 848)， 

任何 极 化 e 都 可 以 表示 为 用 某 个 确定 方式 选取 的 两 个 互相 正 交 的 极 化 
el 了 和 el3(etD .el3) = 0) 的 全 加 . 在 分 解 式 


(7.17) 








e = eiel) 十 eze(3) (8.1) 


中 , 系数 ei 与 es 的 模 的 平方 分 别 为 光子 具有 极 化 e( 与 el% 的 概率 . 

可 以 选 两 个 互相 垂直 的 线 极 化 作为 et 或 e(2), 也 可 以 把 任 一 极 化 分 解 
成 两 个 旋转 方向 相反 的 圆 极 化 . 石 旋 贺 极 化 和 左旋 圆 极 化 的 矢量 分 别 用 et? 
和 el- 表示 . 在 坐标 系 &mc 中 , 若 5《 轴 沿 光子 方向 n= kf/w, 则 





eltl) 一 -万 +ieo)， eCD = 万 ie™). (8.2) 





换 句 话说 , 光子 可 以 有 两 种 不 同 的 极 化 (在 给 定 动 量 下 ), 这 意味 着 动量 的 
每 一 个 本 征 值 都 是 二 重 简 并 的 . 这 个 性 质 和 光子 的 零 质量 有 着 紧密 的 联系 . 

对 一 个 自由 运动 的 质量 非 零 的 粒子 , 总 存在 一 个 静止 参考 系 . 显然 , 正 是 
在 这 个 特殊 的 参考 系 中 , 粒子 本 身 固有 的 对 称 性 质 才 能 显现 出 来 . 在 这 种 情 
况 下 , 必须 考虑 对 于 绕 中 心 所 有 可 能 的 转动 ( 即 对 于 完全 球 对 称 群 ) 的 对 称 性 . 
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表征 粒子 对 这 个 群 的 对 称 性 的 特征 量 就 是 其 自 旋 s; 自 旋 决定 简 并 度 ( 即 可 变 
换 为 相互 的 线性 组 合 的 不 同 波 函 数 的 数目 2s + 1). 特别 是 , 具有 矢量 (三 个 分 
量 ) 波 函 数 的 粒子 所 对 应 的 自 旋 为 1. 

但 是 , 对 于 零 质量 的 粒子 , 就 不 存在 静止 参考 系 一 它 在 任何 参考 系 中 
都 以 光速 运动 . 对 于 这 样 的 粒子 , 总 有 一 个 空间 的 特定 方向 动量 矢量 大 
的 方向 (6 轴 ). 很 明显 , 在 这 种 情形 下 , 对 整个 三 维 转动 群 的 对 称 不 再 存在 , 而 
只 剩 下 相对 这 个 特定 方向 的 轴 对 称 . 

在 轴 对 称 情形 下 , 守恒 量 只 有 粒子 的 螺旋 性 一 角 动 量 在 C 轴 上 的 投影 ; 
记 作 9. 如 果 还 要 求 对 通过 轴 的 平面 有 反射 对 称 , 则 符号 不 同 的 入 值 所 对 
应 的 状态 将 是 互相 简 并 的 ; 因而 当 和 和 关 0 时 将 有 二 重 简 并 @. 事实 上 , 有 确定 
动量 的 光子 态 对 应 着 这 类 二 重 简 并 态 中 的 一 种 类 型 的 态 , 它 用 “ 自 旋 ” 波 函 数 
(平面 tn 中 的 矢量 e) 来 描述 ; 对 绕 ¢ 轴 的 任何 转动 和 通过 此 轴 的 平面 的 反射 
的 操作 , 这 个 矢量 的 两 个 分 量变 换 为 它们 的 相互 组 合 . 

光子 极 化 的 各 种 情形 和 其 螺旋 性 的 可 能 值 有 确定 的 对 应 关系 . 这 种 对 应 
关系 可 按 第 三 卷 的 公式 (57.9) 来 确立 , 该 公式 将 一 个 矢量 波 函 数 的 分 量 和 与 
其 等 价 的 二 秩 旋 量 联系 起 来 @. 投影 入 = +1 或 入 = -1 对 应 的 矢量 e 可 能 非 
零 分 量 只 有 ee 一 ien 或 ee + ie 即 分 别 对 应 e = ettD 或 e = el- 换 句 话说 ， 
入 一 二 1 与 入 = -1 分 别 对 应 着 光子 的 右 旋 圆 极 化 与 左旋 圆 极 化 (在 816 中 我 
们 将 根据 对 自 旋 分 量 算 符 的 本 征 函 数 的 直接 计算 得 到 这 个 结果 )， 

由 此 可 见 , 光子 的 角 动 量 在 其 运动 方向 上 的 分 量 只 有 两 个 可 能 值 ( 士 1)， 
而 零 值 是 不 可 能 的 . 

光子 具有 一 定 动量 与 极 化 的 态 是 一 种 纯 态 (在 第 三 卷 814 中 所 阅 明 的 意 
义 上 ); 纯 态 可 用 波 函 数 捕 述 , 对 应 于 粒子 (光子 ) 状态 的 量子 力学 的 完全 描述 . 
也 可 能 存在 光子 的 “混合 ” 态 , 它 对 应 于 不 能 用 波 函 数 而 只 能 用 一 个 密度 矩阵 
的 不 完全 描述 . 

我 们 来 研究 光子 的 这 样 一 种 状态 : 它 在 极 化 方面 是 混合 态 , 但 是 却 有 确 
定 的 动量 值 k. 这 种 状态 被 称 为 部 分 极 化 态 , 在 这 种 状态 中 存在 “坐标 ” 波 函 

光子 的 极 化 密度 矩阵 是 一 个 二 秩 张 量 pae, 它 在 一 个 乖 直 于 矢量 n 的 平 
面 内 (平面 &m; 其 指标 a,6 只 能 取 两 个 值 ). 这 个 张 量 是 厄 米 的 : 
























































Pap 三 pha (8.3) 


这 和 上 节 中 角 动 量 在 空间 中 一 个 指定 方向 (z) 上 的 分 量 m 是 不 同 的 . 

@ 顺便 指出 , 这 就 是 对 双 原 子 分 子 的 电子 谱 项 进行 分 类 的 方法 (第 三 卷 878). 

@ 记 住 : 波 函 数 的 分 量 作 为 粒子 角 动 量 投影 不 同 值 的 概率 振幅 (这 里 所 说 的 ), 对 
应 的 是 逆 变 旋 量 分 量 . 
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归 一 化 条 件 为 
paa = p11 二 p22 三 1. (8.4) 


由 (8.3) 式 可 知 , 对 角 分 量 p11 和 pa 为 实 的 , 并 且 其 中 一 个 可 由 (8.4) 式 给 出 
另 一 个 . 分 量 p12 为 复 的 , 并 且 p21 = pi2. 因此 , 密度 矩阵 由 三 个 实 参 数 决 定 , 

如 果 极 化 密度 年 阵 已 知 , 我 们 就 能 求 出 光子 具有 任何 确定 极 化 e 的 概率 . 
这 个 概率 由 张 量 pw 在 矢量 e 方向 上 的 “投影 ”给 出 : 











Pageaep， (8.5) 


例如 , 分 量 p13 与 p22 就 是 沿 & 轴 与 轴 的 线 极 化 概率 . 在 矢量 (8.2) 上 的 投影 
则 给 出 两 个 圆 极 化 的 概率 : 





5 二 (8.6) 
张 量 pas 的 性 质 不 论 在 形式 上 还 是 在 实质 上 都 和 经 典 理论 中 描述 部 分 极 
化 的 张 量 je 相同 (参见 第 二 卷 850). 下 面 列 出 其 中 的 几 条 性 质 . 
对 具有 确定 极 化 e 的 纯 态 , 张 量 pap 可 化 为 矢量 e 的 分 量 的 乘积 : 





pap = eaehp， (8.7) 
并 且 行 列 式 |oap| = 0. 在 非 极 化 光子 的 相反 情形 , 所 有 极 化 方向 都 有 相等 的 概 
率 , 即 
pap 一 6a8/2, (8.8) 
并 且 |pag| 二 1 /4. 
在 一 般 情形 下 , 用 三 个 斯 托 克 斯 实 参数 5 ,62,&39 来 描写 部 分 极 化 是 比 
较 方便 的 , 利用 它们 , 密度 矩阵 可 写成 如 下 形式 


po ) 让 




















t+ito 1—és 
三 个 参数 都 在 -1 与 +1 之 间 取 值 . 在 非 极 化 状态 中 , &1 = 所 二 名 = 0; 对 一 个 
完全 极 化 光子 , 则 有 弛 十 经 + 好 =1. 
参数 & 描写 沿 & 轴 或 9 轴 的 线 极 化 ; 光子 沿 这 两 个 轴 上 线 极 化 的 概率 分 
别 为 了 0+68) 与 3(1 一 9) 因 此, &3 = +1 与 -1 对 应 于 这 两 个 方向 上 的 完全 
极 化 . 
参数 & 描写 沿 和 & 轴 夹 角 为 p 一 + 的 方向 上 的 线 极 化 . 光子 在 这 两 


外 不 要 把 参数 符号 与 坐标 轴 *< 的 符号 混 淇 . 
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个 方向 上 线 极 化 的 概率 分 别 等 于 了 (1 十 与) 与 (1 一 各) 只 要 将 张 量 pup 投影 
到 e = (1, 土 1)/V2 方向 上 , 就 很 容易 证 明 这 一 点 . 

最 后 , 参数 6 表示 图 极 化 度 : 按照 (8.6) 式 , 光子 具有 右 施 与 左旋 圆 极 化 
的 概率 分 别 为 2(1 十 名 ) 与 了 (1 - 名 ). 由 于 这 丙种 极 化 对 应 螺旋 性 一 十:, 因 
此 很 明显 , 在 一 般 情形 下 , 6 为 光子 螺旋 性 的 平均 值 .我 们 还 注意 到 , 在 极 化 为 
e 的 纯 态 的 情形 , 








& =iexe”.n. (8.10) 

值得 注意 (参见 第 二 卷 850): 量 乌 与 V 妈 十 经 在 洛 伦 兹 变换 下 是 不 变 的 . 

后 面 我 们 还 将 遇 到 斯 托 克 斯 参数 在 时 间 反 演 下 的 行为 问题 . 容易 看 出 , 它 

们 在 这 种 变换 下 是 不 变 的 . 这 个 性 质 和 其 极 化 状态 显然 是 无 关 的 , 因此 , 只 需 

要 对 纯 态 证 明 即 可 . 在 量子 力学 中 , 时 间 反 演 对 应 于 将 波 函 数 换 成 其 复 共 思 
(第 三 卷 818). 对 于 平面 极 化 波 , 这 意味 着 要 作 如 下 变换 中 


k——k, e— —e'. (8.11) 
在 此 变换 下 , 密度 和 撼 阵 的 对 称 部 分 (3) (eses + eper) 保持 不 变 , 并 因此 参数 


纪 与 &3 也 不 改变 .参数 & 在 同一 变换 中 的 不 变性 可 以 由 (8.10) 式 看 出 , 也 可 
以 从 &2 为 螺旋 性 的 平均 值 明显 看 出 : 实际 上 , 螺旋 性 就 是 角 动 量 j 在 方向 
上 的 分 量 , 即 乘 积 7 .n, 而 这 两 个 矢量 在 时 间 反 演 下 都 要 改变 符号 . 

在 后 面 的 计算 中 , 我 们 需要 写成 四 维 形 式 的 光子 密度 第 阵 , 即 其 个 四 维 张 
量 pyw. 对 于 用 四 维 矢 量 en 描述 的 极 化 光子 , 这 个 张 量 自然 地 定义 为 


po = Epey. (8.12) 

在 三 维 横向 规范 中 , e = (0,e), 如 果 有 一 个 空间 坐标 轴 取 为 沿 m 的 方向 , 这 个 
四 维 张 量 的 非 零 分 量 就 和 (8.7) 式 相 同 . | 
对 于 非 极 化 光子 , 三 维 横向 规范 对 应 于 一 个 张 量 pj, 其 分 量 为 : 





Pik = (6 —nang), poi= pio=po0=0 (8.13) 

(如 果 一 个 轴 在 n 方 向上, 就 又 回 到 了 (8.8) 式 ). 但 是 , 直接 利用 这 种 三 维 形式 
的 张 量 并 不 方便 . 不 过 , 我 们 可 以 利用 密度 和 矩阵 的 如 下 规范 变换 

Puv 一 Opr 江 Xukyv 寺 Xvky, (8.14) 


Qe 的 符号 的 改变 是 由 于 时 间 反 演 改 变 了 电磁 场 和 撩 势 的 符号 ,而 标 势 不 改变 符号 . 
所 以 , 时间 反 演 对 四 维 矢 量 @ 的 效果 就 是 如 下 变换 


(e0,€) 一 (eo, —e”). (8.11a) 
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其 中 xx 为 任意 函数 . 假设 





XO 二 —1/(4w), 三 ki/ (4w?), 
就 得 到 简单 的 四 维 表示 式 
Pur 一 —gnv/2 (8.15) 
以 替代 (8.13) 式 . 
部 分 极 化 光子 的 密度 矩阵 的 四 维 形式 容易 得 出 , 首先 将 二 维 张 量 (8.9) 改 
pis = (1/2)(et! ep + er eh ) + (1/2)(e ek + ef ed) 
—(ié2/2)(e ef — ef eg’) + (€3/2)(e1 ep 一 ee 
其 中 e 与 eg 为 沿 & 轴 与 7 轴 的 单位 矢量 . 然后 , 用 互相 正 交 并 和 光子 的 


四 维 动量 正 交 的 类 空 的 实 四 维 单位 矢量 em 与 et% 代 换 这 些 三 维 矢量 , 就 
可 得 到 记 要 求 的 推广 : 





el(D2 一 e(202 = -1， et)e2) 一 0，eOK = ek=0. (8.16) 
在 三 维 横向 规范 中 , et = (0, ee 中), et) 一 (0,e3). 因此 光子 的 四 维 密度 矩阵 为 


piw = (1/2)(etW el 十 el2 eb)) 十 (&1/2) (el el 十 e(2el)) 


S/o ee (ee ee BL) 


四 维 矢量 a 由,e 的 任何 特定 选取 是 否 方便 , 依赖 于 所 研究 问题 的 具体 条 件 

必须 指出 , 条件 (8.16) 并 不 能 唯一 地 确定 et 与 ee) 的 选取 . 如 果 一 个 四 
维 失 量 e 满足 这 些 条 件 , 那么 , 任何 一 个 形 如 6 + Xi 的 四 维 矢量 也 将 满足 
这 些 条 件 , 因为 好 = 0. 出 现 这 种 非 唯一 性 是 因为 密度 矩阵 在 规范 变换 下 也 不 
是 不 变 的 ， 

(8.17) 式 中 的 第 一 项 对 应 非 极 化 态 ， 因 此 按照 (8.15) 式 , 它 可 以 换 成 
-3gw， 这 样 的 代 换 仍 等 价 于 菜 个 规范 变换 . 当 利用 形 如 (8.17) 式 那样 的 四 
维 张 量 (由 两 个 独立 的 四 维 矢量 表示 ) 进行 运算 时 , 下 面 的 形式 手段 是 有 用 的 ， 
将 张 量 (8.17) 写成 如 下 形式 : 


3 
pur C= > pt el et), 
a,b=1 
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并 将 系数 pl%9 写成 一 个 二 阶 和 矩阵 : 
paD pa 
人 
和 任何 二 行 厄 米 矩阵 一 样 , 它 可 以 用 四 个 独立 的 二 阶 和 矩阵 表示 : 即 泡 利和 矩阵 
oz,0y;0z 和 单位 矩阵 1. 结果 为 





只 要 利用 熟知 的 泡 利 矩阵 表示 式 (18.5), 并 和 (8.17) 式 直 接 进 行 比 较 , 就 很 容 
易 得 出 上 述 结果 . 当然 , 将 三 个 量 嫩 ,ca 人 s 组 合成 一 个 “矢量 ”和 纯粹 是 形式 上 
的 , 只 是 为 了 使 于 标记 ， 











习 题 


对 坐标 “ 轴 ” 为 圆 极 化 单位 矢量 (8.2) 的 情形 , 写 出 光子 的 密度 矩阵 . 
解 : 张 量 在 新 坐标 轴 (a;8 = 士 ]) 上 的 分 量 pig 通过 将 张 量 (8.9) 在 单位 
矢量 (8.2) 上 作 投 影 得 到 : 


1 1 +1 —1 
Dii = papest 人 )， De papes J i 


| 工 十 如 | 
2\- 总 -说 1-é / 
89 双 光 子 系统 


用 类 似 于 86 中 的 方法 , 我 们 可 以 计算 较 复杂 情形 双 光 子 系 统 中 可 能 状态 
的 数目 (JI. Jammay, 1948). 

我 们 将 在 其 质心 坐标 系 中 考虑 两 个 光子 ; 它们 的 动量 为 ki = 一 ko = k 吕 . 
双 放 子 系统 的 波 函 数 (在 动量 表象 中 ) 可 以 表示 成 二 秩 三 维 张 量 4ix(m) 的 形 
式 , 它 是 由 两 个 光子 矢量 波 函 数 的 双 线 性 组 合 构成 的 一 个 张 量 . 这 个 张 量 的 每 
一 个 下 标 对 应 一 个 光子 (n 为 k 方 向 上 的 单位 矢量 ). 每 个 光子 的 横向 性 可 由 
张 量 hi 和 矢量 m” 的 正 交 性 表示 : 





Aini=0, Aixni=0. (9.1) 


这 样 的 参考 系 总 是 存在 的 , 除非 两 个 光子 在 同一 方向 上 运动 . 这 种 双 光 子 的 总 
动量 i 十 kz 与 总 能 量 wi +wa 之 间 的 关系 和 单个 光子 相同 , 因此 , 没有 参考 系 能 使 得 
Rk1 十 Ra = 0. 
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光子 的 互相 交换 对 应 于 张 量 4ik 的 下 标 交 换 并 同时 改变 的 符号 . 由 于 
光子 服从 玻 色 统计 , 我 们 有 


Aip(—n) = Ani(n). (9.2) 


张 量 hix 对 其 下 标 一 般 不 是 对 称 的 . 我 们 可 以 将 其 分 解 为 对 称 部 分 (six) 
与 反对 称 部 分 (aik): 4i 二 Sik 十 Qik. 很 明显 ， 这 两 个 部 分 必须 分 别 满足 关系 式 
(9.2) 与 正 交 性 条 件 (9.1). 因此 我 们 有 : 





sik(—n) 一 sig(n), (9.3) 
aig(—n) 三 一 Qi 人 7). (9.4) 








坐标 反 演 并 不 改变 一 秩 张 量 分 量 的 符号 , 但 会 改变 nn 的 符号 . 因此 , 由 (9.3) 式 ， 
波 函 数 sx 在 反 演 下 是 对 称 的 , 即 它 对 应 双 光 子 系统 的 偶 字 称 态 ,而 波 函 数 on 
对 应 奇 宇 称 态 . 

二 秩 反对 称 张 量 等 价 于 (对 偶 于 ) 某 个 轴 人 矢量 w 其 分 量 可 由 张 量 的 分 量 
给 出 : ai = ;euuau 其 中 ea 为 单位 反对 称 张 量 (参见 第 二 卷 86). 张 量 o 与 
矢量 nn 的 正 交 性 意味 着 矢量 a 与 n 是 平行 的 9. 因此 , 可 以 写 出 @ = np(n)， 
其 中 p 为 一 个 标量 . 按照 (9.4) 式 , 必须 有 a(-m) = 一 a(n), 因此 











O( 一 由) = 2 





这 个 等 式 意味 着 标量 只 能 由 偶数 阶 工 (包括 零 阶 ) 球 谐 函数 线性 地 构成 . 

我 们 看 到 , 反对 称 张 量 uik 在 转动 下 的 变换 性 质 等 价 于 一 个 单个 的 标量 
(参见 86 第 2 个 脚注 ). 如 令 后 者 为 零 “ 自 旋 ”, 则 该 状态 的 角 动 量 为 = 工 . 因 
此 , 张 量 ai 对 应 偶数 角 动 量 J 的 光子 系统 的 奇 宇 称 态 . 

现在 我 们 来 考虑 对 称 张 量 si. 由 于 它 在 n 变 导 时 保持 不 变 , 它 对 应 光子 
系统 的 偶 宇 称 态 . 因此 , six 的 所 有 分 量 都 可 以 用 偶数 阶 工 (包括 0) 的 球 谐 函 
数 表示 . 众所周知 , 任何 对 称 的 二 秩 张 量 si 都 可 表示 为 一 个 标量 (si;) 和 一 个 
迹 为 零 (s% = 0) 的 对 称 张 量 si; 之 和 的 形式 . 

标量 si; 对 应 零 “ 自 旋 ”, 因此 它 对 应 具有 偶数 角 动 量 J = 工 的 态 ; 而 张 
量 si, 具有 “ 自 旋 ”2 (参见 第 三 卷 857). 按照 角 动 量 加 法 法 则 , 将 此 “ 自 旋 ”和 
偶数 “轨道 角 动量 ” 工 相 加 , 我 们 得 出 : 当 J 为 J 冯 0 的 偶数 时 , 可 有 三 个 状态 
全 = 了 J 士 1 由 而 当 J 为 ] 关 1 的 奇数 时 , 可 有 两 个 状态 工 = J 了 土 1). 例外 的 
情形 是 J =0 只 有 一 个 状态 (I=2) 以 及 J 了 =1 也 只 有 一 个 状态 (L = 2). 


由 于 aip = eipia1, 正 交 性 条 件 给 出 aikmk = eipiaing = (nx a)i = 0. 
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但 是 , 在 这 些 计算 中 尚未 考虑 张 量 six 和 矢量 n 的 正 交 性 条 件 . 因此 , 还 
必须 从 上 面 所 求 得 的 状态 数 中 减 去 “平行 ”于 矢量 n 的 二 秩 对 称 张 量 所 对 应 
的 状态 数 . 这 样 的 张 量 ( 记 作 唤 ) 可 以 表示 成 











AE 
Si = Nibg + Npbi, 


其 中 心 为 某 确 定 的 矢量 . 按照 (9.3) 式 , 这 个 矢量 必须 使 得 b(n) = 一 b(n). 因 
此 , 给 出 “多 余 ” 状 态 的 张 量 sh 等 价 于 一 个 奇 矢 量 . 这 个 矢量 必须 用 奇数 也 
阶 的 球 谐 函数 表示 . 而 且 这 个 矢量 有 “ 自 旋 ”1, 因此 , 对 任何 J 关 0 的 偶数 角 
动量 , 可 能 有 两 个 状态 (LL = J 土 1), 而 对 任何 奇数 J, 则 只 有 一 个 状态 (L = ); 
一 个 例外 是 了 = 0 情形 , 也 只 有 一 个 状态 (全 = 1). 

将 所 得 到 的 结果 汇总 到 一 起 , 我 们 得 到 下 表 , 它 给 出 双 光 子 系统 (总 动量 
为 零 ) 总 角 动 量 .7 为 不 同 值 时 , 宇 称 为 偶 和 奇 的 可 能 状态 数 : 














侦 宇 称奇 宇 称 
0 1 1 
= (9.5) 
2k 
2k 二 1 1 一 








(k 为 非 零 正 整数 ). 我 们 看 到 , J 为 奇数 时 没有 奇 宇 称 态 , 并 且 7 = 1 是 不 可 能 
出 现 的 吕 ， 

双 光 子 系统 的 波 函 数 A 决定 了 它们 的 极 化 之 间 的 相互 关联 . 两 个 光子 
同时 具有 一 定 极 化 el 和 es 的 概率 正比 于 


Aipelie2k: 





换 句 话说 , 如 果 已 知 一 个 光子 的 极 化 ej, 则 另 一 个 光子 的 极 化 ez 正比 于 
gop cc Asnet,. (9.6) 
当 系 统 为 奇 宁 称 时 , Li 等 于 反对 称 张 量 aik, 这 时 
ea .ef 0 aiperiet, = 0, 


即 这 两 个 光子 的 极 化 是 互相 正 交 的 . 在 线 极 化 的 情形 下 , 这 意味 着 它们 的 极 化 
方向 互相 垂直 ; 而 在 圆 极 化 的 情况 下 , 则 意味 着 它们 的 旋转 方向 相反 . 


@ 这 些 结果 的 另 一 种 推导 方法 可 参见 870 的 习题 1. 





89” 双 光子 系统 . 31. 





J= 0 的 偶 宇 称 态 用 对 称 张 量 描述 , 这 个 张 量 可 简化 为 一 个 标量 
Sik = Const (8i 一 nang). 


因此 , 从 (9.6) 式 得 出 el = e3. 在 线 极 化 的 情形 下 , 这 意味 着 两 个 光子 的 极 化 
方向 互相 平行 ; 而 在 圆 极 化 的 情形 下 , 则 意味 着 它们 的 旋转 方向 仍然 是 相反 
的 . 这 后 一 结果 是 显而易见 的 , 因为 了 = 0 时 两 个 光子 的 角 动 量 在 同一 方向 大 
上 的 投影 之 和 必须 永远 等 于 零 (由 于 它们 在 相反 方向 和 和 k 上 的 投影 , 即 螺 
旋 性 , 是 相等 的 ). 
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在 第 一 章 中 , 已 经 表明 如 何 根 据 场 在 经 典 极限 的 已 知性 质 和 普通 的 量子 
力学 概念 , 建立 自由 电磁 场 的 量子 描述 . 所 得 到 的 将 场 看 成 为 由 光子 组 成 的 系 
统 的 描述 , 包含 了 粒子 的 相对 论 性 量子 理论 中 也 具有 的 许多 特征 . 
磁场 是 一 个 具有 无 限 多 自由 度 的 系统 . 对 此 系统 , 粒子 (光子 ) 数 守恒 
定律 不 再 成 立 , 它 可 以 处 于 具有 任意 粒子 数 的 状态 9. 在 相对 论 性 理论 中 , 由 
任何 粒子 组 成 的 系统 一 般 都 应 该 具有 这 样 的 性 质 . 在 非 相对 论 性 理论 中 , 粒子 
数 守恒 是 和 质量 守恒 定律 相 联系 的 : 粒子 的 总 (静止 ) 质量 不 会 因为 它们 的 相 
互 作 用 而 改变 ; 璧 如 说 , 一 个 电子 系统 的 总 质量 守恒 意味 着 电子 的 数目 也 不 改 
变 . 但 是 , 在 相对 论 力学 中 没有 质量 守恒 定律 ; 只 有 系统 的 总 能 量 (包括 粒子 的 
静止 能 量 ) 守恒 . 因此 , 粒子 数 不 再 守恒 , 所 以 , 每 个 粒子 的 相对 论 性 理论 都 必 
须 是 有 无 限 多 自由 度 的 系统 的 理论 . 也 就 是 说 , 任何 这 样 的 粒子 理论 必定 是 一 
个 场 论 . 

二 次 量子 化 方法 (参见 第 三 卷 864, $65) 是 描述 粒子 数 可 变 系统 的 一 个 令 
人 满意 的 数学 工具 . 在 电磁 场 的 量子 描述 中 , 二 次 量子 化 算 符 是 四 维 势 4. 它 
由 各 个 粒子 (光子 ) 的 (坐标 ) 波 函 数 及 其 产生 、 潭 没 算 符 表示 . 在 粒子 系统 的 
描述 中 , 起 类 似 作用 的 是 量子 化 波 函 数 算 符 . 为 推出 这 个 算 符 , 首先 必须 知道 
单个 自由 粒子 的 波 函 数 形式 以 及 这 个 函数 所 满足 的 方程 . 

必须 强调 指出 , 自由 粒子 的 场 只 是 个 辅助 概念 . 真实 的 粒子 总 处 于 相互 
作用 中 , 理论 的 任务 就 是 研究 这 些 相互 作用 . 但 是 任何 相互 作用 都 等 价 于 碰 

@ 实际 上 , 光子 的 数目 只 可 能 作为 各 种 相互 作用 过 程 的 结果 而 改变 . 







































































. 34 第 二 章 玻 色 子 














撞 , 碰撞 前 与 后 的 系统 可 以 看 成 自由 粒子 的 集合 . 我 们 在 81 中 曾 指出 , 这 是 唯 

一 可 以 测量 的 客体 , 因此 , 我 们 用 自由 粒子 的 场 作为 描述 初 态 与 终 态 的 工具 . 
我 们 先 考 虑 零 自 旋 粒子 的 相对 论 性 描述 . 这 种 情形 数学 上 很 简单 , 可 以 

景 清楚 地 解释 这 种 描述 的 基本 思想 和 典型 特征 . 

自由 粒子 (无 自 旋 ) 的 状态 可 以 通过 指定 其 动量 p 而 完全 确定 . 粒子 的 能 

量 <@ 由 蕊 = 十 m? 给 定 (其 中 民 为 粒子 的 质量 ), 或 写成 四 维 形式 : 














p> = m2. (10.1) 











我 们 知道 , 动量 守恒 定律 与 能 量 守恒 定律 和 空间 与 时 间 的 均匀 性 相 联系 ， 
也 就 是 说 , 和 对 四 维 坐 标 系 的 任何 平移 的 对 称 性 相 联系 . 在 量子 描述 中 , 这 个 
对 称 性 的 要 求 意 味 着 , 在 四 维 坐标 平移 变换 下 , 给 定 四 维 动量 的 粒子 的 波 函 数 
只 能 乘 以 一 个 相 因 子 ( 模 为 1). 满足 这 个 要 求 的 波 函 数 只 能 是 指数 为 对 四 维 
坐标 线性 的 指数 函数 . 因此 , 具有 给 定 四 维 动量 p+ = (e,p) 的 自由 粒子 的 波 浮 
数 必定 是 平面 波 : 














const .eripz， pr=et—p:r (10.2) 


(在 相对 论 性 理论 中 指数 上 的 符号 选取 是 任意 的 , 这 里 的 取 法 和 非 相对 论 情形 
保持 一 致 ). 

对 于 满足 条 件 (10.1) 的 任意 四 维 矢量 p, 波动 方程 应 该 有 函数 (10.2) 作为 
其 特 解 . 方程 必须 是 线性 的 , 因为 根据 亚 加 原理 : 冰 数 (10.2) 的 任意 线性 组 合 
也 描述 粒子 可 能 的 状态 , 因而 也 必定 是 方程 的 解 . 最 后 , 方程 的 阶 应 该 尽 可 能 
低 ; 任何 较 高 的 阶 会 产生 多 余 的 解 . 

自 旋 是 粒子 在 其 静止 参考 系 中 的 角 动 量 . 如 果 粒 子 的 自 旋 为 * 那么 在 静 
止 参考 系 中 , 其 波 函 数 是 2s 秩 三 维 旋 量 , 而 要 描述 任意 参考 系 中 的 粒子 , 其 波 
函数 必须 用 四 维 量 表示 . 

一 个 自 旋 为 零 的 粒子 在 其 静止 参考 系 中 用 三 维 标量 描述 . 但 是 这 样 的 标 
量 可 以 有 不 同 的 四 维 “ 来 源 ”: 可 以 是 四 维 标量 多 也 可 以 是 类 时 四 维 矢 量 如 
的 第 四 分 量 . 而 在 静止 参考 系 中 , 四 维 矢量 , 唯一 的 非 零 分 量 是 po. 

对 一 个 自由 粒子 , 唯一 能 出 现在 波动 方程 中 的 算 符 为 四 维 动量 算 符 多 其 
分 量 为 对 坐标 与 时 间 的 微分 算 符 : 


























Pr =i0" = (i: Li) (10.3) 














我们 用 :表示 一 个 粒子 的 能 量 , 以 区 别 粒 子 系统 的 能 量 及. 
@ 与 此 类 似 , 较 高 秩 四 维 张 量 的 时 间 分 量 也 是 其 “来 源 ”; 但 这 会 导致 较 高 阶 的 
方程 . 
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波动 方程 必须 是 量 与 如 之 间 通 过 算 符 他 相 联系 的 一 个 微分 关系 . 这 
个 关系 当然 必须 由 相对 论 不 变 的 表示 式 给 出 . 这 种 表示 式 为 


mp Dy, Dep = my, (10.4) 


其 中 m 为 粒子 有 量 纲 的 特征 常量 中 
将 (10.4) 式 的 第 一 个 方程 中 的 i 代入 第 二 个 方程 , 我 们 得 到 


PF-m)w=0 (10.5) 


(O. Klein, B. A. ox, 1926; W. Gordon, 1927), 这 个 方程 的 明显 形式 为 








—0,0"y 三 (- 识 十 A) = my. (10.6) 


将 平面 波 (10.2) 作为 世代 入, 给 出 到 三 mm 由 此 看 出 , m 为 粒子 的 质量 . 我 们 
看 到 , 方程 (10.5) 的 形式 在 任何 情形 下 都 是 显而易见 的 , 因为 六 是 由 斑 组 成 
的 唯一 可 能 的 标量 算 符 (由 于 同样 原因 , 对 具有 任意 自 旋 的 粒子 , 其 波 函 数 的 
每 一 个 分 量 都 满足 类 似 的 方程 , 我 们 在 后 面 将 多 次 看 到 这 点 ). 

因此 , 零 自 旋 粒 子 实 质 上 可 用 一 个 满足 二 阶 方程 (10.5) 的 单一 (四 维 ) 标 
量 光 描述 . 在 一 阶 方程 (10.4) 中 , 波 函 数 用 量 光 与 w 的 组 合 表 示 , 四 维 矢量 
Wi 为 标量 外 的 四 维 梯度 . 在 静止 参考 系 中 , 粒子 的 波 函 数 和 (空间 ) 坐标 无 关 ， 
因而 四 维 矢量 加 的 空间 分 量 为 零 (应 该 如 此 ). 

为 继续 进行 二 次 量子 化 步骤 , 将 粒子 的 能 量 和 动量 表示 成 (ww 和 wr 的 ) 某 
个 双 线 性 组 合 的 空间 积分 , 此 双 线 性 组 合 代表 这 些 量 的 空间 密度 . 换 名 话说 ， 
必须 求 出 方程 (10.5) 所 对 应 的 能 量 动量 张 量 Tu 借助 这 个 张 量 , 能 量 和 动量 
守恒 定律 可 以 表示 成 方程 















































DT = 0. (10.7) 
按照 场 论 的 一 般 步 又 (参见 第 二 卷 832), 我 们 先 写 出 能 导出 方程 (10.5) 的 


变 分 原理 . 变 分 原理 要 求 , 对 某 个 实 四 维 标量 二 场 的 拉 格 天 日 函数 密度 @@ 的 作 
用 量 积 分 


9 一 | 二 d47 (10.8) 
应 取 最 小 值 . 用 标量 小 (和 算 符 9%) 可 以 组 成 实 双 线 性 标量 表示 
L= 0 .0 一 mW， (10.9) 





@ (10.4) 式 中 引入 的 常数 m 应 使 yw, 和 w 有 相同 量 岗 . 在 这 两 个 方程 中 引入 不 同 
的 常数 ma 和 mz 是 没有 意义 的 , 因为 通过 重新 定义 和, 总 可 以 使 它们 相同 . 

@ 相应 的 二 次 量子 化 算 符 工 叫做 场 的 拉 格 朗 日 量 . 为 简化 术语 , 不 管 是 对 量子 化 
的 还 是 对 非 量 子 化 的 拉 格 朗 日 函数 密度 ,我 们 都 将 用 拉 格 朗 日 量 这 个 术语 . 
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其 中 m 为 一 个 有 量 纲 的 常数 . 将 少 和 wr’ 看 成 描写 场 的 独立 变量 ( 场 的 “广义 
坐标 ”gq), 我 们 容易 看 出 拉 格 衣 日 方程 


0 8L oL 


(其 中 qj = 9) 实际 上 和 对 多 和 wr” 的 方程 (10.5) 相同 , 并 且 m 为 粒子 的 质 
量 . 我 们 还 看 到 , 表示 式 (10.9) 中 的 符号 取 法 应 使 对 时 间 微 商 的 平方 |9w/8t 
在 工 中 以 正 号 出 现 ; 否则 , 作用 量 不 可 能 取 最 小 值 (参见 第 二 卷 827). 工 中 数 
值 因 子 的 选择 是 任意 的 ( 仅 影 响 4 的 归 一 化 因子 )， 

能 量 动量 张 量 则 可 根据 以 下 公式 计算 


BF 
TY = 2 —L6’ (10.11) 

求 和 对 所 有 的 g 进行 . 将 (10.9) 式 代 入 给 出 
Ty 二 下 Oy 竺 DO Op A Law (10.12) 


这 些 量 都 是 实 的 (应 该 如 此 ), 因为 工 是 实 的 . 特别 是 ， 
Owp* Oy Ow* Oy 




















ee A ee eA 六 。 2 /六 
Too 一 2 Er L Br Bt + VY VWw 十 mm » vp (10.13) 
Oo Wow 
和 Wo 
场 的 四 维 动量 由 积分 
Re Todsz (10.15) 


给 出 , 也 就 是 说 , Too 与 mu; 起 着 能 景 密度 与 动量 密度 的 作用 . 我 们 看 到 , 基 Too 
必定 是 正 的 . 

公式 (10.13) 可 用 于 波 函 数 的 归 一 化 . 归 一 为 “在 体积 V =1 中 有 一 个 粒 
子 ” 的 平面 波 是 ; 

各 = - 记 。 (10.16) 

实际 上 , 对 此 函数 Too = s, 因此 V = 1 的 体积 中 的 总 能 量 等 于 一 个 粒子 的 
能 量 . 

角 动 量 , 其 守恒 由 于 空间 的 各 向 同性, 也 可 表示 成 空间 积分 的 形式 , 但 是 
我 们 并 不 需要 这 种 形式 . 

除了 和 空 - 时 对 称 性 直接 相 联 系 的 守恒 定律 外 , 方程 (10.4) 还 容许 存在 
另 一 个 守恒 定律 . 容易 看 出 , 由 这 些 方程 以 及 对 wr* 的 同样 方程 可 推出 方程 











Oj* =0, (10.17) 


i 
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其 中 
训 =m 十 吕 区 ) == 让 一 (0p) 员 . (10.18) 
因此 , j* 起 着 四 维 流 密 度 和 撩 量 的 作用 , 并 且 (10.17) 式 就 是 连续 性 方程 , 它 表示 


时 


0 = Jods3z (10.19) 
的 守恒 定律 , 其 中 





,0/0 OW 
Jo 三 7 了 -il 3 y) (10.20) 


必须 指出 , jo 并 不 一 定 是 正定 的 . 这 表明 , jo 一 般 不 能 解释 成 粒子 空间 位 
置 的 概率 密度 . 方程 (10.17) 所 表示 的 守恒 定律 的 意义 将 在 下 一 节 阅 述 . 
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按照 二 次 量子 化 方法 的 一 般 步 又 , 我 们 必须 把 任意 波 函 数 按 一 个 自由 粒 
子 可 能 状态 完备 集合 的 本 征 函 数 展开 , 例如 , 按 平 面 波 w 展开 : 


p= apbp VW = > op. 
了 Pp 









































然后 将 系数 ap, ax 理解 为 粒子 在 相应 状态 的 脖 没 算 符 部 与 产生 算 符 站 @， 

但 是 , 这 里 立即 磁 到 和 非 相 对 论 性 理论 相 比较 一 个 原理 上 的 不 同 之 处 . 在 
作为 方程 (10.5) 的 解 的 平面 波 中 , 能 量 。 (对 给 定 的 动量 p) 只 需要 满足 条 件 
@2 =p? 十 m?, 即 它 可 能 有 两 个 值 :上 VBP? 二 m2. 只 有 正 的 = 值 才 有 作为 自由 料 
子 的 能 量 的 物理 意义 , 但 是 , 负 值 不 能 简单 地 略 去 ; 因为 波动 方程 的 通 解 只 有 
通过 将 其 全 部 独立 的 特 解 又 加 才能 得 到 . 这 表明 , 在 二 次 量子 化 方法 中 , 对 
和 wr* 的 展开 系数 必须 作 某 种 不 同 的 解释 . 





我 们 把 这 个 展开 写成 
1 ; 1 
a (十 ) Ai( Pr 一 Et (一 ) ,i(p-r+et) 1. 
Vy 2 e 2 e ; (11.1) 





其 中 第 一 个 求 和 包含 按照 (10.16) 式 归 一 化 的 正 “ 频 率 ” 平面波, 而 第 二 个 求 
和 则 包含 负 “ 频 率 ” 平面 波 , s 总 表示 正 量 +V22 +m2. 在 二 次 量子 化 时 , 第 
一 个 求 和 中 的 系数 a 通常 换 成 粒子 的 淹没 算 符 总 . 在 第 二 个 求 和 中 , 我 们 

@ 这 里 我 们 用 四 维 动量 p 作为 多 函数 的 下 标 , 因为 后 面 我 们 要 将 “ 负 频 率 ” 的 函 
数 记 作 wp. 算 符 & 与 4+ 则 用 三 维 动量 p 作 为 下 标 , 因为 它 能 够 完全 决定 实际 粒子 的 
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强调 指出 , 在 随后 导出 矩阵 元 时 将 会 看 到 , 各 项 与 时 间 的 依赖 关系 将 对 应 的 是 
粒子 的 产生 , 而 不 是 粒子 的 淹没 : 因子 ext = (e-ist)* 对 应 终 态 中 一 个 额外 的 
能 量 为 = 的 粒子 (和 $2 末 相 比较 ). 相应 地 , 系数 of) 换 成 某 种 其 它 粒 子 的 产 
生 算 符 区 。 如 果 将 (11.1) 中 第 二 个 求 和 的 求 和 变量 p 换 成 -p, 以 便 使 指数 
因子 具有 eripr- 的 的 形式 , 就 得 到 如 下 形式 的 少 算 符 : 


和 ~ 1 3 pe 
一 一 一 (2pe 52 + bt oP”®), 
全 2 ye p p ) 
(11.2) 
$+ = >》, (de + bpe— i?®). 
; V2e 


于 是 , 所 有 的 算 符 ,by 都 和 “正确 的 ”时 间 依 束 关 系 的 函数 (~ er 如) 相 

乘 , 而 算 符 就 ,站 则 和 它们 的 复 共 示 函 数 相 乘 . 这 就 有 可 能 与 一 般 规则 相 一 
致 , 将 算 符 人 ,Do 解释 为 具有 动量 p 与 能 量 = 的 粒子 的 淹没 算 符 , 而 就 ,站 则 
可 解释 为 这 样 粒子 的 产生 算 符 . 
用 此 方法 , 我 们 得 到 两 类 粒子 的 概念 , 它们 同时 且 平 等 地 出 现 . 这 两 类 粒 
子 分 别称 为 粒子 与 反 粒子 (这 个 名 称 的 售 义 将 在 后 面 阐明 ). 一 类 对 应 二 次 量 
子 化 算 符 甸 ,三 , 另 一 类 对 应 加 ,站 . 既然 两 类 粒子 的 算 符 出 现在 同一 个 少 算 
符 中 , 它们 就 有 具有 相同 的 质量 . 

我 们 还 可 以 从 相对 论 不 变性 的 观点 来 考察 出 现 这 些 结果 的 原因 . 

从 数学 上 讲 , 洛 伦 兹 变换 为 四 维 坐 标 系 的 转动 , 它 可 以 改变 时 间 轴 的 方向 ; 
它们 和 不 改变 时 间 轴 的 纯 空间 转动 一 起 , 组 成 一 个 变换 群 , 称 为 洛 伦 兹 群 , 所 
有 洛 伦 兹 变换 都 要 保持 t 轴 存 相应 的 光 锥 之 内 , 这 表示 一 个 物理 原理 一 一 存 
在 信号 传播 的 一 个 最 大 可 能 的 速度 . 

在 纯 数 学 的 意义 上 , 同时 改变 所 有 四 个 坐标 的 符号 也 是 一 个 转动 (四 维 
反 演 ), 因为 这 个 变换 的 行列 式 和 任何 转动 变换 一 样 也 等 于 +1. 在 此 变换 中 ， 
时 间 轴 从 一 个 光 锥 转 到 另 一 个 光 锥 . 尽管 这 样 的 变换 (作为 参考 系 的 变换 ) 在 
物理 上 是 不 可 能 的 , 但 是 数学 上 了 唯一 的 差别 是 : 由 于 度 规 是 性 欧 儿 里 得 的 , 如 
果 不 容许 坐标 的 复 变换 , 这 样 的 转动 就 不 可 能 实现 . 

当然 , 有 理由 假设 这 种 差别 对 于 四 维 不 变性 并 不 重要 .于 是 在 洛 伦 兹 变换 
下 不 变 的 任何 表示 式 在 四 维 反 演 下 也 必须 是 不 变 的 . 对 于 标量 纱 算 符 , 这 一 要 
求 的 准确 表述 将 在 813 给 出 , 但 在 这 里 我 们 可 以 指出 的 是 , 由 于 在 代 换 t 一 > --t 
下 指数 上 e 的 符号 将 改变 , 这 个 条 件 必定 对 指数 上 s 有 两 种 不 同 符 号 的 项 的 
少 算 符 同 时 成 立 . 

所 有 三 维 (空间 ) 转动 的 集合 本 身 构 成 一 个 群 , 它 是 洛 伦 兹 群 的 一 个 子 群 . 洛 伦 
兹 变换 的 集合 本 身 并 不 是 一 个 群 ,这 是 因为 , 连续 进行 洛 伦 兹 变换 的 结果 , 可 以 是 一 个 
纯粹 的 空间 转动 . 










































































§11 粒子 和 反 粒 子 .39. 








现在 我 们 回 到 表示 式 (11.2), 并 由 它 推 导出 算 符 各 ,外 (与 如 ,站 ) 之 间 的 
对 易 关系 . 对 于 光子 (对 于 算 符 各, 埃 ), 其 对 易 关系 是 根据 和 谐振 子 的 相似 性 
来 得 出 的 , 实质 上 也 就 是 根据 电磁 场 在 经 典 极限 情形 下 的 性 质 得 出 的 . 但 这 里 
没有 这 样 的 类 比 . 在 推出 ( 玻 色 或 费 米 ) 算 符 的 对 易 关 系 中 , 我 们 唯一 能 够 依 
据 的 只 有 由 这 些 算 符 构成 的 哈密 顿 算 符 的 形式 . 

这 个 哈密 顿 可 通过 用 人 与 + 取代 积分 人 Tuodaz 中 少 与 妨 来 得 到 ( 见 
第 三 卷 864@. 于 是 我 们 求 出 





= s(t + bo). (11.3) 
p 


容易 看 出 , 要 使 这 个 哈密 顿 算 符 的 本 征 值 得 到 合理 的 结果 , 只 有 当 算 符 满 
足 玻 色 对 易 关系 才 有 可 能 : 








{pH} = 人, 站 }- (11.4) 





(所 有 其 余 对 算 符 都 互相 对 易 , 包括 每 个 粒子 算 符 各 ,让 以 及 每 个 反 粒子 算 符 
各, 盐 ). 在 此 情形 下 ， 


HF = (dip + bp +1). 
p 


乘积 态 命 与 站 加 的 本 征 值 分 别 等 于 正 整 数 Np 与 Np (粒子 数 与 反 粒 子 数 ). 
无 限 大 的 相 加 常数 = (“真空 的 能 量 ”) 仍 可 略 去 : 





E= 》 ce(Np+ N,) (11.5) 
p 
(和 (3.1) 式 及 其 注解 比较 ). 这 个 表示 式 是 恒 正 的 , 对 应 存在 两 类 实际 粒子 的 
概念 . 类 似 地 , 我 们 得 到 粒子 系统 的 总 动量 


P= p(Np+ Np). (11.6) 


如 果 不 采用 (11.4) 式 , 而 采用 费 米 对 易 关 系 ( 即 用 反对 易 子 代替 对 易 子 )， 
我 们 将 得 到 





=> edtdp ~ btbp + 1), 
Dp 
在 非 相 对 论 性 理论 中 , 习惯 上 将 共 轿 算 符 + 写 在 名 的 左边 . 在 这 里 顺序 并 不 
重要 , 因为 交换 + 与 攻 只 会 引起 等 效 算 符 亿 与 饭 的 交换 . 然而 , 一 旦 选 定 某 种 特定 
顺序 , 就 必须 始终 采用 同样 顺序 . 
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这 时 , 蔡 代 (11.5) 式 的 就 变 为 物理 上 没有 意义 的 表示 式 汗 e(Np 一 轩 p), 这 个 表 
示 式 不 是 正定 的 , 因此 不 可 能 表示 自由 粒子 系统 的 能 量 . 

由 此 可 见 , 自 旋 为 零 的 粒子 一 定 是 玻 色 子 

下 面 我 们 来 考虑 积分 8 (10.19) 式 . 用 算 符 消 与 好 代替 训 中 的 函数 业 
与 名, 并 进行 积分 , 我 们 得 到 


人 =》 (ap -bpbt) = >》 (交加 一 好 如 一 1 (11.7) 
Pp p 








这 个 算 符 的 本 征 值 ( 略 去 无 关 紧 要 的 相 加 常数 2 1) 为 
Q = DNs Np), (11.8) 
p 


并 因此 等 于 粒子 总 数 和 反 粒 子 总 数 之 差 

只 要 我 们 考虑 的 是 自由 粒子 且 不 考虑 它们 之 间 的 任何 作用 , 量 Q 的 守恒 
定律 当然 在 很 大 程度 上 是 可 信 的 (就 像 总 能 量 (11.5) 和 总 动量 (11.6) 守恒 定 
律 一 样 ): 实际 上 守恒 的 不 仅 是 总 和 @, 而 且 数 Ns 和 万。 也 分 别 都 守恒 . 相互 
作用 的 性 质 决定 量 Q 是 否 仍然 守恒 . 如 果 Q 守恒 ( 即 算 符 @ 和 相互 作用 的 哈 
密 顿 算 符 对 易 ) 则 表示 (11.8) 式 给 出 了 这 个 守恒 定律 对 粒子 数 的 可 能 改变 所 
加 的 限制 : 只 可 能 是 “粒子 - 反 粒子 ” 成 对 地 产生 或 汉 没 

如 果 粒 子 是 带电 的 , 则 其 反 粒 子 必定 带 符号 相反 的 电荷 :假如 粒子 和 反 粒 
子 的 电荷 相同 , 它们 成 对 地 产生 或 双 没 就 和 一 条 严格 的 自然 规律 “总 电荷 
守恒 矛盾 了 . 以 后 (832) 我 们 将 看 到 , 理论 如 何 自动 地 得 出 这 种 电荷 的 相反 性 
( 当 粒 子 和 电磁 场 相互 作 用 时 ) 

量 Q 有 时 称 为 该 粒子 场 的 电荷 . 特别 是 , 对 带电 粒子 来 说 , 9 给 出 系统 的 
总 电荷 (以 基本 电荷 6 为 单位 ) 但 是 我 们 要 强调 指出 , 粒子 与 反 粒子 也 可 以 是 
电 中 性 的 . | 

于 是 , 我 们 看 到 , 能 量 和 动量 的 相对 论 性 关系 的 性 质 (方程 2 = p? 十 m2 
的 根 的 双 值 性 ) 和 相对 论 不 变性 的 要 求 一 起 , 在 量子 理论 中 导致 一 个 粒子 分 类 
的 新 原理 : 可 能 存在 各 种 不 同 的 粒子 对 (粒子 与 反 粒 子 ), 它们 按 上 面 所 描述 的 
方式 相互 关联 , 这 个 著名 的 预言 是 狄 拉克 1930 年 (对 自 旋 3 粒子 ) 首次 做 出 
的 , 此 后 才 发 现 第 一 个 反 粒子 一 正 电 子 @. 









































Q Weisskopf 与 泡 利 将 反 粒 子 的 概念 推广 应 用 于 玻 色 子 (V. Weisskopf, W. Pauli, 1934). 
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812 真 中 性 粒子 


对 少 函数 (11.1) 进行 二 次 量子 化 时 , 系数 a51) 与 响 ) 被 看 成 不 同 粒子 的 
算 符 . 但 这 并 不 是 必需 的 . 在 特定 情况 下 , 人 中 所 含 的 淹没 算 符 与 产生 算 符 可 
以 属于 同一 种 粒子 , 如 对 于 光子 (和 (2.17) 式 比 较 ). 这 时 , 用 名 与 合 分 别 表 
示 涯 没 算 符 与 产生 算 符 , 少 算 符 可 以 写成 























一 1 . 
一 一 一 (人 em ?7 + terr). 12.1 
yy 2 yp p Pp ) ( ) 


用 这 种 算 符 所 描述 的 场 , 是 仅 由 一 种 粒子 组 成 的 系统 , 即 粒 子 可 以 说 成 是 其 自 
已 的 反 粒 子 . 

算 符 (12.1) 是 厄 米 的 (Wi = 吃 , 在 此 意义 上 这 样 的 场 和 多 与 洛 不 相同 
的 复 场 比较 ,“ 自 由 度 ”减少 了 一 半 ， 

因此 , 用 厄 米 算 符 分 表示 场 的 拉 格 朗 日 算 符 必须 增加 一 个 因子 3 (和 
(10.9) 式 比 较 )@ : 





了 = (1/2)(8.p 0p — mp). (12.2) 
相应 的 能 量 动量 张 量 为 
到， = Op: OY — Lop, (12.3) 
因此 能 量 密度 算 符 为 
2 和 Pe 
2 0 和 ~ 1 0 ~ 
Too = (多 ) 人 (加 + (Vp)? tp | (12.4) 


2 1 二 a 
3 el + ot). (12.5) 


”由 此 , 我 们 再 一 次 看 到 必须 采用 玻 色 量子 化 : 





{ 人 ,全 }- 一 ]， (12.6) 





日 将 电磁 场 的 能 量 密度 算 符 (2.10) ( 场 用 厄 米 算 符 请 与 闪 表 示 ) 和 光子 的 能 量 窗 
度 (3.2) (用 复 波 函 数 表示 ) 比较 , 就 会 发 现 也 有 类 似 的 额外 因子 :; 参见 83 最 后 一 个 
注解 . 
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能 量 本 征 值 为 ( 仍 略 去 相 加 常数 ) 


B= 》 spNp. (12.7) 
p 





而 费 米子 量子 化 将 导致 BB 和 Ne 无 关 的 荡 诬 结果 . 

这 种 场 的 “电荷 ”Q 为 零 ,这 一 点 可 以 从 粒子 变换 成 反 粒 子 时 @ 要 变 号 ， 
而 在 现在 情形 粒子 和 反 粒 子 没有 区 别 的 事实 明显 看 出 . 四维 流 密度 矢量 不 再 
存在 . 实际 上 , 表示 式 








= (0) (12.8) 


对 守恒 的 四 维 矢量 了 当 人 芒 = 人 + 时 为 零 (矢量 W6, 少 本身 并 不 守恒 ). 这 又 意味 
着 没有 特别 的 守恒 定律 限制 粒子 数 的 可 能 改变 . 这 种 粒子 很 明显 必定 是 电 中 
性 的 . 

我 们 称 这 种 类 型 的 粒子 为 真 中 性 粒子 , 它 和 反 粒 子 不 是 其 本 身 的 电 中 性 
粒子 相反 . 后 者 只 能 成 对 地 淹没 (转化 成 光子 ), 而 真 中 性 粒子 则 可 以 单个 地 
潭 没 . 

少 算 符 (12.1) 的 结构 和 电磁 场 算 符 (2.17) 一 (2.20) 类 似 . 在 这 个 意义 上 , 我 
们 可 以 说 , 光子 本 身 就 是 真 中 性 粒子 . 对 电磁 场 , 算 符 是 厄 米 的 , 因为 场 强 是 可 
测量 的 物理 量 (在 经 典 极限 ), 并 因此 是 实 的 . 而 对 粒子 的 多 算 符 , 不 存在 这 样 
的 联系 , 因为 它们 并 不 对 应 任何 直接 可 测量 的 物理 量 . 

不 存在 守恒 的 四 维 流 矢量 , 是 真 中 性 粒子 的 普遍 性 质 , 并 不 要 求 自 旋 为 
零 ; 例如 , 光子 就 是 如 此 . 物理 上 , 这 表示 不 存在 相应 的 对 粒子 数 改 变 的 禁 戒 . 
在 不 存在 守恒 流 和 场 为 实 的 事实 ( 即 算 符 多 为 厄 米 的 ) 之 间 有 直接 的 形式 上 
的 联系 . 

复 场 的 拉 格 朗 日 量 












































P= OP .0 — mpty (12.9) 
对 乡 算 符 乘 以 任意 相 因 子 的 变换 , 即 在 规范 变换 


bo Woe (12.10) 

















下 是 不 变 的 . 特别 是 , 拉 格 期 日 量 在 无 限 小 规范 变换 





人 一 少 Tisa :办 外 一 时 一 is 全 (12.11) 

















下 是 不 变 的 . 
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当 “ 广 义 坐 标 ”a 有 一 无 限 小 变化 时 , 拉 格 并 日 量 的 变化 为 
要 27 aL 
86L 一 > (5 十 区 av] 
aL 8 6L a /57 
2 世 声 东 ) OH (总 


(对 所 有 的 g 求 和 ). 第 一 项 由 “运动 方程 ”( 拉 格 朗 日 方程 ) 为 零 . 如 果 将 “ 坐 
标 ”g 取 为 算 符 少 与 好 ,并且 











SV =ida:.$, V+ = -ida. Yt, 


得 到 





由 此 看 出 , 拉 格 朗 日 不 变 (85 = 0) 的 条 件 等 价 于 四 维 矢量 








本 ~ BT ~0L 

1 12.12 

, ( 90 5 
的 连续 性 方程 (8.7 = 0). 容易 证 实 , 对 拉 格 朗 日 量 (12.9), 由 此 公式 可 得 出 流 





(12.8) 式 . 

这 样 一 来 , 在 理论 的 数学 表述 上 , 守恒 流 的 存在 和 拉 格 明日 量 在 规范 变换 
下 的 不 变性 相 联 系 (W. Pauli, 1941), 而 真 中 性 场 的 拉 格 并 日 量 (12.2) 不 具有 
这 种 对 称 性 . 


313 CO, PT 变换 





和 四 维 反 演 不 同 , 三 维 (空间 ) 反 演 不 能 约 化 为 四 维 坐标 系 的 任何 转动 . 这 
个 变换 的 行列 式 不 是 +1, 而 是 -1. 因而 , 在 反 演 (P 变换 ) 下 粒子 的 对 称 性 已 
不 能 由 相对 论 不 变性 确定 @. 

对 标量 波 函 数 进行 反 演 运 算 为 如 下 变换 








Py(t,r) = +y(t, —7), (13.1) 


其 中 右边 的 “4” 号 与 “” 号 分 别 对 应 真 标量 与 履 标 量 . 


包含 空间 反 演 的 洛 伦 兹 群 叫 扩展 洛 伦 兹 群 (以 便 和 不 包含 P 的 原 群 区 别 ; 在 此 
意义 上 , 原 群 被 称 为 固有 洛 伦 兹 群 ). 扩展 群 包括 了 保持 t+ 轴 在 相应 光 锥 内 的 所 有 变换 . 
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因此 我 们 看 到 , 波 函 数 在 反 演 变换 下 行为 的 两 个 特征 必须 区 分 开 来 . 其 
中 一 个 特征 和 波 函 数 对 坐标 的 依赖 关系 相 联 系 . 在 非 相对 论 性 量子 力学 中 只 
考虑 这 个 特征 ; 并 由 此 引出 描述 粒子 运动 对 称 性 质 的 态 的 宇 称 概念 (我 们 在 这 
里 称 它 为 轨道 字 称 ). 如 果 态 具有 一 定 的 轨道 宇 称 (+1 或 -1), 这 就 意味 着 





V(t, 一 7) = +w(t,7). . 


另 一 个 特征 是 在 坐标 轴 反 演 下 波 函 数 在 给 定点 (为 方便 起 见 , 取 此 点 为 坐 
标 原 点 ) 的 行为 , 由 此 引出 粒子 内 豪 宇 称 的 概念 . 对 于 自 旋 为 零 的 粒子 , (13.1) 
式 中 的 两 种 符号 对 应 内 豪 宇 称 +1 与 -1. 粒子 系统 的 总 字 称 等 于 它们 的 内 襄 
宇 称 和 相对 运动 的 轨道 宇 称 的 乘积 . 

各 种 粒子 的 “内 豪 ” 对 称 性 质 当 然 只 在 这 些 粒 子 的 相互 转换 的 过 程 中 才 
显现 出 来 . 在 非 相 对 论 性 量子 力学 中 , 和 内 豪 宇 称 类 似 的 东 廿 是 一 个 复合 系 
统 (例如 原子 核 ) 的 束缚 态 的 宇 称 . 在 相对 论 性 理论 中 , 复合 粒子 和 基本 粒子 
之 间 没 有 原则 上 的 区 别 , 因此 它们 的 内 豪 宇 称 和 那些 在 非 相对 论 性 理论 中 基 
本 粒子 的 内 豪 宇 称 没 有 什么 不 同 . 在 非 相 对 论 范围 内 , 基本 粒子 被 认为 是 不 可 
改变 的 , 观察 不 到 它们 的 内 豪 对 称 性 , 因而 讨论 内 豪 对 称 性 就 失去 物理 意义 . 

在 二 次 量子 化 中 , 内 豪 宇 称 由 反 演 变换 下 多 算 符 的 行为 表示 . 与 标量 场 
和 诬 标 量 场 对 应 的 变换 规则 为 





P :Br) +p(t, -7). (13.2) 





反 演 对 儿 算 符 作用 的 实际 意义 必须 表述 成 粒子 淹没 算 符 与 产生 算 符 的 一 个 
特定 变换 , 这 样 的 变换 应 该 导致 (13.2) 的 结果 . 容易 看 出 , 这 样 的 变换 为 





Pi +0 p, bp +h» (13.3) 
(对 共 罗 算 符 也 间 样 ). 实际 上 , 在 算 符 


~ 1 et i 。 
东信 7) 一 > 人 于 biewtip'") (13.4) 
p 


中 进行 这 种 变换 , 然后 改写 求 和 变量 (p 一 一 p), 我 们 可 将 它 变 成 十 $(t, 一 7) 的 
形式 . 因此 , 如 果 用 P(t6,7) 标记 按 (13.3) 代 换 过 的 算 符 , 我 们 有 





DP,r) = + —7). (13.5) 


变换 (13.3) 完全 是 合理 的 , 因为 反 演 改 变 极 矢量 p 的 符号 , 使 动量 为 p 的 粒子 
变 成 动量 为 -p 的 粒子 . 
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在 (13.3) 式 中 , 算 符 Do, 与 色 变换 时 , 二 者 要 么 都 取 上 面 的 符号 , 要 么 都 
取 下 面 的 符号 . 在 二 次 量子 化 表述 中 , 这 表示 粒子 与 反 粒 子 ( 自 旋 为 零 ) 有 相 
同 的 内 豪 宇 称 , 这 是 一 个 明显 的 结果 , 因为 它们 用 同样 的 (标量 或 尾 标 量 ) 波 
函数 描述 . 

少 算 符 (13.4) 还 在 另 一 种 非 相对 论 理论 中 没有 类 比 的 变换 下 是 对 称 的 ， 
这 种 变换 就 是 电荷 共 痢 (C 变换 ). 如 果 将 所 有 的 算 符 全 与 所 分 别 交换 : 























~ ~ 


OC: bp bp (13.6) 
( 即 粒 子 和 反 粒 子 互 相交 换 ), 那么 力 变 成 “电荷 共 轿 ” 算 符 如 , 其 中 
PO rT) = + (tr). (13.7) 


这 个 等 式 表 示 理 论 中 粒子 和 反 粒 子 的 概念 是 对 称 的 . 
在 电 蕉 共 轿 变 换 的 定义 中 仍 存在 茶 种 不 重要 的 形式 上 的 任意 性 . 如 果 在 
(13.6) 式 的 定义 中 引入 一 个 任意 的 相 因 子 , 变换 的 意义 并 不 改变 : 








ia 人 全 一 ic 全 
ap ebp, bp 一 e "ap. 


由 此 得 到 
Po, Wt ey, 


两 次 重复 这 个 变换 ,将 回 到 原状 ( 沙 一 协 . 然而 所 有 这 些 定义 都 是 互相 等 价 的 . 
由 于 少 算 符 的 性 质 不 因 乘 以 相 因子 而 改变 (与 上 节 末 比较 ), 所 以 我 们 可 以 将 
仿 改 写成 Wei%/2. 这 样 , 我 们 又 得 到 电荷 共 斩 的 定义 (13.6), (13.7). 

由 于 电荷 共 斩 将 粒子 换 成 其 反 粒 子 , 二 者 一 般 是 不 同 的 , 一 般 情况 下 不 会 
出 现 粒子 或 粒子 系统 新 的 性 质 . 

由 相同 数目 的 粒子 与 反 粒 子 组 成 的 系统 是 一 个 例外 . 算 符 仓 将 这 样 的 系 
统 变 换 成 其 本 身 , 因此 在 此 情况 下 , 这 个 算 符 具有 对 应 本 征 值 C = 十 1 (因为 
G2 = 1) 的 本 征 态 . 为 了 描述 电荷 对 称 性 , 我 们 可 以 将 粒子 与 反 粒 子 看 成 同一 
粒子 的 两 个 不 同 的 “电荷 态 ”, 其 区 别 是 电荷 量子 数 不 同 Q = +1. 系统 的 波 
函数 是 轨道 函数 和 “电荷 态 ” 函 数 的 乘积 ,并 且 当 同时 交换 任 一 对 粒子 的 所 有 
变量 (坐标 与 电荷 ) 时 , 该 波 函 数 必 须 是 对 称 的 . “电荷 态 ” 函数 的 对 称 性 决定 
系统 的 电荷 宇 称 (参见 习题 )@ 


@@ 我 们 在 这 里 讨论 的 是 零 自 旋 粒 子 , 但 所 用 的 方法 可 以 直接 推广 到 其 它 自 旋 的 情 
形 . 作为 例子 , 可 参见 827 的 习题 . 
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对 “ 真 中 性 ”系统 以 自然 方式 产生 的 电荷 宇 称 概念 ,也 必须 适用 于 真 中 性 
的 “基本 ”粒子 . 在 二 次 量子 化 表述 中 , 这 个 概念 由 如 下 方程 表示 : 





加 = 4; (13.8) 


其 中 “+?” 号 与 和 ”号 分 别 对 应 电荷 偶 宇 称 的 粒子 与 电荷 奇 宇 称 的 粒子 . 
相对 论 不 变性 意味 着 在 四 维 反 演 下 的 不 变性 (参见 $11). 对 于 标量 场 算 
符 (在 四 维 转动 意义 上 ), 这 意味 着 四 维 反 演变 换 必须 给 出 





一 


p(t, 7) 到 V(t, —7), 





右边 总 是 正 的 . 用 算 符 部, 名 的 变换 术语 来 说 , Wft,r) 变换 为 人 V(-t -7) 是 通 
过 交换 (13.4) 中 eripa 与 etpe 的 系数 , 即 通过 如 下 代 换 实现 的 ; 








0 一 入 b, 一 (13.9) 


由 于 a 算 符 变 为 8 算 符 , 这 个 变换 包含 着 粒子 变 为 反 粒 子 . 我 们 看 到 , 在 相对 
论 性 理论 中 , 自然 而 然 地 要 求 在 空间 反 演 (P), 时 间 反 演 (7) 和 电荷 共 斩 (C) 
的 联合 变换 下 的 不 变性 , 这 叫做 CPT 定理 @. 

然而 , 在 这 里 必须 强调 指出 , 尽管 在 811, $12 与 本 节 中 给 出 的 论据 是 通常 
量子 力学 与 经 典 相对 论 概念 的 自然 发 展 , 但 是 由 此 得 到 的 结论 , 不 论 在 形式 
上 (V 算 符 同时 包含 粒子 的 产生 算 符 与 潭 没 算 符 ), 还 是 在 内 容 上 (粒子 与 反 
粒子 ), 都 超出 了 通常 量子 力学 与 经 典 相对 论 的 范围 . 因此 , 这 些 结论 不 可 能 
作 是 逻辑 上 的 必然 , 而 包含 着 新 的 物理 原理 , 这 些 原理 正确 与 否 只 能 由 实验 来 
检验 . 

如 果 将 经 过 变换 (13.9) 的 算 符 (13.4) 记 作 wc?T(t,7), 我 们 可 以 写 出 : 

































































POPT ,Tr) = Bt, —r). (13.10) 














这 样 一 来 , 如 果 将 四 维 反 演 表述 为 变换 (13.9), 我 们 就 还 能 建立 对 少 算 符 
的 时 间 反 演变 换 的 表述 : 与 联合 反 演 CP 变换 一 起 , 它 必须 给 出 (13.9) 式 . 利 
用 定义 (13.3) 与 (13.6), 我 们 求 出 





T: 包 一 土 计 ,， by 一 土 续 ， (13.11) 








其 中 符号 土 与 (13.3) 式 中 的 符号 对 应 . 这 个 变换 的 意义 是 明显 的 : 时 间 反 演 不 
仅 将 动量 为 p 的 运动 变 成 动量 为 ~P 的 运动 , 而 且 还 交换 矩阵 元 中 的 初 态 与 


@@ 这 个 定理 是 由 G. Liiders (1954) 和 W. Pauli (1955) 阐明 的 . 
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终 态 . 因此 , 动量 为 p 的 粒子 的 淹没 算 符 换 成 动量 为 ~p 的 粒子 的 产生 算 符 . 
在 (13.4) 式 中 作 代 换 (13.11) 并 改变 求 和 变量 的 标记 (p 一 一 p), 我 们 得 到 


p(T) = 4p (tr). (13.12) 


这 类 似 于 量子 力学 中 时 间 反 演 的 一 般 规则 : 如 果 某 个 状态 用 波 函 数 w(t,7) 
描述 , 那么 其 “时 间 反 演 ” 态 就 由 函数 (--t,7) 描述 . 变 成 复 共 思 函数 是 因为 : 
必须 恢复 因 t 的 变 号 而 被 破坏 的 “正确 的 ”对 时 间 的 依赖 关系 (E. P. Wigner， 
1932). 























1 于 变换 了 (并 因此 有 CPT) 将 初 态 与 终 态 交换 , 它们 就 没有 本 征 态 和 本 
征 值 , 因而 也 就 不 能 给 粒子 本 身 带 来 新 的 特性 . 将 此 应 用 于 散射 过 程 的 结果 ， 
将 在 869 与 871 中 讨论 . 

现在 我 们 来 看 看 在 C, P 与 了 变换 时 , 四 维 流 矢量 算 符 加 (12.8) 将 如 何 
变化 . 变换 (13.2) 和 代 换 (80, 5) 一 (90, -6) 一 起 给 出 


























P: (1 Dur 一 (7 一 力 。_r， (13.13) 
正如 真 四 维 矢量 一 样 . 如 果 算 符 儿 和 对 易 , 则 变换 (13.7) 简单 地 给 出 


C 1 (0, Dor 一 (一 多 -为 sr， (13.14) 























但 是 , 这 些 算 符 的 不 对 易 仅 仅 是 由 于 其 中 具有 相同 p 的 算 符 名 与 站 (或 名 
与 站 ) 是 不 对 易 的 . 按 对 易 关 系 (11.4), 交换 这 些 算 符 只 会 产生 与 占有 数 ( 即 
与 场 的 状态 ) 无 关 的 项 . 略 去 这 些 无 关 紧 要 的 项 (如 在 (11.5) 与 (11.6) 式 中 那 
样 ), 我 们 就 又 回 到 (13.14) 式 , 其 物理 意义 是 明显 的 : 电荷 共 恩 将 粒子 变 成 反 
粒子 并 改变 四 维 流 每 个 分 量 的 符号 . 

由 于 时 间 反 演 运 算 包含 初 态 与 终 态 的 交换 , 它 也 将 改变 算 符 乘积 中 因子 
的 顺序 . 例如 ， 


























(POD = (0D PY. 


但 在 这 里 它 并 不 重要 : 由 于 少 算 符 (在 以 上 解释 的 意义 上 ) 对 易 , 结果 并 不 受 
到 因子 回 到 原来 的 顺序 的 影响 . 又 由 于 在 时 间 反 演 下 (Bo,B) - (5;), 流 的 
变换 规则 为 




















T: (7, Der 一 (fr. (13.15) 


四 如 果 定 义 运 算 工 时 不 管 其 它 变换 , 那么 相 因 子 的 选择 就 存在 和 定义 运算 C 时 同 
样 的 任意 性 . 要 求 CPT 的 对 称 性 意味 着 , 只 能 对 变换 C 与 变换 工 中 的 一 个 任意 选择 
相 因 子 . 
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三 维 矢量 了 变 号 , 和 其 经 典 意义 一 致 . 
最 后 , 当 进 行 CPT 变换 时 ， 


CPT : (10, Dar 入 CT (13.16) 





和 这 个 运算 作为 四 维 反 演 的 意义 一 致 . 这 里 必须 强调 , 由 于 四 维 反 演 也 是 四 维 
坐标 系 的 一 个 转动 , 所 以 它 不 对 应 两 种 类 型 ( 真 张 量 和 屠 张 量 ) 的 任意 秩 四 维 
张 量 . 

迄今 为 止 ,我们 研究 的 都 是 自由 粒子 ; 但 是 宇 称 量子 数 要 有 实在 的 意义 只 
有 当 我 们 考虑 相互 作用 的 粒子 并 加 上 一 定 选 择 定 则 , 这 些 选择 定 则 允许 或 禁 
正 一 些 特定 的 过 程 . 但 是 , 只 有 守恒 的 性 质 才 能 够 具有 这 种 意义 ; 也 就 是 那些 
和 相互 作用 粒子 的 哈密 顿 量 对 易 的 算 符 的 本 征 值 . 

由 于 相对 论 不 变性 , CPT 变换 算 符 总 是 与 哈密 顿 量 对 易 的 . 对 于 C 和 了 
(以 及 T) 单独 的 变换 , 实验 表明 , 电磁 相互 作用 和 强 相 互 作用 是 不 变 的 , 因此 
相应 的 字 称 量子 数 在 这 些 相 互 作用 中 是 守恒 的 , 而 在 弱 相 互 作用 中 , 这 些 守恒 
定律 不 再 成 立 中 

我 们 预先 指出 : 带电 粒子 与 电磁 场 的 相互 作用 算 符 由 四 维 矢 量 算 符 4 与 
了 的 乘积 给 出 . 由 于 电荷 共 加 改 变 了 的 符号 , 电磁 相互 作用 在 此 变换 下 的 不 变 
性 意味 着 和 的 符号 也 必须 改变 . 因此 , 光子 是 电荷 字 称 为 奇 的 粒子 . 

算 符 不 的 这 个 行为 和 经 典 理论 中 四 维 势 的 性 质 一致 : 由 变换 


C: (ho, AD) = (-Aho,—A)rr, 
P: (ho, A) = (ho,—Aer, 
CPT: (和 ,有 一 (和 一人- 














可 以 得 出 : 
T: (ho,A) = (ho,—A)-er, 


这 和 时 间 反 演 下 电磁 场 势 变换 的 经 典 规则 一 致 
要 求 CPT 不 变性 并 不 对 粒子 的 性 质 本 身 有 任何 限制 , 但 是 它 在 粒子 与 反 
粒子 的 性 质 之 间 建 立 了 某 种 联系 . 首先 , 它们 的 质量 必须 相等 , 这 一 点 从 $11 中 
阅 明 的 四 维 反 演 和 粒子 反 粒 子 概念 的 引入 之 间 的 联系 可 以 很 明显 地 看 出 . 
其 次 , 由 CPT 不 变性 得 出 , 粒子 与 反 粒子 的 电 和 矩 与 磁 矩 矢量 和 它们 的 自 
旋 矢量 之 间 的 比例 系数 只 相差 一 个 符号 . 实际 上 , 磁 矩 在 C 变换 与 工 变 换 下 
@ 弱 相 互 作用 中 字 称 不 守恒 的 思想 是 李 政 道 和 杨振宁 首先 提出 的 (T. D. Lee, C. 


N. Yang, 1956). 物理 学 定律 不 一 定 具 有 了 与 7 不 变性 的 一 般 思 想 是 狄 拉 克 早 先 提出 的 
(1949). 
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要 改变 符号 , 但 是 (作为 一 个 轴 失 量 ) 在 已 变换 下 却 是 不 变 的 . 因此 , CPT 变 
换 在 将 粒子 变 成 反 粒 子 的 同时 并 不 改变 磁 矩 的 符号 , 而 自 旋 矢量 却 要 变 号 . 同 
样 的 道理 , 对 于 电 托 而 言 , 它 在 时 间 反 演 下 不 变 号 而 在 C 变换 下 和 空间 反 演 
下 (作为 一 个 极 矢量 ) 要 变 号 . 

要 求 书 不 变性 和 了 不 变性 (假如 遵从 这 种 不 变性 的 话 ) 对 每 种 粒子 的 性 
质 都 有 限制 : 它们 禁止 粒子 具有 电 偶 极 矩 : 事实 上 , 对 静止 的 基本 粒子 来 说 , 由 
它 的 少 算 符 所 能 组 成 的 唯一 矢量 , 就 是 它 的 自 旋 算 符 矢量 . 这 个 矢量 对 忆 变 
换 是 偶 的 而 对 了 变换 是 奇 的 , 所 以 只 能 用 它 定义 磁 矩 而 不 能 用 它 定义 电 矩 . 
我 们 必须 强调 指出 , 只 要 尸 不 变性 或 工 不 变性 中 有 一 个 成 立 就 足以 产生 这 种 
禁 戒 . 











习 题 


设 有 一 个 由 零 自 旋 粒 子 与 其 反 粒 子 组 成 的 二 粒子 系统 , 其 相对 运动 的 二 
道 角 动 量 为 1, 试 确定 此 系统 的 电荷 宇 称 与 空间 宇 称 . 

解 : 交换 二 粒子 的 坐标 等 价 于 对 质心 的 反 演 ， 因 此 轨道 波 浮 数 将 磁 以 
(1)'; 交换 电荷 变量 等 价 于 电荷 共 轿 , 波光 数 中 的 “电荷 ”因子 将 梯 以 所 求 的 
宇 称 C. 根据 条 件 OC(--1)! = 1 我们 有 


C = (-1). 


此 系统 的 空间 宇 称 一 等 于 二 粒子 的 轨道 字 称 与 内 豪 宇 称 的 磁 积 . 由 于 粒子 与 
反 粒 子 的 内 豪 字 称 相同 , 所 以 在 此 情形 下 , P 就 等 于 轨道 宁 称 : 


P= (-1). 
314 自 旋 为 1 的 粒子 的 波动 方程 


自 旋 为 1 的 粒子 在 其 静止 参考 系 中 可 用 一 个 三 分 量 波 函 数 ( 即 三 维 矢量 ) 
描述 ; 这 样 的 粒子 常 称 为 矢量 粒子 . 这 个 矢量 的 四 维 来 源 , 可 以 是 类 空 的 四 维 
矢量 ww 的 三 个 空间 分 量 ; 也 可 以 是 二 秩 的 四 维 反对 称 张 量 ww 的 混合 分 量 ; 
在 静止 参考 系 中 , 时 间 分 量 如 与 空间 分 量 yt 为 零 @， 

波动 方程 为 量 wr 与 量 ws 之 间 的 微分 关系 , 可 写 出 如 下 方程 : 











jz Ppy = Bh, (14.1) 


我 们 提前 指出 , 四 维 矢量 yw, 与 四 维 张 量 wr 的 集合 对 应 二 秩 四 维 旋 量 
Se09apbieo8 的 集合 , 其 中 98 与 m66 是 反 演 变换 下 可 以 互相 转换 的 对 称 旋 量 (参见 
819). 
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im?wp,, = Fy, (14.2) 


其 中 分 = i9 (A. Proca, 1936). 将 算 符 部 作用 于 方程 (14.2) 的 两 边 , 我 们 得 到 





Pr = 0, (14.3) 





由 于 wj 是 反对 称 的 . 
将 方程 (14.1) 代入 (14.2) 消去 ww 并 利用 (14.3) 式 , 我 们 得 到 : 


(PF — mm?) = 0, (14.4) 





由 此 再 次 明显 看 出 (与 810 比较 ), m 为 粒子 的 质量 . 因此 , 自 旋 为 1 的 自由 粒 
子 可 以 用 一 个 四 维 矢量 wr 描述 , 其 分 量 满足 二 阶 方程 (14.4) 以 及 条 件 (14.3)， 
后 者 从 wr 中 去 除 掉 属于 零 自 旋 的 部 分 . 

在 静止 系 中 , w 和 空间 坐标 无 关 , 我 们 求 出 : Pwo = 0, 又 由 于 襄 Wo = mwo， 
因此 我 们 看 到 , 在 静止 系 中 , wo = 0, 这 正如 应 该 期 待 的 , 并 日 wip 也 为 零 . 
自 旋 为 1 的 粒子 可 以 具有 不 同 的 内 豪 宇 称 , 由 w+ 是 真 矢量 还 是 春秋 量 
决定 . 在 真 矢量 的 情形 下 ， 



































Pyr = (加 , —), 
而 在 硅 矢 量 的 情形 下 ， 
Pwr = (一 久 ,分 )， 
方程 (14.1), (14.2) 可 由 拉 格 朗 日 函数 
了 
i (Ba — BB) + moby (14.5) 





用 变 分 原理 得 到 . 这 里 独立 的 广义 坐标 采用 妙 ， 几 ,Wi 路 表示 中 . 
为 了 求 出 能 量 动量 张 量 , 公式 (10.11) 在 这 里 并 不 完全 合适 , 因为 它 会 导 
致 一 个 需要 进一步 对 称 化 的 非 对 称 的 张 量 . 作为 替代 , 我 们 可 以 采用 公式 


1 _ 0 Ov-gL 0v-g9L 
21urV PE. Ox Og 本 Dgm 》 (14.6) 














© 如 果 我 们 只 对 办 作 变 分 (假定 ww 已 按照 (14.1) 用 yi 表示 ), 那么 方程 (14.3) 
作为 和 变 分 原理 无 关 的 附加 条 件 应 该 是 必需 的 . 
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其 中 假设 上 被 表示 成 适用 于 任意 曲线 坐标 的 形式 (参见 第 二 卷 894), 如 果 也 
只 包含 度 规 张 量 gu 的 分 量 , 而 没有 它们 对 坐标 的 微 商 , 那么 公式 就 简单 地 
变 成 
2 0vV 二 5 87 
“TV Om Bm I 

(因为 ding = 一 guvdg 心 ). 

由 于 公式 (14.6) 中 的 微 商 不 是 对 量 几 和沙。 在 应 用 此 式 时 就 不 必 将 这 
些 量 看 成 是 独立 的 ; 我 们 可 以 直接 利用 关系 式 (14.1) 将 拉 格 朗 日 函数 (14.5) 
改写 成 : 

















了 gm 二 147) 
于 是 
人 

tg (Feb my) (14.8) 

特别 是 , 能 量 密 度 由 如 下 人 恒 正 的 表示 式 给 出 : 
To 一 了 十 Worts 十 mmo 十 册 崔 ) (14.9) 

守 便 的 四 维 流 密度 矢量 为 

= (14.10) 





这 个 结果 也 可 以 按照 (12.12) 式 , 通过 将 拉 格 朗 日 (14.5) 对 导数 Bw 微 商 得 
到 . 特别 是 
7 = i ~ ye), (14.11) 
而 且 它 不 是 一 个 恒 正 的 量 . 
归 一 化 为 体积 六 = 1 中 有 一 个 粒子 的 平面 波 为 





1 | 
Wi = ue ,Wu 二 一 1 (14.12) 


V2e 
其 中 wun 为 四 维 单位 极 化 矢量 , 由 (14.3) 式 可 知 , 它 满足 四 维 横向 条 件 
wz2 = 0. (14.13) 
将 函数 (14.12) 代入 (14.9) 与 (14.11) 式 , 我 们 得 到 


7bo 三 一 2c2Wlp 必 一 ce， j=1. 
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和 光子 不 同 , 一 个 质量 非 零 的 矢量 粒子 有 三 个 独立 的 极 化 方向 ,相应 的 振 
幅 由 (16.21) 式 给 出 . 
对 部 分 极 化 的 矢量 粒子 , 密度 矩阵 的 定义 应 该 使 其 在 纯 态 中 简化 为 乘积 





Ph = Wuy 
(类 似 于 对 光子 的 表示 式 (8.7)). 按照 (14.12) 式 与 (14.13) 式 , 它 满足 条 件 
prpw =0, ph=—l. (14.14) 


对 于 非 极 化 粒子 , py 的 形式 必须 是 agyw 十 ppnpv 系数 4 与 6 由 (14.14) 式 确 
定 后 , 得 到 结果 为 





1 Pupv 
ppv 3 (gs ) . (14.15) 


3 m2 
矢量 粒子 场 的 量子 化 和 标量 的 情形 完全 类 似 , 手 须 重复 . 矢量 场 少 算 
符 为 


一 1 和 ~ ; 
=) (pau ep® + Poul) *eip®), 
VE 8 2 
(14.16) 
二 下 A (a Lo)*xeipz 十 下 ule)e ipr) 
加 ， , pan po wp 3 
V25 


其 中 下 标 a 为 三 个 独立 极 化 的 标号 . 

对 Too 的 表示 式 (14.9) 是 恒 正 的 , 而 (14.11) 式 表 示 的 j? 不 是 恒 正 的 , 如 
同 标量 情形 那样 , 这 导致 玻 色 量子 化 的 必要 性 . 

在 真 中 性 矢量 场 的 性 质 和 电磁 场 的 性 质 之 间 存 在 紧密 的 联系 . 中 性 矢量 
场 用 厄 米 算 符 描述 : 











2 1 9 
b= Ape + pou om). (14.17) 
这 个 场 的 拉 格 朗 日 量 为 
~ 1~ ~ 工人 ip ~ 和 ~ 1 一 人 一 
上 = Fe 一 5 人 (Opy 和 Du) 十 本 Woo (14.18) 


电磁 场 对 应 于 m = 0 的 情形 . 这 时 四 维 矢量 Wr 变 成 四 维 势 44, 而 四 维 
张 量 wz 变 成 场 的 张 量 FY, 它 由 (14.1) 式 和 位 势 的 定义 相 联 系 . 方程 (14.2) 
变 成 Br = 0, 对 应 第 二 对 麦克 斯 韦 方 程 . 由 此 不 能 得 出 条 件 (14.3), 因此 ， 
该 条 件 不 再 是 必要 的 了 . 由 于 不 再 存在 附加 条 件 , 就 不 需要 将 拉 格 朗 日 中 的 
人 ,与信 wv 看 成 独立 的 “坐标 ”, (14.18) 式 变 为 

















和 ~ 二 去 六 
了 = Bp, (14.19) 





815 具有 最 高 整数 自 旋 的 粒子 的 波动 方程 653. 




















此 式 和 熟知 的 电磁 场 拉 格 朗 日 的 经 典 表 示 式 一 致 , 这 个 拉 格 朗 日 和 张 量 少 。 
一 样 ,在 “ 势 ”wy 的 任何 规范 变换 下 都 是 不 变 的 . 这 个 性 质 和 零 质 量 之 间 有 明 
显 的 联系 : 拉 格 朗 日 (14.18) 因为 有 一 项 m2w,ypr 而 不 具有 这 个 性 质 . 


815 具有 最 高 整数 自 旋 的 粒子 的 波动 方程 


由 于 给 出 粒子 的 质量 和 自 旋 就 可 直接 得 出 波动 方程 (14.3) 与 (14.4), 所 以 
拉 格 朗 日 量 的 实际 用 途 与 其 说 是 导出 这 些 方程 , 不 如 说 是 确定 场 的 能 量 、 动 
量 与 电荷 的 表示 式 . 

为 此 , 如 前 所 述 , 我 们 可 以 用 表示 式 (14.7) 代替 (14.5) 式 , 再 将 (14.7) 作 
如 下 变化 . 由 (14.1) 式 可 将 (14.7) 式 重 写成 




















L= (0)(0°p) + Op) (Op) + m pap 
= 0p) (0 ) + mp + OW OY) 一 凡凡 

















由 (14.3) 式 , 其 中 的 最 后 一 项 为 零 , 而 倒数 第 二 项 是 一 个 全 微 商 . 略 去 此 项 , 得 
到 拉 格 朗 日 
L’ = (0 (Op) + rm pt. (15.1) 


它 和 零 自 旋 粒子 的 拉 格 朗 日 (10.9) 有 同样 的 形式 , 唯一 的 区 别 是 用 四 维 矢量 
% 代替 标量 多 并 变 号 . 符号 的 改变 是 因为 为 类 空 和 撩 量 , 所 以 WwWpr* < 0， 
而 对 于 一 个 标量 粒子 wy* > 0. 

由 拉 格 朗 日 (15.1) 建立 四 维 能 量 动量 张 量 与 四 维 流 矢量 , 我 们 便 得 到 和 
标量 场 的 (10.12) 与 (10.18) 相同 形式 的 表示 式 : 











Thy a 0 ， DA 二 Dr Oh i 了 gp (15.2) 
jn = —ilyX Op 一 (Bp) (15.3) 





此 二 式 和 (14.8), (14.10) 式 的 区 别 仍然 在 于 全 微 商 . 但 是 这 些 量 的 局 域 值 (如 
前 面 已 强调 指出 的 ) 没有 深刻 的 物理 意义 . 只 有 体积 分 已 (10.15) 与 @ (10.19) 
是 重要 的 , 并 且 它 们 对 于 Ti 与 jj 的 两 种 选择 是 相同 的 . 

这 种 描述 方法 可 以 直接 推广 到 有 任意 (整数 ) 自 旋 的 粒子 . 自 旋 为 s 的 粒 
子 的 波 葡 数 是 s 秩 不 可 约 四 维 张 量 , 即 一 个 对 其 所 有 指标 都 对 称 的 张 量 , 而 且 
它 对 任何 一 对 指标 收缩 时 都 变 为 零 : 











二 0 (15.4) 
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这 个 张 量 必须 满足 附加 的 四 维 横 向 条 件 : 
就 作 = 0， (15.5) 


其 每 个 分 量 都 必须 满足 二 阶 方程 : 





(PF 一 pn) = 0. (15.6) 


在 静止 系 中 , 条 件 (15.5) 意味 着 四 维 张 量 的 每 个 含 零 指 标的 分 量 都 必定 为 零 . 
因此 , 在 静止 系 中 ( 即 在 非 相 对 论 极限 时 ) 的 波 函数 , 就 等 价 于 一 个 不 可 约 的 s 
秩 三 维 张 量 (应 该 如 此 ), 而 其 独立 分 量 的 数目 为 2s 十 1 

对 一 个 自 旋 为 s 的 粒子 的 场 , 其 拉 格 朗 日 、 能 量 动量 张 量 与 流 矢量 的 表 
示 式 和 (15.1) 一 (15.3) 的 差别 只 是 将 办 换 成 了 Way… 

归 一 化 的 平面 波 为 

















Cd 二 Wy. ST (15.7) 
波幅 满足 如 下 条 件 : 
wt py= 0. (15.8) 
有 2s 十 1 个 独立 的 极 化 态 . 


场 的 是 子 化 可 以 从 自 旋 为 0 或 1 的 情形 通过 显而易见 的 推广 来 得 出 . 

上 面 给 出 的 方法 对 于 所 设 定 的 目标 是 完全 足够 了 , 即 用 来 描述 自由 粒子 
的 场 . 如 果 要 描述 粒子 与 电磁 场 的 相互 作用 , 情形 就 不 同 了 . 这 个 相互 作用 必 
须 包含 在 拉 格 朗 日 内 , 以 便 从 它 得 到 所 有 的 方程 式 而 毋须 附加 条 件 . 但 是 在 实 
际 上 发 现 , 相互 作用 的 这 种 描述 仅 适用 于 电子 , 即 自 施 为 3 的 粒子 (参见 832)， 
对 于 其 余 自 旋 值 , 这 个 问题 只 有 方法 上 的 兴趣 . 

对 任何 s > 1 的 (整数 与 半 整 数 ) 自 旋 而 言 , 已 经 证 明 , 仅 用 一 个 秩 数 和 给 
定 自 旋 值 相 对 应 的 张 量 函 数 或 旋 量 函 数 ,是 不 能 表述 变 分 原理 的 . 为 此 还 必须 
引入 辅助 的 秩 数 较 低 的 张 量 或 旋 量 . 这 时 , 拉 格 朗 日 函数 的 选择 必须 使 得 这 些 
辅助 量 由 于 自由 粒子 的 场 方程 根据 变 分 原理 得 出 而 自动 为 零 © 





























@ 参见 M. Fierz, W. Pauli, Proceedings of the Royal Society A173, 211, 1939. 此 论文 将 
上 述 方法 应 用 于 自 旋 为 3/2 与 2 的 粒子 . 
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在 相对 论 性 理论 中 , 运动 粒子 的 轨道 角 动 量 ! 和 自 旋 s 分 别 都 不 守恒 . 守 
恒 的 只 有 总 角 动 量 了 =1+s. 因此 , 自 旋 在 任何 特定 方向 ( 取 为 z 轴 ) 上 的 投 
影 也 不 守恒 , 因此 它 不 能 用 来 对 运动 粒子 的 极 化 ( 自 旋 ) 状态 编号 . 

但 是 , 自 旋 在 动量 方向 上 的 投影 是 守恒 量 . 又 因为 1 =” x p, 所 以 乘积 
s.n 等 于 守恒 的 乘积 7 .n(n = p/|p|). 这 个 量 称 为 螺旋 性 (我 们 在 88 中 已 经 
研究 过 光子 的 螺旋 性 ). 其 本 征 值 用 字母 和 (和 = 一 s,… ,十 s) 标记 , 而 具有 确定 
入 值 的 粒子 状态 称 为 螺旋 性 状态 . 

设 如、 为 描述 具有 确定 p 值 与 确定 入 值 的 粒子 状态 的 波 函 数 (平面 波 )， 
而 vtw(p) 为 其 振幅 ; 为 简化 符号 , 我 们 略 去 这 个 函数 的 分 量 指标 (对 整数 自 旋 
的 粒子 , 它 就 是 四 维 张 量 的 指标 ). 

在 前 几 节 中 已 经 表明 , 为 了 对 非 零 (整数 ) 自 旋 粒子 给 出 相对 论 性 的 描述 ， 
波 函 数 需要 多 于 2s 十 1 个 的 分 量 . 但 是 独立 的 分 量 数 仍 旧 等 于 2s 十 1 “多余 
的 ”分 量 可 通过 附加 条 件 消去 ; 在 静止 系 中 , 附加 条 件 使 这 些 多 余 的 分 量 都 消 
失 (在 下 一 章 我 们 将 看 到 , 对 半 整 数 自 旋 s 也 是 如 此 情形 ). 

按照 角 动 量变 换 公式 (参见 第 二 卷 814), 螺旋 性 在 不 改变 p 方向 的 洛 伦 
效 变 换 下 , 是 不 变 的 . 因此 , 在 这 种 变换 下 , 入 是 一 个 好 量子 数 , 研究 螺旋 性 状 
态 的 对 称 性 质 , 可 以 采用 动量 jp| < m 的 参考 系 (极限 情形 为 静止 系 ). 这 时 ， 
wpa 简化 为 2s 十 1 个 分 量 的 非 相 对 论 性 波 函 数 . 设 其 振幅 用 ww (nm) 标记 , 其 
宗 量 为 方向 m= p/ipl, 即 对 角 动 量 进 行 量子 化 的 方向 . 振幅 w* 为 算 符 n:8 
的 本 征 函 数 : 

















(人 wm) = Mw Nn) (16.1) 


在 旋 量 表示 中 , w0) 为 28 秩 逆 变 对 称 旋 量 ; 按照 对 应 公式 ( 见 第 三 卷 (57.2) 
式 ), 其 分 量 也 可 以 按照 在 一 固定 z 轴 上 的 自 旋 分 量 o 的 对 应 值 编号 @. 
在 动量 表象 中 , 所 研究 状态 的 波 函 数 和 振幅 wA(p) 实质 上 相同 . 即 


ppx(k) = uN (RS — n) = uN pS — n), (16.2) 


@ 本 节 讨 论 有 任意 (整数 或 半 整 数 ) 自 旋 的 粒子 . 

@ 这 些 论证 , 和 和 的 可 能 取 值 一 样 ,适用 于 质量 不 为 零 的 粒子 . 对 零 质量 粒子 而 言 ， 
不 存在 静止 系 , 螺旋 性 只 能 取 两 个 值 和 = 圭 s. 这 是 因为 88 已 经 阐明 的 事实 : 这 种 粒子 
的 状态 要 按 它们 对 轴 对 称 群 的 行为 分 类 , 而 这 种 群 只 容许 能 级 有 二 重 简 并 (从 波动 方 
程 的 性 质 来 看 , 这 意味 着 在 取 m 一 0 的 极限 时 , 自 旋 为 s 的 粒子 的 方程 组 分 解 为 一 些 
独立 的 方程 , 它们 分 别 对 应 着 自 旋 为 s,s -1,.… 的 零 质量 粒子 ). 例如 , 对 光子 有 和 = 土 1， 
而 对 应 的 wO) 为 三 维 矢 量 e(+D (8.2). 
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其 中 动量 作为 独立 变量 , 记 作 k, 以 区 别 于 其 本 征 值 p, 而 = /pl, 以 区 别 于 
n==p/lp| .在 非 相 对 论 极 限 ， 


fra) = WO VEO —n) = wv Nn) (rv — n). (16.3) 
此 表示 式 应 更 详细 地 写成 
Wna(v,o) = wb (v)5%(v — n), 


其 中 明显 地 标明 了 离散 的 独立 变量 o. 

螺旋 性 算 符 人 .m 和 算 符 户 以 及 祁 对 易 . 实际 上 , 角 动 量 算 符 和 坐标 系 
的 无 限 小 转动 相 联 系 , 两 个 矢量 的 标量 积 对 任何 转动 都 是 不 变 的 . 因此 , 存在 
着 一 些 定 态 , 在 这 些 定 态 中 , 粒子 同时 具有 确定 的 角 动 量 值 j, 确定 的 角 动 量 
投影 值 js = mm 以 及 确定 的 螺旋 性 和 A. 这 样 的 态 称 为 球 螺旋 性 态 . 

我 们 来 求 出 动量 表象 中 这 种 态 的 波 函 数 . 这 只 要 和 第 三 卷 8103 中 推出 的 
对 称 陀螺 波 函 数 的 公式 直接 类 比 就 可 得 到 . 那些 公式 是 根据 波 函 数 在 有 限 转 
动 下 的 变换 公式 得 出 的 (参见 第 三 着 8658)， 而 这 些 变换 公式 本 身 所 依据 的 仅 
仅 是 对 转动 的 对 称 性 质 ; 因此 , 它们 可 应 用 于 动量 表象 中 的 函数 , 正如 它们 可 
应 用 于 坐标 函数 一 样 . 

除了 空间 中 国定 的 坐标 系 z,y,z (函数 办 mx 就 是 对 这 个 坐标 系 写 出 的 ) 
以 外 , 还 要 用 到 “ 动 ” 坐 标 系 ,nm,C, 其 5 轴 在 z 的 方向 . 无须 重复 论证 过 程 ( 比 
较 第 三 卷 (103.8) 式 的 推导 ), 我 们 可 以 写 出 


Wima(k) = pW DY (wv), 


其 中 WY》 为 “ 动 ”坐标 系 中 的 波 函 数 , 它 描述 一 个 其 角 动 量 在 〈 轴 上 的 投影 
有 确定 什 的 粒子 的 状态 : jc = 和 在 动量 表象 中 , 这 个 函数 自然 和 振幅 vC 相 
同 . 归 一 化 的 波 函 数 ( 见 下 面 ) 为 


wmalk) = /SE DY (vu Nk) (16.9) 


但 是 , 这 里 有 一 个 相位 选择 的 问题 , 它 和 下 面 的 非 单 值 性 相 联 系 . 因为 坐 
标 系 &nC 相对 zyz 的 转动 由 三 个 欧 拉 角 a, 6, YY 确定 , 而 决定 粒子 波 函 数 的 方 
向 z 仅 由 两 个 球面 角 w=9 与 8=0 确定 . 因此 就 必须 约定 Y 角 的 某 种 选择 . 
这 里 我 们 将 取 7 = 0, 即将 万 好 (z) 定义 为 


DO (vy )= DY (9p, 0, 0) = Pe oimeaql) (0). (16.5) 






















































































© 此 处 8 函数 so) 的 定义 , 使 得 fs omdov =1. 在 (16.2) 式 中 略 去 了 保证 能 
取 给 定 值 的 5 函数 ,下面 在 (16.4) 式 中 也 类 似 处 理 . 
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由 第 三 卷 (58.21) 式 , 函数 (16.5) 满足 正 交 归 一 条 件 
j1 )* ja d D 1 
/J (DE (v) 二 DFT mm (16.6) 
(dov = sin 0d0dy). 函数 wjms 对 下 标 和 的 正 交 性 由 因子 ut% 保证 . 由 此 可 见 ， 
函数 yjma 必定 对 三 个 下 标 jm 和 都 正 交 (应 该 如 此 ), 且 在 (16.4) 式 所 选 定 的 
系数 下 , 它们 按 
| lisao =1 (16.7) 


归 一 化 . 这 里 我 们 假定 振幅 w*Y 已 归 一 化 : uNuN* =1. 

现在 我 们 来 研究 螺旋 性 状态 波 函 数 在 坐标 反 演 下 的 行为 . 极 矢量 ” 和 轴 
矢量 了 的 乘积 是 一 个 寿 标 量 . 不 难看 出 , 反 演 变换 使 螺旋 性 为 的 状态 变 成 
螺旋 性 为 -和 的 状态 , 因此 仅 需 确定 这 些 变 换 中 的 相 因 子 即 可 . 

在 反 演 变换 下 , v 一 -z”， 矢量 v 是 由 两 个 角度 2 与 0 确定 的 , 变换 
v 一 一 v 通过 代 换 pg 一 9 十 7,0 一 x 一 0 来 实现 . 这 样 就 确定 了 轴 , 但 & 轴 与 
7 轴 的 位 置 仍然 不 确定 , 还 依赖 于 第 三 个 欧 拉 角 Y; 在 这 个 意义 上 , 仅 用 9 与 % 
的 变换 不 可 能 将 坐标 系 的 反射 和 < 轴 的 转动 区 分 开 来 . 用 三 个 欧 拉 角 来 表述 ， 
反 演 就 是 变换 























Ga 三 pp 一 六 二 TDE=0 一 一 0， YA-7Y. (16.8) 


因此 , 如 果 DO (v) 按 (16.5) 式 定 义 ( 即 取 + = 0), 并 将 变换 v 一 -2 看 成 
反 演 的 结果 , 那么 
DM) (一 站) 一 DV) (9 + ,7 — 0, 7). (16.9) 
因此 , 利用 第 三 卷 的 (58.9)、(58.16) 与 (58.18) 式 , 我 们 求 出 
加 (加 = od, (nr — 0)o™(et® 
=(-1) emead (0) = (—1}™* De,,(p,0,0), 
或 者 


DO (wv) = (-1) DO 人) (16.10) 


其 中 ;一 入 为 一 整数 . 
对 旋 量 w* 也 可 得 到 类 似 的 公式 , 只 要 注意 到 此 旋 量 的 分 量 w8) 和 函数 
只 相差 一 个 因子 
(zy oe DO Cw)*. (16.11) 


实际 上 , 对 自 旋 本 征 函 数 应 用 第 三 卷 的 变换 公式 (58.7), 并 假设 自 旋 在 5 轴 的 
分 量 有 确定 值 A ( 即 在 第 三 卷 (58.7) 式 的 右边 用 br 代替 Wi ), 我 们 发 现 ， 
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人 自 旋 的 z 分 量 与 5 分 量具 有 确定 值 (o 与 和) 的 自 旋 波 函数 . o 
为 -s,.… ,+s 的 函数 集合 ( 按 第 三 卷 的 对 应 公式 (57.6)) 组 成 一 个 2s 秩 协 变 
道 交 旋 量 的 分 量 , 按 第 三 卷 的 (57.2) 式 , 对 应 于 分 量 uw 纺 , 在 变换 时 和 同 
秩 的 协 变 旋 量 分 量 的 复 共 王 一 样 变换 . 

由 (16.10) 与 (16.11) 式 , 我 们 有 








wNv) = (TAG (16.12) 


其 中 s ~ 和 为 一 整数 . 但 是 将 反 演 操作 应 用 于 wt>) 不 仅 将 v 变 成 -z 而 且 要 
乘 以 一 个 公共 相 因 子 (粒子 的 “内 豪 宇 称 ”), 我 们 记 作 六 





Pomo) = mt (0) = ND) MN ED). (16.13) 
对 于 相对 论 性 振幅 u 鸣 (k), 这 个 变换 变 为 
PuN (kK) =n8uN (hk) = nD)" uC (16.14) 


其 中 6 为 某 个 矩阵 , 对 于 |p| 一 0 的 极限 下 仍然 存在 的 vA) 分 量 , 它 是 一 个 单 
位 矩阵 . 重要 的 是 , 这 个 矩阵 和 状态 的 量子 数 无 关 , 在 此 意义 上 可 以 说 , (16.13) 
和 (16.14) 之 间 的 差别 是 不 重要 的 @. 

将 (16.14) 式 应 用 于 (16.2), 我 们 得 到 状态 |m 入 ) 波 函 数 的 变换 规则 : 


Pynalr) =n(-1) Nn AV). (16.15) 
对 球 螺旋 性 态 , 利用 (16.10) 式 与 (16.12) 式 , 我 们 得 到 变换 规则 
Pyjma(r) = M1 im a(r). (16.16) 


按照 (16.16), 状态 wjmo 变换 为 其 自身 , 即 该 状态 有 确定 的 宇 称 . 但 是 , 如 
果 和 关 0, 就 只 有 螺旋 性 相反 的 状态 的 释 加 才 上 共有 确定 的 宇 称 : 


和 万 (hrm + Wm a). (16.17) 
在 反 演变 换 下 , 它们 变换 为 其 自身 : 


Pysa I(r) = En(—1) pr). (16.18) 

加 例如 ,s 二 1 时 的 振幅 wi 为 四 维 矢量 (16.22); 于 是 , 8 对 四 维 矢量 指标 完全 是 一 

个 单位 矩阵 : By = go 当 s = 5 时 , 如 下 一 章 将 要 看 到 的 , uC) 为 一 个 双 旋 量 ; 其 相 因 
子 y = 已 而 有 为 狄 拉 克 和 矩阵 加 ( 见 (21.10) 式 ). 
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应 该 指出 , 在 本 节 中 我 们 对 具有 给 定 角 动 量 的 自由 粒子 的 状态 进行 分 类 
时 , 只 用 到 守恒 量 而 没有 涉及 轨道 角 动 量 的 概念 (在 86, 87 两 节 对 光子 态 分 类 
时 用 到 了 这 一 概念 ). 

作为 一 个 例子 , 我 们 来 研究 自 旋 为 1 的 情形 . 在 静止 系 中 , 振幅 uN (四 
维 矢 量 ) 变 为 三 维 矢量 et , 它 在 这 里 起 振幅 ww™ 的 作用 . 自 旋 为 1 的 算 符 对 
矢量 图 数 e 的 作用 由 如 下 公式 给 出 : 








(siejk = ~—ieiniel (16.19) 
( 见 第 三 卷 857, 习题 2). 于 是 , 方程 (16.1) 变 
in x eW = Ae™. (16.20) 


这 个 方程 (在 5 轴 沿 到 方向 的 坐标 系 m4 中 ) 的 解 和 球 单位 矢量 (7.14) 相同 信 : 








e(09) 一 i(0, 0， 1)， el(+1) 3 tw 土 ， 0). (16.21) 
在 粒子 动量 为 p 的 参考 系 中 , 螺旋 性 状态 的 振幅 为 四 维 矢量 
wk (2 Seo ) We (16.22) 
mm 


如 果 e 为 极 矢量 , 则 nm = -1 这 时 函数 (16.17) ( 当 s = 1 时 为 三 维 矢量 ) 
有 如 下 字 称 : 


机 : P=(-1), 
Wa Ps Ct 
Pimo: P=(-1) 


将 此 式 和 球 谐 矢量 的 定义 (7.4) 相 比较 , 我 们 看 到 , 这 些 函 数 分 别 和 YY 从 ,YY， 
Y40, 相同 ( 除 相 因子 外 ). 确定 相 因子 (如 通过 比较 0 = 0 的 函数 值 ) 后 ， 我 们 得 


到 如 下 公式 : 
人 
YO = /Le Dp + en py,) 
Ym 一 这 2 (ey pO 4 eV DD,), (16.23) 


1 .7_1 /27 二 1 ) 
wh /eol 


吕 相 因子 的 选择 由 如 下 条 件 确定 : 用 本 征 函 数 (16.21) 计算 的 自 旋 算 符 和 矩阵 元 必须 
和 量子 力学 的 一 般 定义 相符 ( 见 第 三 着 827 与 $107). 
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其 中 了 为 一 整数 ; em = n xe 为 沿 6 5 轴 的 球 单位 矢量 ;6 轴 由 
6 5 轴 绕 5 轴 转 动 90° 得 到 . 

(16.23) 的 最 后 一 个 公式 等 价 于 第 三 着 中 a 的 表示 式 (58.23)， 而 从 
(16.23) 中 第 一 个 (或 第 二 个 ) 公式 , 可 以 得 出 函数 d 加 ;, 的 简单 表示 式 . 我 们 有 


-1 127 十 Lp eA YO ettD)* Se 2 eGED*VY 和 mn， 
3 ji + 1) 


右边 的 标量 积 可 以 在 坐标 系 &,n,4 中 明显 写 出 来 , 且 有 


9 0\ /8 18 
Oé’ On 00 sin0 Op 


由 函数 Yjm 的 定义 (7.2) 和 定义 (16.5) 式 , 我 们 得 到 结果 


(7) eh mt+1 (3 m)! A 9 WA m 
dFim(0) = (一 4/ (mm5OTT (# 丰 5 ) P7 (cosb)， m2>0. 


(16.24) 
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在 非 相 对 论 性 理论 中 , 一 个 任意 自 旋 s 的 粒子 用 一 个 有 2s + 1 个 分 量 
的 量 -2s 秩 对 称 旋 量 来 描述 ， 数学 上 , 这 个 旋 量 是 空间 转动 群 不 可 约 表示 的 
实现 . 

在 相对 论 性 理论 中 , 这 个 群 只 是 更 广泛 的 四 维 转动 群 一 一 洛 伦 兹 群 的 一 
个 子 群 . 与 此 相 联 系 , 必须 建立 四 维 旋 量 的 理论 , 四 维 旋 量 是 洛 伦 兹 群 不 可 约 
表示 的 实现 . 我 们 将 在 817 一 -819 阐述 这 个 理论 . 在 817 和 $18 中 我 们 将 只 研究 
不 含 空间 反 演 的 固有 洛 伦 兹 群 , 在 819 中 再 讨论 空间 反 演 . 

四 维 旋 量 理论 可 类 似 于 三 维 旋 量 理论 来 建立 (B. LL. van der Waerden, 1929; 
G. E. Uhlenbeck, O. Laporte, 1931). 

旋 量 6 是 一 个 二 分 量 的 量 (a = 1,2); 作为 1/2 自 旋 粒 子 波 函 数 的 分 量 ， 
看 与 如 分 别 对 应 于 自 旋 z 分 量 本 征 值 +1/2 与 -1/2. 在 (固有) 洛 伦 兹 群 的 
任何 变换 下 , &1 与 如 两 个 量变 换 为 它们 自身 的 线性 组 合 : 





£1 =atl+he, £2 = 7 + oe. (17.1) 
系数 a, 8,7,6 为 四 维 坐 标 系 转动 角度 的 确定 函数 , 它们 必须 满足 如 下 条 件 
abg — BY=1, (17.2) 


即 二 元 变换 (17.1) 的 行列 式 必 须 等 于 1, 这 和 洛 伦 兹 群 的 坐标 变换 的 行列 式 
相同 . 
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由 于 条 件 (17.2) 式 , 二 次 型 13? 一 &251( 其 中 &? 与 Se 为 两 个 旋 量 ) 在 
变换 (17.1) 下 不 变 , (这 对 应 着 一 个 零 自 旋 粒 子 由 两 个 1/2 自 旋 粒 子 “ 组 成 ”). 
为 了 以 一 种 自然 的 方式 写 出 这 种 不 变 表 示 式 , 除了 旋 量 的 “ 反 变 ” 分量 se 外 ， 
还 要 引信 “ 协 恋 ”分 量 总 . 它们 可 通过 “ 度 规 旋 量 ”gwg 相互 转换 中 : 











6a = gapé®, (17.3) 
其 中 
0 1 
gap = & > : (17.4) 
因此 
= =- (17.5) 


这 时 不 变量 如 5? 一 如 31 可 写成 标量 积 6 so 的 形式 ,并且 上 到 = 一 é43%. 
上 述 性 质 在 形式 上 和 三 维 旋 量 相同 . 但 在 研究 复 共 轿 旋 量 时 , 就 有 了 
区 别 . 
在 非 相 对 论 性 理论 中 , 和 式 


Pp + (17.6) 


决定 粒子 的 空间 局 域 概率 密度 , 它 必须 是 标量 , 故 分 量 %e* 应 按 旋 量 的 协 变 分 
量变 换 ; 换 句 话说 , 变换 (17.1) 应 该 是 么 正 的 (a = 5*,8 = 一 y*). 但 在 相对 论 性 
理论 中 , 粒子 密度 不 是 标量 , 而 是 四 维 矢量 的 时 间 分 量 . 与 此 相 联 系 , 上 述 要 求 
不 再 满足 , 变换 系数 不 需要 满足 除 (17.2) 式 外 的 其 余 任 何 补充 条 件 . 四 个 复 量 
Q,8,7Y,6 在 条 件 (17.2) 下 等 价 于 8-2=6 个 实 参量 和 决定 四 维 坐标 系 一 个 
转动 所 需 的 角度 数目 一 致 (在 六 个 坐标 面 上 转动 ). 

这 样 , 复 共 轿 的 二 元 变换 是 完全 不 同 的 , 故 在 相对 论 性 理论 中 有 两 类 旋 
基 . 为 了 区 分 这 两 类 旋 量 , 按 慌 例 采用 一 种 专门 的 标记 : 按 (17.1) 式 的 复 共 斩 
公式 变换 的 旋 量 , 在 其 指标 上 方 加 点 ( 称 为 带 点 指标 ). 因此 , 按 定义 ， 


ne 人， (17.7) 


其 中 符号 ~ 表示 “被 变换 为 ”, 换 句 话说 ,“ 带 点 ” 旋 量 的 变换 公式 为 : 


















































ni a oni + Br712， 7 -7 乎 5*712. (17.8) 
升 高 和 降低 带 点 指标 的 运算 和 不 带 点 指标 按 同 样 方式 进行 ; 


家 二 仿 ， 圾 二 一 四 (17.9) 
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四 维 旋 量 在 空间 转动 下 的 行为 和 三 维 旋 量 相同 . 对 三 维 旋 量 , 我 们 知道 ， 
人 wm. 按 定义 (17.7), 四 维 旋 量 ms 在 转动 时 的 行为 和 三 维 反 变 旋 量 wy* 相 
同 . 故 协 变 分 量 wi 与 m; 对 应 着 1/2 自 旋 粒 子 自 旋 分 量 本 征 值 为 1/2 与 -172 
的 波 函 数 的 分 量 . 

高 秩 旋 量 定义 为 按 若 干 一 秩 旋 量 分 量 之 积 变换 的 量 的 集合 . 这 些 高 秩 旋 
量 的 指标 可 以 是 有 的 带 点 , 有 的 不 带 点 . 例如 , 可 以 有 下 面 三 类 二 秩 旋 量 : 











EB ELS, CE, NP ~ HE. 


因此 , 仅仅 给 出 一 个 旋 量 的 总 秩 数 还 不 能 唯一 地 确定 一 个 高 秩 旋 量 ; 必要 时 ， 
我 们 将 用 一 对 数 (k, D) 分 别 标明 不 带 点 指标 数 与 带 点 指标 数 以 便 明 确 标 明 这 
个 旋 量 的 秩 数 . 

由 于 变换 (17.1) 与 (17.8) 代数 上 是 独立 的 , 故 没 有 必要 指明 带 点 指标 与 
不 带 点 指标 的 次 序 (例如 , C8 和 “pa 两 个 旋 量 是 相同 的 ). 

为 使 理论 具有 不 变性 , 每 个 旋 量 方程 的 两 边 都 必须 包含 相同 数目 的 不 带 
点 指标 与 带 点 指标 , 否则 , 在 由 一 个 参考 系 过 滤 到 另 一 个 参考 系 的 时 候 , 等 式 
将 明显 遭 到 破坏 . 这 里 必须 记 住 , 取 复 共 生 意 味 着 交换 不 带 点 指标 与 带 点 指标 
因此 , 两 个 旋 量 之 间 的 关系 式 na8 = (£98)* 保持 不 变 

旋 量 或 旋 量 积 的 缩 并 只 能 对 同类 指标 ( 带 点 或 不 带 点 ) 成 对 地 进行 ; 一 对 
不 同类 指标 的 求 和 不 是 不 变 的 运算 . 因此 , 由 旋 量 


























Coaoa…ow 冯 应 (17.10) 


其 中 对 个 不 带 点 指标 与 1 个 带 点 指标 都 是 对 称 的 ) 就 不 可 能 构成 较 低 秩 的 
量 (由 于 对 旋 量 的 一 对 对 称 指标 进行 缩 并 的 结果 为 零 ), 因此 , 我 们 不 可 能 
量 (17.10) 构成 一 个 较 小 数目 的 线性 组 合 , 它们 在 群 的 每 一 变换 下 都 变换 为 它 
们 自身 的 线性 组 合 . 也 就 是 说 ， 对 称 四 维 旋 量 是 固有 洛 伦 效 群 不 可 约 表示 的 实 
现 . 每 个 不 可 约 表 示 都 可 用 一 对 数 (k,1) 标定 . 

由 于 每 个 旋 量 指标 可 取 两 个 值 , 所 以 存量 (17.10) 中 有 上 大 十 1 个 不 同 的 数 
组 选择 al aa … ,ax (含有 0,1,2,… ,kk 个 1 与 ,hk 一 1,…,0 个 2) 和 1+1 个 
不 同 数组 选择 记 , fp,… ,应 . 因此 , (k,7) 秩 对 称 旋 量 总 共有 (k 十 1)(1 十 1) 个 独 
立 分 景 ; 这 也 正 是 相应 的 不 可 约 表示 的 维 数 . 
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汪 完 





























有 一 个 带 点 指标 和 一 个 不 带 点 指标 的 旋 量 (ap 具有 2 x 2 = 4 个 独立 分 
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量 , 和 四 维 矢量 的 分 量 数 相同 . 很 明显 , 二 者 都 是 固有 洛 伦 兹 群 相同 不 可 约 表 
示 的 实现 . 它们 的 分 量 之 间 应 该 有 某 种 联系 . 

为 确立 这 种 联系 ,我们 先 考虑 三 维 情形 中 的 相应 联系 ,利用 三 维 旋 量 和 四 
维 旋 量 对 纯 空 间 转 动 的 行为 相同 这 个 事实 . 

对 三 维 旋 量 v3, 有 相应 的 公式 (参见 第 三 卷 857), 我 们 将 它 写成 如 下 形 
式 : 











= 了 (2 一 和 =3( 好 二 中 ) 
= 一 2 十) = 3( 旺 一 器 ) 

oO2+WD =3( 咀 一品 ) 
其 中 aasaw as 为 一 个 三 维 矢量 a 的 分 量 . 过 渡 到 四 维 情形 , $8 必须 换 成 C06， 
而 @y, @y, Gz ! ss - 一 个 四 维 矢 量 的 反 变 分 量 aol, a2, a3. a 
a0, 那么 其 形式 由 如 下 事实 是 很 明显 的 , 如 $17 指出 的 , 量 (17.6) 应 该 按 a? 
换 . 因此 an ~ C1 + C3, 其 中 比例 系数 的 确定 应 该 使 得 标量 CpGe4 和 标量 
2auar 三 2@? 相等 . 

这 样 , 我 们 就 得 到 下 列 对 应 公式 : 


a = (+), = SC 6), 


es | a | (18.1) 
pe 3 02) = 2 十 522)， 
其 逆 公 式 为 
ci = C7; = a3 + ao, C22 一 6 = a0 — a3， ed 
Cy = -Ci = a! — ia?, C2i 一 -Ga = ol 十 ia2， 
这 里 
人 0 (18.3) 
而 且 还 有 
686 = do. (18.4) 


这 是 由 于 二 秩 旋 量 Cs68 对 指标 ,7 是 反对 称 的 , 故 和 度 规 旋 量 成 正比 . 

旋 量 6*6 和 四 维 矢量 的 对 应 关系 是 下 述 一 般 规 则 的 一 个 特殊 情形 : 任何 
(5 有) 秩 的 对 称 旋 量 都 等 价 于 一 个 大 秩 对 称 且 不 可 约 ( 即 按 任何 一 对 指标 缩 并 
均 为 零 ) 的 四 维 张 量 . 
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旋 量 和 四 维 矢量 间 的 关系 可 以 通过 如 下 二 行 的 泡 利和 矩阵 写成 更 紧凑 的 形 


0 1 0 一 i 1 0 
of of | 人 | (18.5) 


如 果 将 有 上 升 指标 且 第 一 个 指标 不 带 点 的 量 C% 的 矩阵 用 符号 < 表示 , (18.2) 
式 就 可 写成 如 下 形式 

C=a:o+ad (18.6) 
(第 二 项 当然 指 的 是 a? 与 单位 矩阵 的 乘积 ). 其 逆 公 式 为 


a 一 5 (to), do = 5 人 (18.7) 


利用 公式 (18.6) 和 (18.7) 可 以 确立 四 维 矢量 和 旋 量 的 变换 规则 之 间 的 关 
系 , 并 因此 将 旋 量 的 变换 规则 用 四 维 坐标 系 的 转动 参数 表示 出 来 . 
我 们 将 旋 量 8 的 变换 写成 如 下 形式 : 


ca = (BE)®, Bs 下 (18.8) 

















其 中 了 是 由 二 元 变换 的 系数 构成 的 二 阶 和 矩阵 . 于 是 , 带 点 旋 量 的 变换 为 





ne = (B*7)8 = (nB+), (18.9) 


二 秩 旋 量 cp ~ (erp 的 变换 可 以 符号 地 写成 C= BCB+@. 对 于 无 限 小 变换 
B=1+ 入 ,其 中 入 为 一 小 矩阵 , 精确 到 一 级 小 量 时 , 我 们 有 


C=C+ (M+eA). (18.10) 


我 们 先 研究 参考 系 以 无 限 小 速度 5V 运动 时 的 洛 伦 兹 变换 (不 改变 空间 
坐标 轴 的 方向 ). 这 时 , 四 维 矢量 o = (a?,a) 以 如 下 方式 变换 


a’~a—a8V, a = 一 asV. (18.11) 
现在 , 我 们 用 到 (18.7) 式 . a? 的 变换 一 方面 可 写成 


/ 1 
oa0 =4 -aa 6Y=a -3tr(C0 say)， 





@ 为 简化 符号 , 作用 于 自 旋 变量 上 的 算 符 (矩阵 ) 用 不 带 帐 的 字母 表示 . 
@ 对 于 协 变 分 量 我 们 有 : 


é& = (Blé)a = (Ba Wh = (nB* 1)a (18.8a) 
因此 两 个 旋 量 之 积 csse 保持 不 变 . 
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另 一 方面 又 可 写成 
a0 = 3 C' = o0 十 5 (AC + CAt) = a0 十 ;tC 十 和 +). 
这 两 个 表示 式 必须 对 任意 5 值 都 是 相等 的 . 由 此 我 们 得 到 等 式 
A+ 和 =-o.6V. 
用 同样 的 方法 处 理 a 的 变换 , 我 们 得 到 


oM\+AMto = —6V. 





作为 和 的 方程 式 , 其 解 为 
A= A = -50.6V. 
因此 对 旋 量 6* 的 无 限 小 洛 伦 效 变换 有 和 矩阵 
B=1-— 0 .neV, (18.12) 


其 中 n 为 速度 5V 方向 上 的 单位 矢量 . 由 此 不 难 求 出 对 有 限 速 度 V 的 变换 . 
为 此 我 们 应 该 记得 , 洛 伦 兹 变换 在 几何 上 意味 着 四 维 坐 标 系 在 t、nw 平 面 内 转 
动 p 角 , po 和 速度 VV 的 关系 为 BS tanhw = TY 无 限 小 变换 则 对 应 角 gp = 8SV， 
而 转动 有 限 角 yp 是 将 转动 sp 重复 p/8p 次 . 将 算 符 (18.12) 自 乘 /8p 次 并 取 
极限 sop 一 0, 我 们 得 到 























dr 


B=—e-$"o. (18.13) 
这 个 算 符 的 数学 意义 通过 注意 到 如 下 事实 看 出 : 由 泡 利和 矩阵 的 人 性质: n.o 的 
所 有 偶 次 宕 都 等 于 1, 而 奇 次 窜 都 等 于 m:c. 由 于 双 曲 余弦 函数 和 双 曲 正弦 函 
数 展开 后 分 别 是 宗 量 的 偶 次 客 与 奇 次 医 , 我 们 最 后 得 到 
B= cosh 5 —n.:o sinh tanhy = V. (18.14) 
我 们 指出 , 洛 伦 北 变换 的 矩阵 B 是 厄 米 的 : B = BT+. 
现在 我 们 来 研究 空间 坐标 系 的 一 个 无 限 小 转动 . 三 维 矢量 @ 变换 如 下 : 
a =a— 60xa, (18.15) 
其 中 86 为 无 限 小 转动 角 矢量 . 旋 量 的 相应 变换 可 用 类 似 方 法 求 出 .但 在 此 没 
必要 这 样 做 , 因为 在 空间 转动 时 四 维 旋 量 的 行为 和 三 维 旋 量 的 完全 一 样 , 而 三 
维 旋 量 的 变换 由 自 旋 算 符 和 无 限 小 转动 算 符 的 一 般 关系 为 : 


B=1+ ic . 50. (18.16) 


外 在 包含 时 间 轴 的 平面 内 , 度 规 是 尾 欧 儿 里 得 的 . 
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过 渡 到 有 限 角 9 的 转动 类 似 于 从 (18.12) 到 (18.14) 的 过 渡 : 


i 0 0 
B=exp (Sn.o) = cos3 +in. osins, (18.17) 





其 中 m 为 转动 轴 的 单位 矢量 . 此 矩阵 是 么 正 的 (B+ = B-I, 空间 转动 本 应 
如 此 . 
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在 第 三 卷 中 阐述 旋 量 的 三 维 理 论 时 , 没有 考虑 旋 量 在 空间 反 演 下 的 行为 ， 
因为 在 非 相对 论 性 理论 中 , 这 不 会 导致 任何 新 的 物理 结果 . 现在 考察 这 个 问题 ， 
是 为 使 接 下 来 对 四 维 旋 量 反 演 性 质 的 分 析 更 为 清晰 明了 . 

反 演 运算 并 不 改变 自 旋 矢 量 (或 任何 轴 矢 量 ) 的 符号 , 因而 自 旋 分 量 s 的 
值 也 不 改变 . 由 此 得 出 , 旋 量 的 每 一 个 分 量 ye 在 反 演 时 只 能 变 为 自身 的 倍数 ， 
即 























oa — Py®, (19.1) 


其 中 忆 为 常 系数 . 反 演 两 次 , 就 问 到 原来 的 坐标 系 . 但 对 一 个 旋 量 , 回 到 初始 
位 置 可 以 有 两 种 不 同 的 看 法 : 看 成 坐标 系 转动 0° 或 360?. 这 两 种 定义 对 旋 量 
并 不 等 价 , 因为 ye 在 转动 360° 时 要 变 号 . 这 样 , 对 反 演 可 以 有 两 种 看 法 : 一 种 
是 








; (19.2) 

















而 另 一 种 是 
be (19.3) 


这 里 重要 的 是 要 指出 , 反 演 概念 对 一 切 旋 量 必须 有 同样 的 定义 .对 不 同 的 
旋 量 在 反 演 下 有 不 同 的 行为 ( 即 按 (19.2) 式 或 (19.3) 式 进行 变换 ) 是 不 允许 的 ， 
因为 那样 就 不 能 由 任意 一 对 旋 量 构成 标量 (或 用 标量 ): 如 果 旋 量 we 按 (19.2) 
式 变换 而 pu 按 (19.3) 式 变换 , 那么 量 yp 在 反 演 时 需 乘 以 + 而 不 是 保持 
不 变 (或 只 改变 符号 ). 

应 该 强调 指出 , 无 论 怎样 定义 反 演 , 给 旋 量 以 某 种 确定 的 宇 称 P 没有 绝 
对 的 意义 , 这 是 因为 坐标 系 转动 2x 时 旋 量 将 改变 符号 , 并 且 这 样 的 转动 总 是 
与 反 演 同时 进行 的 . 但 是 , 如 果 定 义 由 两 个 旋 量 组 成 的 标量 w*wps 的 宇 称 为 这 
两 个 旋 量 的 “相对 宇 称 ”, 则 因为 转动 2x 时 两 个 旋 量 同 时 改变 符号 , 与 此 相 联 
系 的 不 确定 性 并 不 影响 这 个 标量 的 宇 称 , 因而 , 两 个 旋 量 的 “相对 宇 称 ” 具 有 
绝对 意义 . 
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现在 我 们 继续 讨论 四 维 旋 量 . 

首先 我 们 指出 , 既然 反 演 只 改变 四 个 坐标 (t, 2,y,z) 中 三 个 (x,y,z) 指标 
的 符号 , 它 和 空间 转动 是 对 易 的 , 而 和 转动 + 轴 的 变换 是 不 对 易 的 . 如 果 是 
对 以 速度 Y 运动 的 参考 系 的 洛 伦 旅 变换 , 那么 BF = 户 P, 其 中 户 是 对 以 速 
度 _V 运动 的 参考 系 的 变换 

由 此 得 出 , 四 维 旋 量 te 的 分 量 在 反 演 变换 下 不 可 能 变换 成 它们 自身 的 们 
数 如 果 旋 量 ke 的 反 演 仍然 由 变换 (19.1) 给 出 ( 即 变换 用 一 个 和 单位 矩阵 成 
正比 的 矩阵 表示 ) 那么 它 显 然 应 该 和 每 个 洛 伦 效 变换 对 易 , 但 这 绝 不 可 能 ， 
为 算 符 了 和 户 在 作用 于 te 时 显然 是 不 同 的 ， 

因此 , 旋 量 ee 的 分 量 经 反 演变 换 的 结果 中 一 定 含有 其 它 量 . 这 样 的 量 只 
能 是 变换 性 质 和 te 不 同 的 某 个 别 的 旋 量 nw 的 分 量 . 由 于 反 演 不 改变 自 旋 的 
z 分 量 (如 上 所 述 ), 分 量 &1 与 &? 在 反 演 时 只 能 变 成 办 与 力 , 它们 分 别 对 应 相 
同 的 s。 = 与 a。 = -上 信 . 如 果 将 反 演 取 为 重复 两 次 结果 不 变 的 运算 , 那么 
其 效果 可 用 如 下 公式 表示 


























oN Te 一 6 (19.4) 


对 于 协 变 分 量 &。 和 反 变 分 量 92 而 言 , 这 种 变换 将 改变 符号 : 





弛 一 一 大 一 一 和 (19.4a) 


这 是 因为 降低 与 升 高 同一 指标 时 要 改变 符号 ,参见 (17.5) 与 (17.9) 式 @. 但 是 
如 果 将 反 演 的 含义 取 成 P2 = -1 则 其 作用 为 


6 一 jie， Na i (19.5) 


或 等 价 地 ， 
éa = ~in ,7 oi. (19.58) 


反 演 的 这 两 种 定义 之 间 存 在 一 定 的 差别 , 在 第 二 种 定义 的 反 演 下 , 复 共 
印 旋 量 以 相同 方式 变换 . 如 果 又 = 做, Tea = 上， 那么 根据 (19.5) 式 , 将 有 
3 一 -iFa, Fe 一 iS, 即 和 ea 的 变换 相同 . 而 在 按 (19.4) 式 定 义 的 反 
演 下 , 我 们 将 得 到 变换 5 一 8%*, Fa 一 5, 和 旋 量 co, ma 的 变换 比较 , 其 符 
号 是 相反 的 . 我 们 将 在 827 中 讨论 这 种 差别 的 一 些 可 能 的 物理 后 果 . 

加 当然 由 于 量 如 和 是 独立 的 , (19.4 的 定义 在 某 个 范围 内 是 任意 的 . 例如 , 假 
如 引入 一 个 新 的 旋 量 = eiina 代替 ma (19.4) 式 就 被 如 下 等 价 的 定义 代替 : 


Fa = eis7,, 




















个 一 时 全 
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下 面 我 们 将 采用 (19.5) 式 的 定义 进行 讨论 . 
我 们 知道 , 旋 量 £* 和 ma 对 转动 子 群 是 以 相同 方式 变换 的 , 取 其 组 合 


fa 在 Wa, (19.6) 


我 们 就 会 得 到 在 反 演 下 按 (19.1) 式 变换 的 量 , 且 已 = +i. 但 是 , 这 种 组 合 对 洛 
RR 一 样 . 

因此 , 为 将 反 演 包含 到 对 称 群 中 , 必须 同时 处 理 一 对 旋 量 (#°, ms), 这 样 的 
一 对 旋 量 叫 双 旋 量 ( 秩 为 1). 双 旋 量 的 四 个 分 量 构成 广义 洛 伦 兹 群 的 不 可 约 
表示 的 一 个 实现 . 

两 个 双 旋 量 (€*,ns) 和 (S*, Hs) 的 标量 积 可 以 用 两 种 方法 构成 . 量 


ES 4+ na He (19.7) 








对 反 演 是 不 变 的 , 因此 它 是 真 标量 ; 而 量 
é* Su — NaH® (19.8) 


在 四 维 坐标 系 的 转动 时 也 是 不 变 的 , 但 在 反 演 时 要 变 号 , 即 它 是 寿 标 量 . 
二 秩 旋 量 6% 也 可 以 用 两 种 方法 定义 . 车 用 如 下 变换 规则 


CB ~ Eo HA + Sem (19.9) 


来 定义 , 所 得 到 的 量 在 反 演 时 变换 如 下 





CHP ESC: (19.10) 


和 这 样 的 旋 量 等 价 的 四 维 矢量 ao, 根据 (18.1) 式 , 按照 (oo,a) 一 (a9, 一 a) 变 
换 , 即 它 是 真 四 维 矢量 , 而 三 维 矢 量 a 是 极 矢 量 . 
但 是 , 也 可 以 这 样 来 定义 Cs8 使 得 





CB ~ E88 ~ son, (19.11) 
这 时 名 
Co 一 -Cap (19.12) 
这 种 旋 量 对 应 一 个 四 维 矢 量 , 其 在 反 演 变换 下 (at,a) 一 (-a0,a), 即 它 是 一 个 
四 维 奢 矢量 (三 维 矢量 a 是 轴 矢 量 ). 


@ 必须 强调 的 是 , 变换 规则 (19.10) 和 (19.12) 右边 的 符号 不 同 , 由 于 等 式 的 两 边 是 
同一 旋 量 的 分 量 , 因而 它们 绝 不 是 等 价 的 (参见 本 节 的 上 一 脚注 ). 
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具有 同类 指标 的 二 秩 对 称 旋 量 按 下 面 的 变换 规则 定义 : 
6 3 1 (19.13) 


在 反 演 时 , 它们 相互 转换 : 
Ey (19.14) 

对 (So4, sp) 构成 一 个 二 秩 双 旋 量 , 其 独立 分 量 数 为 3 十 3 = 6; 四 维 二 秩 
反对 称 张 量 ax* 的 独立 分 量 数 也 是 这 么 多 . 因此 它们 之 间 应 该 存在 一 定 的 对 
应 关系 (二 者 都 是 广义 洛 伦 兹 群 的 等 价 不 可 约 表 示 的 实现 ). 

由 于 旋 量 E25 和 ms 对 固有 洛 伦 兹 群 的 变换 是 相互 独立 的 , 我 们 可 以 由 
四 维 张 量 ax 的 分 量 构 成 两 组 量 , 这 两 组 量 对 四 维 坐标 系 的 任何 转动 只 能 互 
相 变换 . 其 划分 方法 如 下 . 

定义 一 个 三 维 极 矢量 p 与 一 个 三 维 轴 矢 量 w 它们 和 四 维 张 量 ax 的 分 
量 之 间 的 关系 为 : 














=a 人 :二 
wz 二 | -2 人 (19.15) 

=py. Wy 0 一 az 

一 Dpz 一 0y Qnr 0 


其 中 (p,a) 是 一 种 我 们 用 于 标明 这 种 张 量 的 分 量 的 简明 记 法 . 而 ao = (Pa)， 
并 且 在 下 面 两 个 量 


1 1 
E Vv oT 
a 一 六 一 可 covo ， Q: 力 一 8euvpocQ QA 


中 , 第 一 个 是 标量 , 第 二 个 是 脐 标 量 ; 二 者 对 固有 洛 伦 兹 群 都 是 不 变 的 . 三 维 矢 
量 f=p 土 ia 的 平方 也 是 不 变 的 . 因此 , 对 于 矢量 广 , 四 维 空间 的 任何 转动 
都 等 价 于 三 维 空间 中 的 一 个 “转动 ”, 其 转动 的 角度 一 般 是 复 的 (四 维 空间 中 
的 六 个 转动 角 相 当 于 三 维系 统 的 三 个 复 “ 转 动 角 ” ). 空间 反 演 操作 改变 p 的 
符号 , 但 不 改变 a 的 符号 , 因而 它 使 矢量 f+ 和 一 了 ”互相 转换 . 这 些 矢量 的 分 
量 就 是 我 们 要 求 的 由 张 量 ai 的 分 量 构 成 的 两 组 量 . 

这 样 , 四 维 张 量 ok 的 分 量 和 旋 量 6%5、ns 之 间 的 对 应 关系 就 变 得 很 明 
显 . 由 于 将 空间 转动 作为 一 个 子 群 包含 在 洛 伦 效 群 中 ,此 旋 量 的 分 量 与 三 维 矢 
量 的 分 量 间 的 关系 应 该 和 三 维 旋 量 的 情形 相同 : 


内 = 2 后) 大 = 了 280， 于 =6 




















(19.16) 


] 加 i es 
fo =53 Ni), fy = 33+mi) fz = "ms 
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习 题 


试 推 导 偶 秩 旋 量 和 四 维 张 量 之 间 的 一 般 对 应 关系 . 

解 : 具有 偶数 十 1 秩 的 所 有 旋 量 是 广义 洛 伦 益 群 的 单 值 不 可 约 表 示 的 
实现 , 因而 等 价 于 按 同一 表示 变换 的 四 维 张 量 包 

一 个 (k,k) 秩 旋 量 在 反 演 时 按 下 式 变换 : 


这 样 的 一 个 旋 量 等 价 于 一 个 天 秩 对 称 不 可 约 四 维 张 量 , 这 个 张 量 是 真 张 量 还 
是 质 张 量 取决 于 (1) 式 中 的 符号 
组 成 双 旋 量 的 (有 ,1) 与 (1 有 秩 旋 量 在 反 演 下 变换 如 下 : 


一 个 一 有 
CD 和 (2) 


当 1 二 上 十 2 时 , 这 个 双 旋 量 等 价 于 天 十 2 秩 不 可 约 四 维 张 量 gjjvjpo..…, 这 个 张 
量 对 指标 [hv] 是 反对 称 的 而 对 其 余 所 有 指标 是 对 称 的 . 这 个 张 量 的 不 可 约 性 
意味 着 该 张 量 对 任意 一 对 指标 的 缩 并 为 零 ,将 任意 三 个 指标 配对 时 也 为 零 ( 即 
ENPqljylpa.…. 二 0); 这 后 一 条 件 又 意味 着 张 量 对 三 个 指标 (jw 和 其 余 任 何 一 
个 ) 循环 求 和 时 为 零 . 

当 1 二 十 4 时 , 该 双 旋 量 等 价 于 十 4 秩 不 可 约 四 维 张 量 llvplor.… 这 
个 张 量具 有 下 列 性 质 : 对 指标 [Ap] 与 [vp] 是 反对 称 的 而 对 所 有 其 余 指 标 则 是 
对 称 的 , 对 交换 [DA 和 [vp| 是 对 称 的 , 对 任何 一 对 指标 的 缩 并 以 及 将 任意 三 个 
指标 配对 时 均 为 零 . 

一 般 地 , 当 1 二 上 十 2n 时 , 双 旋 量 等 价 于 上 十 2n 秩 不 可 约 四 维 张 量 , 这 个 
张 量 对 no 对 指标 是 反对 称 的 , 而 对 其 余下 个 指标 是 对 称 的 . 在 这 种 分 类 法 中 ， 
不 出 现 对 更 大 数目 (三 个 , 四 个 , 等 等 ) 的 指标 反对 称 的 四 维 张 量 , 原因 很 明星: 
一 个 三 秩 反 对 称 张 量 等 价 (对 偶 ) 于 一 个 履 矢 量 , 而 四 秩 反 对 称 张 量 可 约 化 为 
一 个 标量 (正比 于 单位 矿 张 量 exp)i 所 以 , 在 四 维 空间 中 , 对 更 多 指标 反对 称 
是 不 可 能 











@ 奇数 秩 旋 量 是 群 的 双 值 表示 : 空间 转动 360° 旋 量变 号 , 因而 群 的 每 一 个 元 素 对 
应 着 符号 相反 的 两 个 矩阵 . 
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自 旋 二 的 糙 子 在 其 静止 参考 系 中 用 一 个 二 分 量 波 函 数 即 一 个 三 维族 量 
描述 . 其 “四 维 根 源 ”, 可 以 是 一 个 不 带 点 的 四 维 旋 量 , 也 可 以 是 一 个 带 点 的 
四 维 旋 量 . 这 两 种 四 维 旋 量 在 任 一 参考 系 的 粒子 描述 中 都 会 出 现 : 我 们 将 它 
们 标记 为 ge 与 wa@， 

对 自由 粒子 而 言 , 波动 方程 中 可 能 出 现 的 唯一 算 符 (如 在 810 中 已 经 指出 
的 ) 是 四 维 动量 算 符 所 , = 9,. 在 旋 量 写法 中 , 这 个 四 维 矢量 对 应 于 旋 量 算 符 
B68 并且 








全 1 二 Uj 二 加 十 次， := 人 i = 二 D0 一 PD， 
12 21 C20) 
DPD =—poi=pr—lpy, Pp -p12 = Pz 二 1py- 


波动 方程 是 用 算 符 5, 表示 的 旋 量 分 量 之 间 的 一 种 线性 微分 关系 . 由 相对 论 
不 变性 的 要 求 导出 如 下 方程 组 : 











oop 


p 


其 中 m 为 一 有 量 岗 的 常数 . 在 这 两 个 方程 中 引入 不 同 的 常数 mi 和 mz (或 改 
变 m 前 面 的 符号 ) 都 是 没有 意义 的 , 因为 通过 适当 地 变换 6 或 ns, 总 可 以 将 
方程 变 为 上 面 的 形式 . 

通过 将 由 (20.2) 的 第 二 个 方程 求 得 的 m3 代入 第 一 个 方程 , 可 以 消去 其 中 


一 个 旋 量 : 


716 二 mé®™, pu = ?7071p (20.2) 





rap 二 Pap7 en = mee 
名 n= bes = me 


由 (18.4) 式 , 加 08 5 = 总 3, 我 们 得 到 : 


(FF ~ m2?) = 0, (20.3) 





由 此 明显 可 见 , m 是 粒子 的 质量 . 

应 当 指出 , 在 波动 方程 中 引入 质量 意味 着 要 同时 考虑 两 个 旋 量 (ee 与 m4): 
只 用 一 个 旋 量 不 可 能 构成 包含 一 个 有 量 纲 参数 的 相对 论 不 变 的 方程 式 . 如 将 
空间 反 演 下 波 函 数 的 变换 定义 为 


P:é° — ina, Na 一 ié™. (20.4) 


D 一 不 一 秩 三 维 旋 量 也 可 “起 源 ” 于 较 高 奇数 秩 四 维 旋 量 , 在 静止 参考 系 中 , 这 个 
四 维 旋 量 对 于 一 对 或 数 对 指标 是 反对 称 的 . 但 是 , 这 会 导致 更 高 阶 的 方程 (参见 810 的 
第 三 个 脚注 ). 
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波动 方程 就 必然 对 空间 反 演 不 变 . 不 难看 出 , 进行 这 样 的 代 换 (并 同时 进行 代 
换 P28 一 公交 由 (20.1) 式 这 是 明显 的 ), (20.2) 式 的 两 个 方程 将 互 换 . 在 反 演变 
换 下 能 够 互 换 的 两 个 旋 量 构成 一 个 四 分 量 的 量 , 即 一 个 双 旋 量 . 

由 方程 组 (20.2) 表示 的 相对 论 性 波动 方程 称 为 狄 拉克 方程 ( 它 是 由 狄 拉 
克 在 1928 年 建立 的 )， 为 进一步 研究 和 应 用 这 个 方程 , 我 们 来 看 看 它 的 各 种 
形式 . 

利用 公式 (18.6), 我 们 将 方程 (20.2) 改写 成 


(P+PB:on=mt, (bo~-p.o)t= mn. (20.5) 


其 中 符号 & 与 5 标记 二 分 量 的 量 一 一 旋 量 


本 人 7 = 的 (20.6) 
€ 2 


(第 一 个 有 上 指标 , 而 第 二 个 有 下 指标 ), 今后 矩阵 o 乘 以 任何 一 个 二 分 量 的 量 
了 , 均 按 通常 的 矩阵 法 则 相 乘 : 








(of)a 一 Gap fp. (20.7) 


2 


为 今后 引用 方便 起 见 , 我 们 再 一 次 写 出 泡 利 矩阵 : 


0 1 1 条 驳 
5 "(| el 的 Ee 


条 写成 时 列 的 形式 人 】 意味 着 中 的 -和 都 与 /的 避 列 相 科 


其 基本 性 质 为 : 
TiOk 二 OkROi = Dik, GioOk = ieip1o! + ik (20.9) 
(参见 第 三 卷 355). 
我 们 还 要 写 出 由 旋 量 
和 全 = 人 = 人 (人 (20.10) 


构成 的 复 共 轿 波 函数 满足 的 波动 方程 , 由 于 所 有 算 符 5B, 都 含有 因子 i 所 以 
说 = 一 PU. 方程 (20.5) 两 边 取 复 共 罗 时 还 必须 考 虚 到 , 由 于 矩阵 o 是 尼 米 的 


(0* = 0), 


(gf) aapj65 一 万 apu = (f*0o)o, 
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结果 得 到 如 下 形式 的 方程 : 
T+Po)= -me, FB-Do0)= my. (20.11) 


这 种 写法 的 意思 是 算 符 矶 作用 在 它 左面 的 函数 上 . 将 &* 和 写成 横行 是 为 
了 和 这 两 个 方程 中 的 抢 阵 乘法 一 致 : 太 的 行 与 矩阵 o 的 列 相 乘 : 


(f*o)a = f80pa: (20.12) 





cz 的 反 演 变换 则 定义 为 变换 (20.4) 的 复 共 斩 : 


Pi:é® oo in i (20.13) 
821 狄 拉 克 方 程 的 对 称 形式 


狄 拉克 方程 的 旋 量 形式 是 最 自然 的 形式 , 因为 它 最 直接 地 表现 了 相对 论 
不 变性 , 但 在 具体 应 用 中 , 波动 方程 的 其 它 形式 可 能 更 加 方便 , 它 可 通过 另行 
选择 波 函 数 的 四 个 独立 分 量 来 得 到 . 
我 们 用 符号 多 (其 分 量 为 ,i = 1,2,3,4) 标记 四 分 量 的 波 函 数 , 在 旋 量 
示 中 , 这 就 是 双 旋 量 
消 = | (21.1) 
7 


但 是 , 同样 可 以 选择 旋 量 上 和 7 的 分 量 的 任何 线性 独立 组 合作 为 % 的 独立 分 
量 @., 这 时 , 只 有 么 正 性 条 件 能 限制 所 容许 的 线性 变换 , 这 种 变换 使 得 由 你 和 
Ww* 组 成 的 双 线 性 形式 保持 不 变 (828). 

在 任意 选择 分 量 的 一 般 情形 下 , 狄 拉 克 方 程 可 取 为 如 下 形式 : 





DY WE = mp 





其 中 ?= 0,1,2,3) 是 某 四 阶 和 矩阵 ( 狄 拉 克 和 矩阵 ). 通常 我 们 略 去 矩阵 指标 , 将 
此 方程 写成 符号 形式 : 





OP- my =0, ee 
其 中 
op 
DY a 


@ 为 简洁 计 , 我 们 将 四 分 量 量 少 在 其 非 旋 量 表示 中 也 称 为 双 旋 量 . 





821 狄 拉克 方程 的 对 称 形 式 2 





例如 , 当 w 的 分 量 为 (21.1) 式 时 , 方程 的 旋 量 形式 所 对 应 的 抢 阵 为 马 


0 1 0 一 人 
a We | 人 


只 要 把 方程 (20.5) 写成 如 下 形式 


( 0 | 
Po—p:o 0 7 1 


并 和 (21.2) 式 比较 , 就 不 难看 出 这 一 点 . 

在 一 般 情形 下 , y 矩阵 需要 满足 一 些 条 件 以 保证 而 = ma. 为 求 出 这 些 条 
件 , 对 方程 (21.2) 左 乘 以 ?分 

VB) YD) = mB NY = my. 
由 于 入 t 为 对 称 张 量 (所 有 的 六, 算 符 都 对 易 ), 这 个 等 式 可 改写 成 
5B + yy) = my, 
因此 , 我 们 必须 有 
YY + = 29. Se 

因此 , 任何 两 个 不 同 的 y* 矩阵 都 必须 是 反对 易 的 , 而 各 个 矩阵 的 平方 为 








0 (21.5) 


当 对 少 的 分 量 进行 任何 么 正 变换 (Ww = UW, 其 中 7 为 四 行 么 正 矩阵 ) 时 ， 
矩阵 + 按 下 式 变换 
~ 二 UU-! = UUT | (21.6) 
(因而 方程 (六 一 mm) = 0 变 为 (从 一 四 W = 0) 对 易 关系 (21.4) 当然 保持 
不 变 . 
(21.3) 的 矩阵 9 是 厄 米 的 , 而 矩阵 y 是 反 厄 米 的 . 这 些 性 质 在 进行 任何 
么 正 变 换 (21.6) 下 保持 不 变 , 因此 我 们 总 有 包 : 


TY 全 


包 今 后 , 我 们 利用 二 阶 甜 阵 简化 四 阶 和 矩阵 的 写法 : (21.3) 式 中 的 每 一 个 符号 都 是 二 
阶 和 矩阵 . 
@ 这 两 个 方程 可 合并 为 











yy (21.7a) 
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我 们 还 要 给 出 复 共 斩 函 数 wr* 的 方程 . 取 方 程 (21.2) 的 复 共 思 ,并 利用 性 
质 (21.7), 我 们 得 到 


(7 一 合子 一 加) 入 = 0. 


按照 YY* = op 来 移动 y*, 然后 对 整个 方程 右 乘 以 70, 由 于 yy? = 一 y9y， 
并 借助 于 新 的 双 旋 量 

P= = YYy, (21.8) 
我 们 得 到 结果 为 

$B+m) =0. (21.9) 
如 (21.11) 式 一 样 , 此 处 算 符 分 也 作用 在 其 左边 的 函数 上 . 函数 光 称 为 的 狗 
拉克 共 思 (或 相对 论 性 共 轿 ) 函数 . 按 定 义 , 因子 7 的 作用 是 (在 旋 量 表示 中 ) 
旋 量 &* 和 六 对 换 ; 因此 ,区 = (7 人 6) 中 第 一 个 旋 量 是 不 带 点 的 (和 中 一 样 )， 
而 第 二 个 旋 量 是 带 点 的 . 由 于 这 个 原因 , 和 w* 相 比 较 ,y 是 更 为 自然 的 “ 伴 
但” ; 例如 , 它们 一 起 在 各 种 双 线 性 组 合 中 出 现 ( 见 $28). 
波 函 数 的 反 演 变换 可 写成 





P:y oiyy, y= -iyy. (21.10) 
在 的 旋 量 表示 中 ,和 矩阵 y? 将 分 量 & 和 7 对 换 , 在 反 演 时 本 应 如 此 . 在 一 般 情 
形 下 , 狄 拉克 方程 在 变换 (21.10) 下 的 不 变性 是 直接 明显 的 : 在 方程 (21.2) 中 
同时 进行 代 换 请 一 -和 ww 一 iyo%vy, 我 们 有 

(oy +B Ym = 0. 
对 此 方程 左 乘 以 y? 并 考虑 到 y? 和 反对 易 , 就 回 到 了 原 方程 . 

对 方程 (个 -mm) 东 =0 左 乘 以 炒 对 方程 VO 人 +m) = 0 右 乘 以 妙 再 将 它 

们 相 加 , 我 们 得 到 





py (By) 灶 (Dp) yy = pb (Vy) = 0, 


其 中 的 括号 指明 算 符 公 所 作用 的 函数 . 这 个 方程 具有 连续 性 方程 0,7* = 0 的 
形式 , 因而 量 





j= = (VY, YY) (21.11) 
为 粒子 的 流 密度 四 维 矢量 . 我 们 指出 其 时 间 分 量 j?= ww*w 是 正定 的 . 
犹 拉 克 方 程 可 以 表示 成 对 时 间 微 商 的 形式 : 


ye (21.12) 





821 狱 拉 克 方 程 的 对 称 形式 .77T 


其 中 的 豆 为 粒子 的 哈密 顿 量 电 . 为 了 得 到 这 个 形式 , 只 需 对 方程 (21.2) 左 乘 
以 y. 哈密 顿 量 的 表示 式 为 


五 一 a :分 十 DOmm， (21.13) 
其 中 
Ga 一 TY， f= (21.14) 
“为 相关 和 矩阵 的 惯用 符号 . 
我 们 注意 到 ， 
oa 十 akai 一 20， Pa+ad=0 8 =1， (21.15) 





即 所 有 和 矩阵 a、B 都 是 互相 反对 易 的 , 而 它们 的 平方 都 是 单位 年 阵 ; 并 且 它 们 
都 是 厄 米 的 . 在 旋 量 表示 中 ， 


o 0 0 1 
le lt 


在 低速 极限 的 情形 下 , 和 非 相 对 论 性 理论 中 一 样 ,粒子 应 该 只 用 一 个 二 分 
量 的 旋 量 描述 . 实际 上 , 在 方程 (20.5) 中 取 极 限 p 一 0,e 一 m, 得 到 ££ 二, 妈 
构成 双 旋 量 的 两 个 旋 量 完全 相等 . 但 是 , 这 显示 出 狄 拉克 方程 旋 量 形式 的 一 个 
缺点 : 在 上 述 极限 情形 下 , w 的 四 个 分 量 都 不 为 零 , 尽管 实际 上 其 中 只 有 两 个 
是 独立 的 . 波 函 数 儿 更 方便 的 表述 应 该 是 在 低速 极限 下 其 中 两 个 分 量 为 零 . 
为 此 , 我 们 用 线性 组 合 和 x 


二 二 本 


来 荐 代 上 和 7. 这 时 , 对 静止 的 粒子 , x = 0. y 的 这 种 表示 我 们 称 之 为 标准 表 
示 . 在 反 演 时 , p 和 x 按 下 式 变 换 : 


忆 :p 一 ip， YX 一 一 iX. (21.18) 


对 方程 组 (20.5) 进行 加 减 , 就 得 到 对 yp 和 X 的 方程 组 : 





Bp -Box=mp, ~fox+D: op= mx. (21.19) 


名 零 自 旋 粒 子 的 波动 方程 不 能 写成 这 种 形式 : 对 标量 少 的 方程 (10.5) 是 时 间 的 二 
阶 方程 , 而 对 五 分 量 (w,wpy) 的 一 阶 方程 组 (10.4) 不 包含 所 有 分 量 对 时 间 的 微 商 . 
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由 此 可 见 , 标准 表示 对 应 的 矩阵 为 


oa。_ {1 0 了 0 Cr 二 是 0 Cr 
Y =p-( | | 1 (: (21.20) 


由 于 (21.17) 式 中 & 和 的 第 一 个 和 第 二 个 分 量 分 别 相 加 , 所 以 , 和 旋 量 
表示 一 样 , 在 标准 表示 中 , 分 量 和 也 对 应 着 自 旋 分 量 的 本 征 值 + 而 
和 wa 对 应 着 -了 因此 , 如 引入 矩阵 


oo 0 
| - (21.21) 


那么 , 在 两 种 表示 中 , 矩阵 3 都 是 一 个 三 维 自 旋 算 符 : 当 总 作用 在 只 包含 
分 量 办 、 沪 或 如、 各 的 双 旋 量 上 时 , 该 双 旋 量 就 乘 以 + 或 Se 在 任 三 束 


2 
示 中 , 矩阵 (21.21) 都 可 写成 








= -ay = -ja xa (21.22) 
(3 的 定义 参看 下 面 的 (22.14) 式 ). 
习 题 


1. 求 波 函 数 在 无 限 小 洛 伦 兹 变换 和 无 限 小 空间 转动 下 的 变换 公式 . 
解 : 在 小 的 旋 量 表示 中 , 无 限 小 洛 伦 放 变换 给 出 


如 一 (jj 7 = (1+308V)" 
(参见 (18.8), (18.8a), (18.12) 式 ). 这 两 个 公式 可 以 合并 写成 
y= ( -jo sy】 区 (1) 
类 似 地 , 无 限 小 转动 下 的 变换 为 
VW = (1+32.%0) 幼 (2) 


公式 的 这 种 形式 在 四 的 任何 表象 中 都 是 正确 的 , 只 要 a 和 允 为 同一 表象 中 
的 矩阵 . 
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容易 证 明 , 给 阵 a 与 允 是 一 个 反对 称 “ 矩 阵 四 维 张 量 ”的 分 量 : 
oF = 5 一 TY = (a,iD) 


(分 量 按 规则 (19.15) 排列 ). 再 引入 无 限 小 反对 称 张 量 Se 上 = (5V,89). 我 们 
有 
oF ew = 2i5 .680— 2a.6V 


且 公 式 (1) 与 (2) 两 式 可 统一 写成 如 下 形式 
= ( 注 ; oe ) wp. (3) 


2. 在 一 个 表示 中 写 出 犹 拉 克 方 程 , 使 其 不 包含 应 的 系数 (FE. Majorana,， 
1937). 
解 : 在 标准 表示 中 , 方程 





WW 
( oD eg +timp) Re 


中 只 有 矩阵 ow 与 i6 为 应 量 . 这 些 席 量 可 通过 这 禅 一 个 变换 风 = UW 消除 ,这 
个 变换 使 唐 短 阵 ay 和 实 短 阵 8 对 换 . 为 此 必须 取 


1 
V= w+h)=07 
于 是 
aa = UQsU = 一 ao ,=p, 0 = 一 Qz， P' = oy, 
并 且 狄 拉克 方程 变 为 


09 0 0 ， Re. 
(训话 +8 训 -os 站 +imoy) 三 :0， 


其 中 所 有 的 系数 都 是 实 的 . 
822 狄 拉克 矩阵 代数 


在 用 到 犹 拉克 方程 的 计算 中 , 7 矩阵 会 反复 出 现 , 而 和 它 在 特定 表示 中 的 
具体 形式 无 关 . 含有 这 些 矩 阵 的 运算 规则 完全 由 对 易 关 系 


Te 十 和 2g 和 0123 (22.1) 
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给 定 , 对 易 关 系 决 定 了 这 些 矩 阵 的 普遍 性 质 . 

在 本 节 中 , 我 们 将 给 出 + 矩阵 代数 的 一 系列 公式 和 规则 , 它们 在 各 种 运算 
中 将 会 用 到 . 

7 和 矩阵 和 其 自身 的 “标量 积 ” 是 gw = 4. 为 简洁 计 , 类 似 于 四 维 矢 量 
的 协 变 分 量 , 引信 标 记 和 = guwY”. 于 是 





32 二 二 (22.2) 


如 果 和 矩阵 和 和 yz 被 一 个 或 几 个 y 因子 分 隔 开 , 那么 可 以 利用 法 则 (22.1), 通 
过 因子 的 一 次 或 几 次 互 换 位 置 而 使 % 和 yr 相 邻 , 然后 按照 (22.2) 式 对 js 求 
和 . 用 这 个 方法 可 以 得 到 下 列 公式 : 


























Ti 三 一 2 
YY YY = 4g9™, 
(22.3) 
TiT YIN = 27YY, 
Wr 
因子 %,… 通常 以 “标量 积 ”@ 的 形式 出 现在 与 各 种 四 维和 拓 量 的 组 合 中 : 


Ya = Yop (22.4) 





用 此 标量 积 , 公式 (22.1) 可 写成 : 
(oy) (by) + (bY)(ay) =2(ab), (ay)(ay) = 0 (22.5) 
而 公式 (22.3) 则 可 写成 


Yulay)Y = —2(07), 
Yu (a (bY = 4(0d), 
Yu (oy (bY ey) = —2(c7) (5) a), 
Yu(ay) (by) ey) dy) = 2l(dy)(ay) (0 (ey) + (ey) LY) ay) adm}. 


(22.6) 


一 个 常用 的 运算 是 求 若干 个 7 矩阵 的 乘积 之 阵 迹 . 我 们 来 研究 量 


1 
TUapa…pn = 了 (CAawyAa TYpr)， (22.7) 





@ 在 本 书 的 这 一 版 中 , 对 这 种 乘积 我 们 没有 用 任何 专门 的 符号 表示 , 在 文献 中 常 
常用 带 帽 字母 或 加 重 字母 表示 . 
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根据 矩阵 乘积 之 阵 迹 的 已 知性 质 , 这 个 张 量 对 指标 ji, po，,… ,pn 的 循环 交换 
是 对 称 的. 
由 于 矩阵 在 任意 参考 系 中 都 有 相同 形式 , 量 了 也 和 和 参考 系 的 选择 无 关 ， 
因此 它们 构成 一 个 可 以 只 用 同样 具有 这 个 性 质 的 度 规 张 量 gj 表示 的 张 量 . 
但 是 , 由 二 秩 张 量 gy 只 能 构成 偶 牧 张 量 . 由 此 立即 得 出 , 任何 奇数 个 7 
因子 的 乘积 之 阵 迹 等 于 零 . 特别 是 , 每 一 个 7 的 阵 迹 都 等 于 零 吕 : 




















try* =0. (22.8) 


单位 四 阶 和 矩阵 (对 易 关 系 (22.1) 右边 的 抢 阵 ) 的 阵 迹 为 4. 对 (22.1) 式 两 
边 取 阵 迹 , 我 们 求 出 
了 二 9 (22.9) 
四 个 矩阵 乘积 之 阵 迹 为 
TWP 一 gg ~ gg + gog, (22.10) 
这 个 公式 可 以 这 样 推 出 , 例如 , 利用 对 易 关系 (22.1) 将 try*y*y*7y? 中 的 因子 
?> 换 到 右边 , 每 换 位 一 次 , 在 (22.10) 中 就 出 现 一 项 : 








全 AUZP -一 20ALT 2 一 THUAZP -一 29gA4g72 — THWP. 


全 部 换 位 后 , 右边 镜 下 -TH = -Two 再 把 它 移 到 左边 . 用 这 种 方法 , 六 个 
7 乘积 之 阵 迹 就 化 为 四 个 7 乘积 之 阵 迹 , 等 等 . 例如 ， 


TrpoT = OATYPoT gwYTHAPoT TT 





—g*" THPT + gN Tuo. (22.11) 
从 以 上 公式 可 明显 地 看 出 , 只 要 每 个 矩阵 yy1,… 在 乘积 中 出 现 偶数 次 ， 


阵 迹 TY… 就 都 是 实 的 且 不 为 零 . 我 们 也 不 难 发 现 , 当 全 部 因子 的 次 序 颠 倒 过 
来 时 , 阵 迹 并 不 改变 : 





Tpo 2 ToP HX (22.12) 


如 上 所 述 , 因子 7y 通常 出 现在 同 各 种 四 维 矢 量 的 “标量 积 ”中 . 在 这 种 情 
况 下 , 像 公式 (22.9) 和 (22.10), 就 意味 着 


Ttr (on)(6) = ab, 
(22.13) 


Itr (oy) (eV(ey) (dy) = (abjtcog) ~ (ac) (bd) + (ad) (be). 


和 矩阵 的 阵 迹 对 变换 y = UyU-! 是 不 变 的 . 因此 , 结果 (22.8) 从 和 抢 阵 的 具体 表示 
(21.3) 看 是 很 明显 的 . 
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乘积 yoy17273 起 着 特别 重要 的 作用 . 对 它 通常 采用 一 个 专门 的 标记 : 


~ = yy yy 


容易 看 出 ， 
FY =0 (y=1, 
即 和 矩阵 和 和 所 有 的 y+ 反对 易 . 对 和 矩阵 a 与 8, 规则 为 


of -ya=0, By +YO=0 


(和 a 的 可 对 易 性 是 由 于 a = ?707 为 两 个 矩阵 y+ 的 乘积 ). 





和 矩阵 入 是 厄 米 的 , 实际 上 


0 三 iySty2t yttyot 一 这 272 


有 
既然 从 序列 3210 变 到 序列 0123 要 经 过 偶数 次 换 位 , 所 以 


t+ = 5. 


这 个 矩阵 在 两 个 特别 表示 中 的 形式 为 : 


0 1 
0 一 1 
祭 准 型 ”区 == 
标准 7 (2 
和 矩阵 区 的 阵 迹 为 零 ; 
trys =0 


(22.14) 


(22.15) 


(22.16) 


(22.17) 


(22.18) 


(22.19) 


(这 从 (22.18) 式 看 , 是 很 明显 的 ). 乘积 yxy” 之 阵 迹 也 等 于 零 . 而 对 入 和 4 


个 因子 xy 的 乘积 , 我 们 有 
1 
TY YY 一 ie 


我 们 指出 还 有 公式 : 


YN = iys (Ya)(Y2) (Yo), N* = EYP a bvcp, 


对 相互 正 交 的 四 维 矢 量 a,b,c(ab = ac = be = 0) 是 正确 的 . 








(22.20) 


(22.21) 


在 某 些 情形 下 (包含 非 相 对 论 性 粒子 的 问题 ), 可 能 需要 计算 分 别 含有 7 
和 三 维 “矢量 ”7 的 乘积 之 阵 迹 . 只 有 偶数 个 因子 ?0 与 7 的 乘积 之 阵 迹 不 为 
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零 . 这 时 所 有 的 因子 7 变 为 1, 而 且 有 两 个 与 四 个 因子 7 的 乘积 之 阵 迹 分 别 
由 下 列 公式 给 出 : 





itr (a (bm) = ab | 


itr(a BTic Md N= (0 bed - (a. d+ (od)(b.o). 
(22.22) 


823 平面 波 


一 个 动量 与 能 量具 有 确定 值 的 自由 粒子 的 状态 用 如 下 形式 


























1 . 
Wp = ye (23.1) 
的 平面 波 描 述 . 下 标 p 表示 四 维 动量 的 值 ; 波幅 wj 为 一 个 适当 归 一 化 的 双 
旋 量 . 
在 进一步 二 次 量子 化 时 , 我 们 不 仅 需 要 (23.1) 形式 的 波 函 数 , 而 且 还 需要 
“ 负 频 率 ” 的 波 洋 数 , 正如 811 所 述 , 在 相对 论 性 理论 中 出 现 “ 负 频率 ”的 波 
渭 数 是 由 于 根 的 双 值 性 土 Vp? 十 m2. 如 在 $11 那样 , 我 们 将 把 = 理解 为 正 量 
= 一 十 Vz2 十 ma 而 “ 负 频 率 ” 为 -e; 改变 p 的 符号 我 们 得 到 一 个 函数 , 自然 
将 其 记 作 罗 六 


























1 六 
Wp = i (23.2) 
这 两 个 函数 的 含义 将 在 826 中 解释 、 下 面 我 们 将 平行 地 写 出 办 与 小 y 的 
公式 . 


双 旋 量 波幅 ww 和 w_j 的 分 量 满足 代数 方程 组 
(Pp~m)up=0, (+m)u-p=0, (23.3) 
这 些 方程 组 是 通过 将 (23.1) 式 与 (23.2) 式 代 入 狄 拉克 方程 得 到 的 (这 等 价 于 


在 狄 拉克 方程 中 用 +p 代替 算 符 六 )@9. p? = m? 是 和 这 一 对 方程 中 每 一 个 相 
容 的 条 件 . 我 们 将 始终 用 如 下 不 变性 条 件 对 双 旋 量 波幅 归 一 化 


Upup =2m, Upup = —2m (23.4) 


包 对 复 共 轿 函 数 , 也 可 根据 狄 拉 殉 方 程 (21.9) 写 出 类 似 的 方程 组 : 


ip 人 (2 一 mr) 王 0， Vp Pim)=0. (23.3a) 
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(此 处 和 别处 一 样 , 用 字母 上 上 方 加 一 短 划 标记 狭 拉 克 共 斩 : 五 = w*7y9)， 对 方程 
(23.3) 左 乘 以 zip, 得 到 (zyutpjp = 2m2 = 202, 由 此 可 见 ， 

















UpYup = UpyUyp = 2p (23.5) 


我 们 看 到 , 从 对 wy 的 公式 过 渡 到 对 wy 的 公式 仅 需 改变 m 的 符号 . 
四 维 流 密度 矢量 为 : 





i 1 也 
了 三 WpTYW+p = 元 三 p7utp = 二， (23.6) 


即 j# = (lo) 其 中 v= P/e 为 粒子 的 速度 . 由 此 可 见 , 区 数 多 归 一 化 为 “了 =1 
的 体积 中 有 一 个 粒子 ”. 

方程 (23.3) 表明 , 波幅 的 分 量 是 相互 有 关系 的 , 这 种 关系 的 具体 形式 当然 
依赖 于 如 何 选取 yy 的 表示 . 下 面 我 们 对 标准 表示 求 这 种 关系 . 

由 方程 (21.19), 对 平面 波 我 们 有 





(一 mp 一 2Dp:oXx 三 0， (e+m)x~-p:op=0. (23.7) 
由 这 些 等 式 我 们 求 出 yo 与 x 之 间 的 两 个 等 价 的 关系 式 : 


有 CO 2 C 
7 二 23.8 


(这 两 个 公式 的 等 价 性 很 明显 : 对 其 中 第 一 个 等 式 左 乘 以 p.o/(e 十 m); 考虑 到 
(p07=p? 和 2 一 m? =p? 就 得 到 第 二 个 等 式 ) 2 与 X 中 公共 内 子 的 选择 
应 该 满足 归 一 化 条 件 (23.4). 结果 , 对 wy (以 及 类 似 地 对 w_p) 我 们 得 到 下 列表 
示 式 : 











go ( E 十 maw | 本 | (23.9) 
VEe— mMm(n:o)w E+ mw 


(第 二 个 公式 是 通过 改变 第 一 个 公式 中 m 前 的 符号 并 进行 代 换 ww 一 (ma ez) 
得 到 的 ). 其 中 m 为 矢量 p 的 基 矢 , 而 w 为 仅 满足 归 一 化 条 件 的 任意 二 分 量 
的 量 ， 


ww = 1. : (23.10) 
对 五 = wmy0 (70 按 (21.20) 式 ), 我 们 有 
Up = (VE+ MY, —VE — mw (no)), 
五 一 (VE 一 mo 人 (nm ah) 一 VE 十 TU 


(23.11) 
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两 式 相 乘 , 以 证 实 一 定 有 区 pu+p = 土 2m. 
在 静止 参考 系 中 , e = m, 我 们 有 





“vm(Y), “va (0 ) (23.12) 


即 w 为 三 维 旋 量 , 在 非 相 对 论 极限 下 , 每 一 个 波 的 振幅 都 简化 为 w. 我 们 看 
到 , 在 静止 参考 系 中 , 双 旋 量 w_p 中 为 零 的 是 前 两 个 分 量 , 而 不 是 后 两 个 分 量 . 
有 “人 负 频 率 ” 解 的 狄 拉克 方程 的 解 的 这 个 性 质 是 很 明显 的 : 在 (23.7) 式 中 了 到 
p= 二 0 并 进行 代 换 se 一 -~-m, 就 得 到 o = 0@. 

平面 波 的 振幅 包含 一 个 任意 的 二 分 量 的 量 . 因此 , 对 给 定 的 动量 ,有 两 个 
独立 的 态 , 对 应 于 自 旋 分 量 的 两 个 可 能 值 . 但 是 , 在 任意 > 轴 二 的 自 旋 分 量 不 
可 能 有 确定 值 . 这 是 很 显然 的 , 因为 具有 一 定 p 的 粒子 的 哈密 顿 算 符 ( 即 矩 阵 
互 二 QPp 十 Bm) 和 和 矩阵 = -iazay 是 不 对 易 的 . 然而 , 按照 816 的 一 般 结 
论 , 螺旋 性 和 一 一 自 旋 在 p 方向 上 的 分 量 是 守恒 量 : 哈密 顿 算 答 和 矩阵 n. 允 
对 易 . 

在 螺旋 性 态 对 应 的 平面 波 中 , 三 维 旋 量 w = w(n) 是 算 符 n.o 的 一 个 
本 征 函 数 : 





;>(n J (23.13) 
这 两 个 旋 量 的 明显 形式 为 
erip/2 cos 一 erip/2 sin 
CO=I1/2) 一 ， w=-1/2) = 7 ， (23.14) 
ei2/2 sin eie/2 cog 本 


其 中 0 与 9 为 方向 mn 相对 固定 坐标 轴 zyz 的 极 角 和 方位 角 @. 

给 定 p 的 自由 粒子 的 两 个 独立 状态 的 另 一 种 可 能 的 选择 (比较 简单 , 但 
不 太 直观 ), 是 让 它们 对 应 静止 参考 系 中 的 自 旋 z 方向 投影 的 两 个 值 , 自 旋 z 
方向 投影 用 o 标记 . 相应 的 旋 量 为 : 


Ac=L/2) 一 四 ， ac=-L2 ~ ® : (23.15) 


作为 有 “ 负 频 率 ” 的 两 个 线性 独立 的 解 , 我 们 了 到 其 三 维 旋 量 为 
Ww) = oyw 7) 一 2oito(c) (23.16) 


巴 在 旋 量 表示 中 我 们 有 & = 一 n 而 不 是 &=”, 后 者 对 静止 系 中 “ 正 频 率 ” 的 解 是 正 
确 的 . 
@ 方程 (23.13) 的 解 可 以 乘 以 任意 相 因子 ,这 和 绕 方 向 m 可 以 任意 转动 相 联系 . 
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的 平面 波 (这 种 选择 的 含义 将 在 826 中 解释 ). 

可 以 找到 这 样 一 种 平面 波 的 表示 , 其 中 平面 波 在 任何 参考 系 (不 只 是 静 
止 参考 系 ) 都 具有 两 个 分 量 对 应 着 同一 物理 量 (在 静止 参考 系 是 自 旋 分 量 ) 的 
两 个 确定 值 (L. Foldy, S. A. Wouthuysen, 1950). 

从 标准 表示 中 的 振幅 wp (23.9) 出 发 , 我 们 来 求 这 种 表示 的 么 正 变换 : 





Ry awWwYyn 
Uy = Up, U=e > 








其 中 多 为 实 的 量 ; 既然 Yt = 一 7, 自然 就 有 UT = UT1. 展 成 级 数 并 考虑 到 
(Ym)? = 一 1,U 可 以 表示 成 


U=cosW+i+YyY:nsinW 


(比较 从 (18.13) 式 到 (18.14) 式 的 推导 ). 要 求 变换 振幅 wz 中 第 二 分 量 为 零 的 
条 件 给 出 








tan W = -四 
m+e 
因而 
a a) 
在 新 的 表示 中 ， 
“人 (让 (23.17) 


在 这 个 表示 中 , 粒子 的 哈密 顿 算 符 取 如 下 形式 : 


H'=U(a.p+fm)U-!= pe (23.18) 











(6,a,y 都 是 标准 表示 中 的 矩阵 ). 这 个 哈密 顿 算 符 和 算 阵 





是 对 易 的 , 马 为 新 表示 中 的 守恒 


8$24 球面 波 





静止 参考 系 中 的 自 旋 . 


所 _ 


一 个 具有 确定 角 动 量 了 的 自由 粒子 ( 自 旋 为 3 ), 其 状 态 波 函数 为 旋 量 球 
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面 波 . 为 了 确定 这 种 球面 波 的 形式 , 我 们 首先 回顾 一 下 非 相 对 论 性 理论 中 的 类 
似 公 式 ， 


E 
非 相 对 论 性 波 函 数 是 一 个 三 维 旋 量 忆 = 对 一 个 具有 确定 的 能 量 




















<( 因 而 也 具有 确定 的 动量 pO)、 轨 道 角 动 量 i、 总 角 动 量 7 及 其 分 量 m 的 状 








y= Ry) Qjim(0, Pp). (24.1) 





角度 部 分 Diim 为 三 维 旋 量 , 其 分 量 ( 给 定 后 有 两 个 可 能 的 j 值 : j= 1 二 
3): Dm 由 如 下 公式 给 出 





/7 十 各 
YY] 
27 lm—1/2 


7—m 
一 一 一 了 
27 lm+1/2 


7-—-m+1 | 
eR :YY a 
27 42 lm—1/2 
[~1/2,l,m 一 Dt 
> lmt1/2 


(参见 第 三 卷 $106, 习题 ). 我 们 称 fj 为 球 谐 旋 量 , 其 归 一 化 条 件 为 


1 


有 


{71 /2,1m 


(24.2) 





/ im Lm do = Hj7 Hu mm (24.3) 








径 向 函数 Rl 是 旋 量 w 的 两 个 分 量 的 公 因 子 , 由 第 三 卷 的 公式 (33.10) 给 出 为 : 
fey = VY TE 2(pr). (24.4) 


[ 1 (24.5) 
0 


其 归 一 化 条 件 为 


现在 回 到 相对 论 情形 . 我 们 首先 指出 , 自 旋 和 轨道 角 动 量 分 别 的 守恒 定 
律 这 时 不 再 成 立 : 算 符 人 与 1 分 别 都 和 哈密 顿 算 符 不 对 易 . 但 是 , 态 的 字 称 仍 
然 是 守恒 的 (对 自由 粒子 ). 因此 , 量子 数 ! 失去 了 轨道 角 动 量 确定 值 的 意义 ， 
但 它 仍 决 定 态 的 字 称 ( 见 下 面 ). 


外 在 本 节 中 , p 表示 |pl. 



































“88- 第 三 章 费 米子 








我 们 来 研究 所 求 的 标准 表示 中 的 波 函 数 ( 双 旋 量 ): 


在 转动 变换 下 , 和 X 的 行为 和 三 维 旋 量 相同 . 因此 ed hs 赖 关系 由 
同样 的 球 谐 旋 量 Crm 给 出 . 设 yp ~ fjwm， 其 中 1 为 j++3 与 了 - 两 个 值 中 
的 某 个 确定 值 . 在 反 演变 换 下 p(7) 一 ip(7) (参见 (21. 18) 式 ), 且 oe 
(— 1)!' Qim(n), 所 以 


elr) 一 iD pr). 


分 量 x 在 反 演 时 按 x(7) 一 -ix(->) 变换 . 为 使 态 有 确定 的 宇 称 ( 即 所 有 分 量 

在 反 演 时 都 乘 以 同样 的 因子 ), 必须 使 x 的 角度 依赖 关系 由 ! 为 另 一 可 能 值 的 

球 旋 量 Pirm 给 出 . 由 于 这 两 个 值 相差 1, 所 以 (1 = 一 (一 1 

其 次 , pe 与 x 的 径 向 依赖 关系 由 同样 的 函数 Ry 与 Rpv 给 出 (1 与 7 的 值 
给 出 fjwm 中 所 含 球 谐 函数 的 阶 数 ), 这 是 很 明显 的 , 因为 少 的 每 个 分 量 都 满足 

一 阶 方程 (如 一 m2)w =0, 对 一 个 给 定 的 |p| 值 , 此 方程 变 为 











(A+p)Y = 0, 


这 个 方程 形式 上 和 自由 粒子 的 非 相 对 论 性 蔷 定 证 方程 完全 一 致 . 
于 是 ， 
p= ARyDim, X= BRor jvm, (24.6) 


剩 下 的 问题 是 要 确定 其 中 的 常 系数 4 和 B. 为 此 , 我 们 考虑 一 个 很 远 的 区 域 ， 
在 那里 , 球面 波 可 看 成 一 个 平面 波 . 按照 渐 近 公式 (第 三 卷 (33.12) 式 ) 

















a ei(er-$)), (24.7) 


ir 
所 以 wo 是 在 方向 上 n(n = r/r) 上 传播 的 两 个 平面 波 之 差 . 对 每 个 平面 波 ,由 
(23.8) 式 , 有 


p 
E+m 





X= (tn o)y. 


由 前 面 的 结果 ((24.6) 式 ), 显然 有 (nn: og) 人 jm = afjwm'， 其 中 oa 为 一 常数 . 这 
个 常数 很 容易 通过 比较 m = > 旦 nn 沿 z 轴 时 此 等 式 的 两 边 求 出 .利用 (7.2a) 
式 , 我 们 求 出 

(no) Qum= i “iQ i (24.8) 
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将 所 得 公式 汇总 起 来 并 和 (24.6) 式 比较 , 得 到 


也 
e+m 


最 后 , 系数 4 由 少 的 归 一 化 确定 . 按 条 件 





| jm bp um dz = 2n6j dumm’ d(p —p"), (24.9) 
对 归 一 化 , 我 们 最 后 求 出 


i Ee VE + mRpr jim i 
ES er " 

0 
称 由 量子 数 ! 单 值 地 决定 ,! 的 取信 为 j 土 3: 反 演 时 双 旋 量 (24.10) 乘 以 i(- ne 
但 是 , 这 个 双 旋 量 的 分 量 含 有 1 阶 与 1 阶 的 两 种 球 函数 , 这 表明 轨道 角 动 量 没 
有 确定 值 . 

当 一 oo 时 , 在 每 一 个 不 大 的 空间 区 域内 , 球面 波 (24.7) 可 以 看 成 动量 
为 p = 二 pm 的 平面 波 . 所 以 很 清楚 , 动量 表象 中 的 波 函 数 和 (24.10) 式 的 差别 
实质 上 只 在 于 没有 径 向 因子 并 且 n 标记 动量 的 方向 . 

为 了 直接 变 到 动量 表象 , 必须 进行 傅 里 叶 变 换 : 


vp) = | Yr)ew "as, (24.11) 
积分 通过 将 平面 波 按 球面 波 展开 来 计算 (参见 第 三 卷 (34.3) 式 ): 


eip7 = 到 和 S Ry(r)YY, (2 J (=) . (24.12) 


1 一 0 m=—! 


(24.10) 




















将 (24.11) 式 中 的 因子 e-ip'r 这 样 展 开 , 并 利用 (24.5) 式 , 我 们 求 出 函数 
Vr) = Rpi(T) fjim (=) 

的 信里 叶 分 量 为 

Cn)” 


2 
/ 一 
p 8(p 一 Y im (5 /om 人 Yi (=) do 


其 中 的 积分 等 于 球 谐 旋 量 定 义 (24.2) 式 中 球 谐 函数 的 系数 , 和 因子 Ym (p/p) 
一 起 重新 构成 同样 的 球 谐 旋 量 , 但 宗 量 变 成 了 mr /1/: 


wp') = 
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将 此 结果 应 用 于 双 旋 量 波 函 数 (24.10), 我 们 得 到 其 动量 表象 的 波 函 数 
VE 二 iD) 
状态 |pjim) 和 816 中 研究 过 的 状态 |pjm|A|) (其 中 | 和 | = 3) 是 一 样 的 : 两 
朝 都 具有 确定 的 pinm 值 与 字 禾 所 以 ,于 谢 放 基 on 可 通过 了 函数 DW 来 表 
示 (二 者 的 宗 量 都 是 p/p). 当 p 一 0 时 , 波 函 数 (24.13) 简化 为 三 维 旋 量 人 rm， 
a 中 必 二 i 为 旋 量 的 “内 豪 宇 称 ”). 和 616 的 结果 比较 ， 
给 出 如 下 公式 : 


/1275+T 
Qim 让 /一 (CT DD (24.14) 


其 中 1=j 寺 3, 而 wo 则 为 三 维 旋 量 (23.14) 
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(24.13) 





























自 旋 3 粒子 的 场 ( 旋 量 场 ) 的 二 次 量子 化 采用 和 811 中 标量 场 二 次 量子 
化 类 似 的 方法 进行 . 

这 里 不 重复 推导 过 程 , 我 们 直接 写 出 和 公式 (11.2) 完全 类 似 的 场 算 符 表 
示 式 : 











信 1 一 7 ipz 
(25.1) 





人 和 ~ La ee 一 -人 
$= = > pe 十 ppoE-p-oe *”); 
po 


其 中 求 和 对 动量 p 的 所 有 信 及 o = 二 进行 . 反 粒 子 的 淹没 算 符 和 p。 (和 粒子 
的 通 没 算 符 t。 一 样 ) 作为 函数 的 系数 出 现 , 此 函数 与 坐标 的 依赖 关系 (ei?") 
对 应 一 个 动量 为 p 的 态 @. 

为 计算 旋 量 场 的 哈密 顿 算 符 , 并 不 需要 确定 其 能 量 动量 张 量 (如 对 标量 
切 那 样 ) 因为 在 这 种 情况 下 存在 着 一 个 粒子 的 哈密 屯 , 借助 它 就 可 导出 流动 
方程 ( 狄 拉克 方程 )(21.12)， 这 个 粒子 在 波 函 数 为 四 的 状态 中 的 平均 能 量 为 
积分 






































| p* 下 W%daz =i / dy =i Dy dy (25.2) 


”全 两 个 函数 还 都 对 应 静止 系 中 的 同一 自 旋 分 量 值 c; 对 丽 数 刺 ，。, 将 在 $26 中 证 
明 这 一 点 (参见 (26.10)). 
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值得 注意 的 是 ,“ 能 量 密度 ”( 被 积 函 数 ) 在 这 里 不 是 一 个 正定 的 量 . 

在 (25.2) 式 中 将 函数 光 和 力 换 成 小 算 符 , 利用 不 同 p 值 或 o 值 的 波 函 数 
的 正 交 性 , 并 应 用 波幅 的 关系 式 二 pc7you+pc = 2e, 我 们 得 到 场 的 哈密 顿 算 符 
为 

















1 DC (25.3) 
po 


由 此 可 见 , 在 此 情形 必须 采用 费 米 量子 化 : 





{dpo, 0 二 = | {bpo, bls} Es ]， (25.4) 





并 且 其 余 各 对 算 符 仑 站, 六 bt 互相 之 间 都 是 反对 易 的 (参见 第 三 卷 , 865), 实际 
上 , 哈密 顿 算 符 (25.3) 这 时 可 改写 为 
H= 》 tdpo + bpo — 1), 
po 


能 量 本 征 值 (和 通常 一 样 , 略 去 无 限 大 的 相 加 常数 ) 为 


司 


E= 》 es(Npo + Npa), (25.5) 
po 
它 应 该 是 , 也 确实 是 一 个 正定 的 量 . 而 在 玻 色 量子 化 时 , 根据 (25.3), 我 们 将 得 
到 本 征 值 


>》 <e(Npo — Nypo), 
它 不 是 正定 的 量 , 因此 是 没有 意义 的 . 
对 于 系统 的 动车 可 得 到 一 个 与 (25.5) 式 类 似 的 表示 式 , 即 算 符 / 他" PD? 
的 本 征 值 : 


P= p(Nos + Nps) (25.6) 
po 
四 维 流 算 符 为 
N= Py, (25.7) 


对 场 的 “电荷 ” 算 符 我 们 得 到 


人 = /$6as PD Cm + bpobt,) = (dpe — bjsbpo + 1), (25.8) 
po 


po 





其 本 征 值 为 
Q = >》 (Npe 一 Ny,o) (25.9) 
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这 样 , 我 们 再 次 遇 到 粒子 与 反 粒 子 的 概念 , $11 中 对 其 的 全 部 讨论 在 这 里 
仍 适用 . 

然而 , 零 自 旋 粒 子 是 玻 色 子 , 而 自 旋 3 的 粒子 是 费 米子 . 假如 我 们 考察 这 
种 差别 的 形式 上 的 起 源 , 就 会 看 到 这 个 差别 的 产生 是 由 于 标量 场 和 旋 量 场 的 
“能 量 密度 " 表示 式 的 性 质 不 同 . 在 标量 场 的 情况 下 , 这 个 表示 式 是 正定 的 , 因 
而 哈密 顿 算 符 (11.3) 中 的 两 项 (816 与 516) 都 是 正 号 , 为 保证 能 量 本 征 值 是 正 
的 , 笼 + 换 成 计 必须 不 变 号 , 即 按照 玻 色 对 易 法 则 进行 而 在 旋 量 声 的 情形 
下 , “能量 密度 不 是 正定 的 量 , 因而 哈密 顿 算 符 (25.3) 中 的 项 ?HH? 是 负 号 ; 为 
了 得 到 正 的 本 征 值 , 范 ! 换 成 从 必须 伴随 符号 的 改变 , 即 按 费 米子 对 易 法 则 
进行 . 

另 一 方面 , 能 量 密度 的 形式 直接 依赖 于 波 函 数 的 变换 性 质 与 相对 论 不 变 
性 的 要 求 . 在 这 个 意义 上 可 以 说 , 自 旋 与 粒子 所 遵守 的 统计 学 的 关系 也 是 这 些 
要 求 的 直接 结果 . 

从 自 旋 为 的 粒子 是 费 米子 这 一 事实 还 可 得 出 一 个 普遍 的 结论 : 所 有 半 
整数 自 旋 的 粒子 都 是 费 米子 , 而 所 有 整数 自 旋 的 粒子 都 是 玻 色 子 (包括 零 自 旋 
粒子 , 在 811 中 曾 证 明 )@. 

这 是 很 明显 的 , 因为 自 旋 为 。 的 粒子 可 以 想象 成 是 由 2s 个 3 自 旋 粒 子 
“组 成 ”的 ， 当 s 为 半 整 数 时 ，2s 为 奇数 , s 为 整数 时 2s 为 偶数 . 包含 偶数 个 
费 米子 的 “复合 ”粒子 是 玻 色 子 ， 而 包含 奇数 个 费 米子 的 “复合 ”粒子 是 费 
米子 @， 

如 果 一 个 系统 由 不 同类 型 的 粒子 组 成 , 那么 对 各 种 粒子 应 该 分 开 定义 其 
产生 算 符 与 潭 没 算 符 . 这 时 , 属于 不 同 玻 色 子 的 算 符 或 属于 玻 色 子 与 费 米子 的 
算 符 是 互相 对 易 的 . 至 于 属于 不 同 费 米子 的 算 符 , 在 非 相 对 论 性 理论 中 , 可 以 
认为 它们 或 者 是 对 易 的 , 或 者 是 反对 易 的 (第 三 卷 , 865) 在 相对 论 性 理论 中 ， 
人 允许 粒子 互相 转变 , 不 同 费 米子 的 产生 算 符 与 沐 没 算 符 必 须 看 成 是 反对 易 的 ， 
如 同属 于 同一 费 米子 的 不 同 状态 一 样 . 

































































Q@ 粒子 的 自 旋 和 它 所 遵守 的 统计 学 的 关系 的 起 源 , 是 泡 利 首先 阐明 的 (W. Pauli， 
1940). 

@ 这 里 假设 所 有 自 旋 相同 的 粒子 应 服从 相同 的 统计 学 (不 管 它们 是 如 何 “ 组 成 ” 
的 ) 这 个 假设 的 正确 性 可 由 如 下 论证 看 出 .例如 , 若 存在 自 旋 为 零 的 费 米子 , 那么, 由 一 


个 自 旋 为 零 的 费 米子 和 一 个 自 旋 为 圭 的 发 米子 将 组 成 一 个 自 旋 为 了 的 粒子 , 它 应 该 
是 玻 色 子 ,这 和 对 3 自 旋 所 证 明 过 的 一 般 结论 相 矛 盾 
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习 题 


求 旋 量 场 的 拉 格 朗 日 算 符 . 
解 : 狄 拉 克 方 程 对 应 的 拉 格 朗 日 函数 由 实 的 标量 表示 式 给 出 : 


= 3 (P70 ~ OB. yo) 一 my 上 


取 牙 与 妇 的 分 量 为 “广义 坐标 ”g, 容易 看 出 , 相应 的 拉 格 朗 日 方程 (10.10) 和 
由 和 的 狄 拉克 方程 相同 . 拉 格 朗 日 函数 的 总 符号 (如 同 它 的 总 系数 一 样 ) 在 
此 情形 是 任意 的 . 由 于 荆 是 轨 和 而 的 微 商 的 一 次 式 , 伯 用 量 S= /Ld 在 任 
何 情形 下 都 不 会 有 极 小 值 或 极 大 值 . 这 里 条 件 65 = 0 给 出 的 只 能 是 积分 的 稳 
定点 , 而 不 是 极 值 . 

在 (1) 式 中 用 算 符 信 代替 少 便 得 到 旋 量 场 的 拉 格 朗 日 算 符 . 将 此 拉 格 朗 
日 算 符 应 用 于 (12.12) 式 , 便 得 到 流 算 符 (25.7) 式 
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在 (25.1) 式 中 和 算 符 pv 相 乘 的 因子 yo = upoe ~?” 是 动量 为 P、 极 化 
为 o 的 自由 粒子 (例如 说 , 电子 ) 的 波 函 数 : 





(0 到 Wpo- 


而 和 算 符 tv 相 乘 的 因子 多 _，。 应 该 看 成 是 具有 同样 p、o 的 正 电 子 的 波 函 
数 . 但 是 这 时 电子 和 正 电 子 的 波 函 数 是 在 不 同 的 双 旋 量 表示 中 表示 的 . 这 是 
很 明显 的 , 因为 多 和 区 的 变换 性 质 不 同 , 它们 的 分 量 满足 不 同 的 方程 组 . 为 了 
消除 这 个 缺点 , 必须 对 分 量 _。_。 进行 某 个 么 正 变换 , 使 得 新 的 四 分 量 函 数 
满足 和 如 v 相同 的 方程 9. 这 样 的 函数 我 们 称 为 (动量 为 p, 极 化 为 o 的 ) 正 电 
子 的 波 函 数 . 用 Uc 标记 需要 的 么 正 变换 和 矩阵, 我 们 写 出 








WD = UVoy_，v， (26.1) 


由 多 _p_o 得 出 这 个 函数 的 操作 C 称 为 波 函 数 的 电荷 共 轿 (H. A. Kramers， 
1937)， 当 然 , 这 个 概念 的 应 用 不 限于 平面 波 . 对 任何 函数 少 都 存在 一 个 与 其 
“电荷 共 绒 ”的 函数 

Cylt,r) = Ucy(t, 7), (26.2) 


@ 对 于 自 施 为 零 的 粒子 , 一 般 不 会 发 生 这 个 问题 , 因为 标量 函数 % 与 wr 满足 同一 
方程 , 办。 和 wo 是 一 样 的 . 
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它 和 力 一 样 变换 , 并 满足 同样 的 方程 . 
矩阵 Uo 的 性 质 可 以 由 这 个 定义 得 出 . 苦 为 狄 拉 克 方 程 (YF 一 mj)yw = 二 0 
的 解 , 则 vy 满足 方程 
VP+m)=0， 或 ( 洽 +m)w=0. 
对 此 方程 左 乘 以 Uc: 
UcFPY + mUcY = 0, 
我 们 要 求 函 数 Ucy 满足 和 多 同样 的 方程 : 
(PF—mUcy = 0. 


比较 两 个 方程 , 我 们 求 出 Uc 和 和 矩阵 yt 之 间 如 下 的 “对 易 关 系 ” 中 : 





Uc™Y" = ~Y" Uo. (26.3) 
我 们 进一步 假设 波 消 数 是 在 旋 量 表示 或 标准 表示 中 给 出 的 (只 是 在 本 节 
的 末尾 我 们 才 回 到 任意 表示 的 一 般 情形 ). 在 这 两 种 表示 中 ， 


0,2 __ 0,2 1 3 3 
kl eR 全 的 > 1 





(26.4) 


这 时 , 满足 条 件 (26.3) 的 矩阵 为 Uc = ncY27Y9, 其 中 nc 为 任意 常数 . 由 要 

求 C2 =1 得 出 , mcj = 也 因此 矩阵 Uc 只 能 确定 到 相差 一 个 相 因 子 . 下 面 我 
们 取 nc = 1, 因而 

Uc = YY = 一 ay (26.5) 


再 注意 到 多 二 y= Vr* = Yo"*, 算 符 C 的 作用 可 写成 如 下 形式 : 
OF = YW = (26.6) 
在 旋 量 表示 中 , 变换 (26.6) 的 明显 形式 为 
GA i (26.7a) 


或 等 价 地 ， 
Ce 一 一 no i, (26.7b) 
@ 由 此 我 们 还 得 到 等 式 : 





Uo = YUo. (26.3a) 
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平面 波 如 po 的 电荷 共 斩 是 容易 做 的 , 采用 其 明显 形式 (23.9) 和 标准 表示 


中 的 矩阵 Uo: 
0 -=o 
Uc = 鸭 | (26.8) 


我 们 指出 ， 


在 w(”) 按 (23.16) 式 定义 的 情形 下 , 我 们 得 到 ， 
Uo ps = Upo, Ucu-p-o = Upo: (26.9) 
因此 ， 
OY po 二 Wpa, (26.10) 


因而 , 和 算 符 和 ec 一 起 出 现在 少 算 符 (25.1) 中 的 函数 力 。。 确实 对 应 着 一 个 
动量 为 p 并 且 极 化 为 o 的 粒子 状态 . 我 们 还 将 看 到 , 电子 和 正 电 子 的 状态 是 
用 同一 函数 描述 的 : 

















= ye = Wpo: 


这 是 很 自然 的 , 因为 函数 加 vc 只 包含 粒子 的 动量 与 极 化 的 信息 . 

寺 间 反 演 的 操作 可 以 用 类 似 的 方法 人 处理. 改变 时 间 的 符号 , 波 函 数 应 变 
其 复 共 轿 函数 . 为 了 在 与 原 儿 相同 的 表示 中 得 到 “时 间 反 演 ” 波 函数 (Tiy)， 
还 必须 对 w* (或 加 的 分 量 进行 某 种 么 正 变换 . 这 样 , 和 (26.2) 式 类 似 , 算 符 二 
对 的 作用 可 以 写成 











Fplt, 7) = Ur t,r), (26.11) 
其 中 Uz 为 乏 正 矩阵 . 
重新 写 出 包 所 满足 的 狄 拉克 方程 : 
(in 十 这 V 一 m) w(t,r) = 0, 
以 及 所 满足 的 犹 拉 克 方 程 : 
(Pt V+tm) Tn) =0 
在 后 一 方程 中 作 代 换 上 一 --t 并 左 乘 以 一 Uz: 


(im 一 iD77r7y . 7) Vb r) ~ mUry(-t,r) = 0. 
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我 们 想 让 函数 Uzy(-t,r) 和 w(t,7) 满足 同样 的 方程 : 
(wa +iy- 7) UrD(-br) — mUry(-t,r) = 0. 
比较 这 两 个 方程 , 我 们 求 出 矩阵 Uz 应 该 满足 的 条 件 为 : 
Ur = YUr, Ury= 二 (26.12) 
在 旋 量 表示 和 标准 表示 中 , 满足 这 些 条 件 的 给 阵 是 从 
Ur = iySyty. (26.13) 
因此 , 算 符 到 的 作用 由 如 下 公式 给 出 
Fy r) = yb) = 这 (br). (26.14) 


这 个 变换 在 旋 量 表示 中 的 明显 形式 为 


ee oi na i (26.15a) 
或 
T:é0 oi 一 一 (26.15b) 
在 标准 表示 中 ， 
Ur = 条 . (26.16) 
0 一 0y 
我 们 来 研究 所 有 P, T, C 三 个 操作 对 多 作用 的 结果 , 为 此 我 们 依次 写 出 
Ty(t, rT) = i Y(t 7), 
PFy(t, 7) = i (Dy) = 7 Y(t, ~7), 
CPTy, 7) = YOY YY = YY Yt, -7), 
或 
CPTy(t,r) = i y(t, —r). (26.17) 
在 旋 量 表示 中 ， 
CPT :€° oi, Wa = na (26.18) 





@ (26.13) 式 中 的 相 因 子 的 选择 和 (26.5) 式 中 相 因子 的 选择 有 关 , 参见 827 第 二 个 
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这 从 变换 规则 (20.4), (26.7), (26.15) 是 不 难 证 明 的 @. 

上 面 对 和 矩阵 Vc 和 Uz 给 出 的 表示 式 是 采用 外 的 旋 量 表 示 或 标准 表示 的 . 
最 后 我 们 来 看 看 这 些 表 示 式 的 哪些 性 质 在 y 的 任意 表示 中 仍然 保持 . 

如 果 对 儿 作 一 个 乏 正 变换 : 


WV=Uh F000 V0, (26.19) 
那么 在 新 的 表象 中 , 我 们 有 
(Cy) =U(CW) = UUoB = UUo(D U) = UUCUY. 
和 和 矩阵 [在 新 表象 中 的 定义 ((Cw)' = 克 胡 比较 , 我 们 求 出 
Us = UUaU. (26.20) 


只 有 当 UU 是 实 的 时 , 变换 (26.20) 才 和 矩阵 的 变换 相同 . 因此 , 表示 式 
(26.5) 也 只 有 在 那些 在 旋 量 表示 或 标准 表示 的 变换 为 实 的 表象 中 才 是 正确 的 . 
矩阵 (26.5) 是 么 正 的 , 并 在 转 置 时 变 号 : 


UVcUz =1, Uo=—Uo. (26.21) 


这 些 性 质 对 变换 (26.20) 不 变 , 因而 在 任何 表象 中 都 成 立 . 矩阵 (26.5) 也 是 所 
米 的 (Uc = [大 ), 但 在 一 般 情 况 下 , 这 一 性 质 将 被 变换 (26.20) 破坏 . 

上 述 讨论 与 (26.21) 式 同 样 也 可 应 用 于 和 矩阵 Uz 的 性 质 . 

在 二 次 量子 化 方法 中 , 落 算 符 的 变换 C, P, 了 必须 表述 为 粒子 的 产生 和 
淹没 算 符 的 变换 规则 , 这 些 规则 (类 似 于 813 中 对 零 自 旋 粒子 所 做 的 那样 ) 可 
以 从 如 下 条 件 来 建立 : 变换 的 y 算 符 必 须 能 够 写成 如 下 形式 : 





B67) = UcPl,r), 
pe, 7) iyow(t, 一 站) (26.22) 
PT, 7) eR UrvD(-t, 7) 

习 是 


求 Majorana 表象 中 的 电荷 共 力 算 符 (参见 821, 习题 2). 
解 : 在 Majorana 表象 中 , 矩阵 UL 可 通过 变换 (26.20) 由 标准 表示 中 的 
和 佐 阵 Uc = -ay 得 到 , 这 时 的 UU = (ay 十 有 /V3; 求 出 的 UL = ay (ay 和 


器 标记 CPT 的 写法 意味 着 算 符 按 从 右 至 左 的 顺序 操作 的 . 由 于 下 与 以 及 户 互 
相 是 不 对 易 的 (在 它们 对 双 旋 量 的 作用 上 ), (26.17) 式 与 (26.18) 式 中 的 符号 是 和 它们 的 
操作 顺序 有 关 的 . 
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都 是 标准 表示 中 的 和 矩阵)， 如 果 Majorana 表象 中 的 量 用 带 搬 表 示 ,， 我 们 有 
Cy 二 U5(W*B'); 由 于 PB' 二 ay, 所 以 
Cy’ oo(W oy) = aydyp = Ww, 


也 就 是 说 , 取 电 荷 共 元 等 价 于 取 复 共 二 
§27 粒子 和 反 粒 子 的 内 豪 对 称 性 


自 旋 上 的 粒子 在 其 静止 系 中 的 波 丙 数 是 一 单个 的 三 维 能 量 (用 B” 标记 ) 
这 个 旋 量 在 反 演 下 的 行为 和 粒子 的 内 豪 字 称 概念 相 联 系 .然而 , 如 819 中 所 述 ， 
尽管 三 维 旋 量 的 两 种 可 能 的 变换 规则 (5* 一 十 i") 是 互相 不 等 价 的 , 对 一 个 
施 量 指定 特定 的 字 称 仍 没有 绝对 的 意义 , 因此 , 我 们 不 能 谈论 任何 一 个 了 让 
话 粒 子 的 内 豪 字 称 , 但 是 我 们 可 以 指定 两 个 这 种 粒子 之 间 的 相对 内 庄 字 称 . 

由 两 个 三 维 旋 量 5 中 和 外 可 组 成 一 个 标量 由 9*. 如 果 它 是 真 标 
量 就 说 这 两 个 旋 量 所 描写 的 粒子 有 相同 的 内 豪 宇 称 ; 如 果 它 是 厦 标 量 , 就 说 
这 两 个 粒子 具有 相反 的 内 刘 宇 称 . 

我 们 将 证 明 , 自 旋 为 二 的 粒子 和 反 粒 子 的 内 豪 宝 称 是 相反 的 (B. B， 
BepecreIKz 诞 1948). 
着 先 , 如 果 将 操作 C (26.7) 应 用 于 旋 量 表示 中 的 变换 (19.5) 




















Pi62 一 ice， Wa = i" (27.1) 
的 两 边 , 我 们 得 到 
ne 和 这 cr， Ee moe”, 
其 中 指标 。 标 志和 由 二 (。) 电荷 共 氏 的 双 放量 y= ) 的 分 量 . 取 复 共 罗 
并 交换 指标 , 我 们 求 出 
P:n oi , 6 im. (27.2) 
我 们 看 到 , 电荷 共 斩 的 双 旋 量 在 反 演 时 按 同 一 规则 变换 . 
设 we) 为 粒子 (例如 , 一 个 电子 ) 的 波 函 数 , 而 %@) 为 反 粒 子 (例如 ， 一 个 
正 电 子 ) 的 波 函 数 . 后 者 是 一 个 双 旋 量 , 它 描述 的 是 和 狄 拉克 方程 的 “ 负 频 率 ” 
解 电荷 共 罗 的 态 . 在 静止 系 中 , 它们 中 的 每 一 个 都 变 成 三 维 旋 量 : 


EO -no = BO os = = BP. 
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按照 (27.1) 与 (27.2) 式 , 这 些 旋 量 在 反 演 下 的 变换 规则 如 下 
Bo ,ig°, (27.3) 


对 五 (9 与 9 相同 . 然而 乘积 9 四 要 变 号 , 这 就 证 实 了 上 面 所 做 的 论断 . 
真 中 性 粒子 是 和 自己 的 反 粒 子 完全 相同 的 粒子 (参见 $12), 这 种 粒子 场 的 
少 算 符 满足 如 下 条 件 




















PET) = p(T). 
对 于 自 施 为 3 的 粒子 , 这 意味 着 如 下 条 件 (在 旋 量 表示 中 ) @ 








名 = 一 ij， 负 二 = 一座 +. (27.4) 





和 任何 一 个 表达 物理 性 质 的 关系 式 一 样 , 这 两 个 条 件 对 CPT 变换 是 不 变 的 ®， 
不 难 证 明 , 事实 上 它们 不 仅 对 CPT 变换 不 变 , 而 且 对 三 种 变换 中 的 每 一 个 单 
独 变换 也 是 不 变 的 . 

在 819 中 我 们 曾 将 旋 量 的 反 演 定义 为 天 = -1 的 变换 , 并 一 直 用 到 现在 . 
不 难看 出 , 上 面 得 出 的 关于 粒子 与 反 粒 子 相对 宇 称 的 结论 应 该 和 反 演 的 定义 
方式 无 关 . 

如 果 按 条 件 P? = 1 定义 反 演 , 则 (27.1) 式 将 变 成 








P:é* on Neo, (27.5) 
这 时 , 电荷 共 粥 函数 按照 
Ee We 
变换 , 和 (27.5) 式 相 差 一 个 符号 . 因此 , 三 维 旋 量 更 将 按照 


,ge De ,GD 





变换 , 因而 乘积 6(o 6C) 将 依然 是 恬 标 量 . 

反 演 的 这 两 种 概念 在 物理 后 果 上 唯一 可 能 的 区 别 是 ， 按照 (27.5) 式 的 
定义 , 直 中 性 场 的 条 件 对 这 种 变换 (或 CP 变换 ) 不 是 不 变 的 , 而 要 改变 等 式 
(27.4) 两 边 的 相对 符号 . 实际 上 , 已 知 的 真 中 性 粒子 中 没有 自 旋 为 了 的 粒子， 
现在 还 不 能 说 两 种 反 演 定义 的 上 述 区 别 有 没 有 实际 的 物理 意义 @. 

@ 在 Majorana 表象 中 , 真 中 性 只 不 过 意味 着 算 符 必 的 厄 米 性 (参见 826 习题 ). 

加 更 确切 地 说 , CPT 变换 的 定义 在 这 里 应 该 使 类 型 (27.4) 的 关系 式 保持 不 变 , 适 


当选 择 和 矩阵 zz 定义 中 的 相 因子 就 能 做 到 这 一 点 (参看 826 第 三 个 脚注 ). 
@ 两 种 反 演 定义 的 不 完全 等 价 性 是 由 Racah 首先 指出 的 (G. Racah, 1937). 
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习 ” 丁 


求 电子 偶 素 (由 电子 和 正 电 子 组 成 的 类 氢 系 统 ) 的 电荷 字 称 ， 

解 : 两 个 费 米子 的 波 函 数 对 同时 交换 两 粒子 的 坐标 、 自 旋 和 电荷 变量 应 
该 是 反对 称 的 (比较 813 的 习题 ). 交换 坐标 要 给 波 函 数 乘 以 (一 1)', 交换 自 旋 
乘 以 (-1)113 (这 里 5 二 0 或 1, 为 系统 的 总 自 旋 ), 交换 电荷 再 乘 以 待 求 的 C. 
由 条 件 (一 1)/( 一 1)11+3C = 一 1, 我 们 求 出 


C 一 (De 


既然 电子 和 正 电 子 的 内 豪 宇 称 相反 , 系统 的 空间 字 称 为 P= (-1)+I. 组 合 宇 
称 为 : CP = (一 1)3+1. 


$28 双 线 性 式 


我 们 来 研究 由 函数 多 与 ww* 的 分 量 组 成 的 各 种 双 线 性 式 的 变换 性 质 . 这 
类 双 线 性 式 在 量子 力学 中 是 非常 重要 的 . 四 维 流 密度 矢量 (21.11) 就 属于 这 类 
双 线 性 式 . 

由 于 起 与 如 各 有 四 个 分 量 , 申 它们 可 以 组 成 4x4=16 个 独立 的 双 线 性 
组 合 . 根据 819 中 任意 两 个 双 旋 量 (在 这 里 就 是 小 和 ww*) 的 相 乘 方式 , 这 16 个 
组 合式 按 其 变换 人 性质 的 分 类 是 显而易见 的 , 即 : 可 以 组 成 标量 (用 3 表示 ), 虱 
标量 (P), 和 真 四 维 矢量 V* (4 个 独立 量 ) 等 价 的 二 秩 混 合 旋 量 , 和 性 四 维 矢 
量 4 (4 个 量 ) 等 价 的 二 秩 混 合 旋 量 , 以 及 和 反对 称 四 维 张 量 Tx (6 个 量 ) 等 
价 的 二 秩 双 旋 量 . 

写成 对 称 形 式 (在 少 的 任何 表象 中 ), 这 些 组 合 可 写成 如 下 形式 : 





一 wy, 六 inpysy, 
Vi=B ,At=WYy yy TH = wory, (28.1) 

其 中 

oO = (iD) (28.2) 
((28.2) 式 中 的 分 量 已 在 (19.15) 式 给 出 )®. 以 上 所 有 表示 式 都 是 实 的 . 

四 对 消 进行 么 正 变换 (表象 变换 ) 时 , 我 们 有 : 

yaUy, YUU 和 一 有 7 

显然 , 双 线 性 式 对 这 种 变换 是 不 变 的 . 
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量 5 为 标量 和 量 P 为 奢 标 量 的 事实 由 其 旋 量 表示 看 是 很 明显 的 : 
= 和 TI 二 1 六， 了 了 = 一 太 旨 ， 


这 些 公式 和 表示 式 (19.7) 与 (19.8) 一 致 . 量 V+ 构成 一 个 矢量 由 如 下 推导 也 是 
明显 的 : 对 狄 拉 克 方 程 下 ?yz= my 左 乘 以 Vy, 得 到 
(BBY = my 

因为 等 式 右 边 是 标量 , 所 以 左边 的 表示 式 也 应 该 是 标量 . 

(28.1) 式 各 量 的 组 成 规则 是 很 明显 的 : 如 果 和 矩阵 y+ 构成 一 个 四 维 矢 量 ， 
~ 是 一 个 寿 标 量 , 和 两 边 的 多 与 一 起 就 形成 一 个 标量 9. 双 线 性 式 中 不 存 
在 对 称 的 四 维 张 量 , 这 一 点 从 旋 量 表示 可 看 出 , 也 可 由 下 述 规则 看 出 : 由 于 和 矩 
阵 的 对 称 组 合 为 YA 十 yy* = 2g 必 ,而 这 种 形式 总 可 简化 为 一 个 标量 . 

将 (28.1) 式 中 的 多 函数 换 成 落 算 符 , 就 得 到 二 次 量子 化 的 双 线 性 式 . 为 
使 讨论 更 为 普遍 , 我 们 将 假设 两 个 少 算 符 属于 不 同 粒子 的 场 , 并 用 下 标 a 与 6 
标记 . 现在 我 们 来 看 看 这 样 的 算 符 形式 在 电荷 共 红 下 是 如 何 变 换 的 . 我 们 有 @ 


$e =Uc$, Ve=U8D (28.3) 
利用 (26.3) 与 (26.21) 式 , 我 们 有 : 
= Vc = -UD = 
YE VE = aUEY UoB, = —paUEY Uc, = bats. 
当 算 符 按 原来 次 序 排列 时 ($ 在 少 左边 ), 由 于 费 米 对 易 法 则 (25.4), 乘积 要 变 


号 (此 外 , 出 现 与 场 的 状态 无 关 的 一 些 项 ; 我 们 略 去 了 这 些 项 , 和 在 813 中 类 似 
的 处 理 一 样 ). 这 样 , 我 们 得 到 


VOB = 信 POYDE = -有 让. 
对 其 它 双 线 性 式 作 类 似 处 理 , 我 们 就 求 出 在 电荷 共 轿 下 的 结果 人 @ 
Sp Em Spa, PB,, = B,, Va 一 更， 


© Se Se 二 2 28.4 
和 人， 


@ 由 于 节 = 六 exywoywY"0 5 本身 的 “大 标量 性 ”和 这 些 规则 是 一 致 的 


@ 为 从 第 一 式 推出 第 二 式 ,我 们 写 出 
$0 = VED) = PUENPP = -各 [用 一 和 0 一 0 
(利用 了 (26.3), (26.21) 式 和 xy? 的 厄 米 性 ) . 
@ 必须 注意 , 对 于 由 函数 (而 不 是 清算 符 ) 组 成 的 双 线 性 式 , 变换 (28.4) 有 相反 
的 符号 , 因为 函数 因子 区 与 区 回 到 原来 次 序 时 并 不 会 伴随 符号 的 改变 . 
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这 些 双 线性 式 在 时 间 反 演 下 的 行为 可 以 类 似 地 确定 , 这 时 必须 记 住 ( 见 
$13), 这 个 操作 会 引起 算 符 次 序 改 变 , 因此 , 例如 ， 


(Pas) = YT. 


在 此 式 中 代入 i 
=Urp, Y= -Uy, (28.5) 


我 们 得 到 
(Pah) 二 VDrUtD, Es VoUrUt 二 DD. 
用 同样 的 方法 研究 其 余 的 双 线 性 式 , 我 们 得 到 


. 9， 人 pa By > -Bb,, (Vo, 矿 )m 二 字 (Vo, 一 矿 )pa， 


A 去 28.6 
(490， )ap 一 (40， 一 上 )bo， 了 = (B, Q)ab 3 (五 一 和)ba ( ) 
俯 人 为 三 维 矢 量 , 按 (19.15) 式 , 它们 等 价 于 TY 的 分 量 ). 
在 空间 反 演 时 , 根据 张 量 的 性 质 , 我 们 有 
Bop 人 Bob, Bs —P,, (Vo, V)o (Vo, —V)o, (28.7) 


7 (Lo, Ao = (A, Aas, Th = (BQ)os = (—b, Ms. 


最 后 , 联合 进行 所 有 这 三 个 操作 , 3,, Ps, Tr 均 保 持 不 变 , 而 PV, 44 均 改 变 
符号 . 这 和 此 变换 是 四 维 反 演 是 一 致 的 : 由 于 四 维 反 演 等 价 于 四 维 坐标 系 的 转 
动 , 所 以 任何 秩 真 张 量 和 尾 张 量 对 这 种 转动 没有 区 别 . 

现在 我 们 来 考虑 由 四 个 不 同 函数 加, ,wy°, Ws 组 成 的 双 线 性 式 的 成 对 
乘积 . 其 结果 依赖 于 什么 对 的 函数 相 乘 在 一 起 . 但 是 , 有 可 能 把 任何 这 种 乘积 
都 化 为 具有 指定 因子 对 的 双 线 性 式 的 恨 积 (W. Pauli, M. Fierz, 1936). 我 们 来 
推导 进行 这 种 约 化 所 依据 的 关系 式 . 

我 们 来 研究 四 阶 和 矩阵 的 集合 





























1 人 (28.8) 
(1 为 单位 矩阵 ). 给 这 16 个 (=1+1+4+4+6) 矩阵 按 任意 确定 的 序列 编号 , 并 
用 >4(4 = 1,… ,16) 标记 它们 . 并 用 ?74 标记 四 维 张 量 指标 (由 v) 在 下 面 的 相 


@ 为 避免 误解 , 应 该 提请 注意 : 变换 T 与 P 还 包含 函数 宗 量 的 改变 ; 若 (28.6) 与 
(28.7) 式 的 左边 为 z= (t,") 的 函数 , 右边 (变换 了 的 双 线 性 式 ) 则 分 别 是 依赖 于 


2ZT 一 (一 站 r= (t,—r) 
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同和 矩阵 . 它们 具有 如 下 性 质 : 
trys=0(y #1), YYy4=1, 了 tn = 6h. (28.9) 


最 后 的 这 个 性 质 表 明 , 矩阵 y4 是 线性 独立 的 . 又 因为 它们 的 数目 等 于 四 阶 和 矩 
阵 的 基 的 数目 (4 x 4), 所 以 , 矩阵 y4 构成 一 个 可 以 表示 任意 四 行 矩 阵 也 的 完 
备 集 : 








1 
T=) cay4， ca= 人 (28.10) 
A 


或 写成 带 和 矩阵 下 标 (i,k = 1,2,3,4) 的 明显 形式 
1 
Lik = 了 > Tim YA LY Aik: 


特别 是 , 假设 矩阵 忆 只 包含 一 个 元 素 (I%) 是 非 零 的 , 我 们 就 得 到 所 求 的 关系 
式 (“完备 性 条 件 ”): | 
Si Okm = 2 Nair (28.11) 


对 方程 两 边 乘 以 胡 妒 V6wp8, 我 们 有 
(PV) PW) = 7 DP yA) YY). (28.12) 
A 


这 是 我 们 要 推导 的 一 个 方程 , 它 将 两 个 标量 双 线 性 式 之 积 约 化 为 包含 另 一 对 
因子 组 成 的 双 线 性 式 的 乘积 虽 . 
相同 类 型 的 其 它 方程 可 由 (28.12) 式 得 到 , 为 此 , 需 进 行 代 换 











Wy 
并 用 到 展开 式 
1 
y= ecRYy, cAR= A YY YR 
R 


(会见 习题 ). 
为 了 后 面 引用 方便 , 这 里 我 们 还 要 给 出 和 (28.11) 式 对 应 的 二 阶 和 矩阵 的 关 
系 式 . 线性 独立 的 二 行 矩 阵 vc4(4 = 1,.… ,4) 的 完备 集 是 


1, az, Gay) Iz- (28.13) 


@ 为 避免 误解 , 应 该 说 明 ,我们 在 这 里 指 的 是 由 多 函数 构成 的 双 线 性 式 . 对 于 由 反 
对 易 少 算 符 组 成 的 双 线 性 式 , 变换 的 符号 是 相反 的 . 





它们 具有 性 质 
tro4 = 0(o4 #1), 3 oa4o3 = 84B. (28.14) 
其 完备 性 条 件 为 : 
1 4 4 1 1 
Oay085 = 3 2 ceo = PA “Osy 十 3 da8d6y (28.15) 


(o， B,7Y,6 1,2), 或 写成 : 


1 3 
Cap Ian = 一 57car “Ga56 十 Fordsp- (28.16) 
习 题 


对 两 个 双 线 性 式 已 几 4) 了 的 标量 积 锥 出 和 (28.12) 式 类 似 的 公式 ， 
解 : 我 们 采用 符号 
Js = (FHP YY), JP = (FP) yp). 
y= YP = Vi) yy yd), 
JT 2 (Vio pe) (Biosyd), 
而 用 带 搬 的 相同 字母 表示 交换 了 wp 和 Wd 位 置 的 夹 积 .采用 上 述 方法 ,我 
们 得 到 


4Js = .15 十 or 十 呆 十 4 十 Jp ， 


4Jy = 4Js — 2Jy + 2J4 ~ 4Jp, 
4 ~ 6Js — 2Jr + 6Jp, 
4.74 = 4Js+2Jvy — 2J4 — 4Jp, 


4Jp= Js— y+ Jr— + Jp 


(其 中 第 一 个 方程 和 (28.12) 式 相 同 ). 


829 极 化 密度 和 矩阵 


描述 动量 为 p 的 自由 运动 (平面 波 ) 粒子 的 波 函 数 网 其 与 坐标 的 依赖 关 
系 归结 为 一 个 公 因子 e?", 而 振幅 wo 作为 一 个 自 旋 波 函 数 . 在 这 样 的 状态 ( 纯 
态 ) 中 , 粒子 是 完全 极 化 的 (参见 第 三 卷 , 859). 在 非 相 对 论 性 理论 中 , 这 意味 着 
粒子 自 旋 具有 确定 的 空间 方向 (更 确切 地 说 , 存在 着 自 旋 分 量 为 确定 值 + 的 
方向 ). 在 相对 论 性 理论 中 , 在 823 已 指出 , 由 于 自 旋 矢 量 不 守恒, 在 任何 参考 
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系 中 这 样 描 述 一 个 状态 已 不 可 能 . 纯 态 仅仅 意味 着 在 粒子 静止 的 参考 系 中 , 自 
旋 才 有 具有 确定 的 方向 . 
在 一 个 部 分 极 化 的 状态 中 , 不 存在 确定 的 振幅 , 而 只 有 极 化 密度 矩阵 
pi (6k 二 1,2,3,4 为 双 旋 量 指 标 ). 我 们 这 样 定义 这 个 矩阵 , 使 得 它 在 纯 态 
中 简化 为 乘积 
pik 一 UpiUpk-: (29.1) 


相应 地 , 矩阵 p 的 归 一 化 条 件 为 


trp = 2m (29.2) 
(参见 (23.4) 式 ). 
在 纯 态 中 , 自 旋 平均 值 由 量 
1 1 1 

可 渡 yara Eup 寺 ZY Dup (29.3) 

给 出 . 对 于 部 分 极 化 状态 , 相应 的 表示 式 为 

1 1 

B= tr (py 5) = Ttr (py). (29.4) 


振幅 w 与 十 满足 代数 方程 组 
OP 一 mup =0, Up( YP ~ m)=0. 
所 以 矩阵 (29.1) 满足 方程 
(YPp—-mp=0, pp 一 mm) =0. (29.5) 


在 混合 态 (对 自 旋 而 言 ) 的 一 般 情况 下 , 密度 矩阵 应 该 满足 类 似 的 线性 方程 ( 比 
较 第 三 卷 814 中 类 似 的 论证 ). 

如 果 我 们 在 静止 参考 系 中 研究 自由 粒子 , 非 相 对 论 性 理论 是 可 以 应 用 的 . 
在 这 个 理论 中 , 部 分 极 化 态 由 三 个 参量 一 一 平均 自 旋 矢 量 的 分 量 完全 确定 . 
因此 很 明显 , 同样 的 参量 将 确定 经 任意 洛 伦 兹 变换 后 的 极 化 态 , 即 运动 粒子 的 
极 化 态 . 

我 们 用 ¢ 标记 静止 参考 系 中 的 二 倍 平均 自 旋 矢 量 值 (在 纯 态 中 , |¢| = 1， 
在 混合 态 中 , |4| < 1). 为 对 极 化 态 作 四 维 描述 , 定义 一 个 四 维 矢量 or 是 较为 
方便 的 , 在 静止 参考 系 中 它 和 三 维 矢量 ¢ 相同 ; 既然 《 是 轴 矢 量 , at 就 是 一 个 
四 维 恬 矢量 . 这 个 四 维 矢量 和 静止 参考 系 中 的 四 维 动量 正 交 (在 该 参考 系 中 ， 
at 二 (0, 人 ,pr = (m,0)), 因此 , 在 任意 参考 系 中 , 我 们 有 








ap = 0. (29.6) 
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在 任意 参考 系 中 还 将 有 
ap = 一 (2. (29.7) 
在 粒子 以 速度 v= p/s 运动 的 参考 系 中 , 四 维 矢量 at 的 分 量 可 以 由 更 止 
参考 系 通过 洛 伦 兹 变换 推出 , 为 


入 
= Lv Ql 三 6L， ol 二 一 0， (29.8) 
mm mm 


其 中 的 下 标 上 与 上 分别 表 示 与 方向 p 平行 与 垂直 的 分 量 马 . 这 些 公式 可 以 写 
成 天 量 形式 : 
_ PCG -中 4 PP_ P6 (p: 0) 
i : 本 站 
我 们 首先 研究 非 极 化 态 (5 = 0). 在 这 种 情形 下 , 密度 矩阵 中 只 能 够 包含 
四 维 动量 p 作为 参量 出 现 . 满足 方程 (29.5) 的 这 种 矩阵 的 唯一 形式 是 




















(29.9) 





p= 7p + m) (29.10) 


(Wf. EE. Tavxm, 1930, H. B. G. Casimir, 1933)， 其 中 常 系数 是 按照 归 一 化 条 件 
(29.2) 选择 的 . 
在 部 分 极 化 (6 和 0) 的 一 般 情形 下 , 我 们 来 求 如 下 形式 的 密度 矩阵 


p= OP+m)p (p+ m), (29.1) 


4 
它 自 动 满 足 方程 (29.5). 当 5 = 0 时 , 辅助 矩阵 p' 必须 变 成 单位 矩阵 ; 由 于 

















(p+m)? = 2m(yp + m,), 


所 以 , 表示 式 (29.11) 和 (29.10) 相同 . 其 次 , 矩阵 p' 还 必须 线性 地 包含 四 维 矢 
量 a 作为 一 个 参量 , 即 必须 有 如 下 形式 


P=1~- Ay (ya); (29.12) 


外 在 相对 论 力学 中 , 和 任何 角 动 量 的 分 量 一 样 ,平均 自 旋 矢 量 5 的 分 量 就 其 变换 
性 质 而 言 , 是 反对 称 张 量 Sxw 的 空间 分 量 . 四 维 矢 量 o 和 这 个 张 量 的 关系 由 如 下 方程 
给 出 : 





























Sr = ep avpe, a> 一 me Suvpp: 
必须 强调 指出 , 在 任意 参考 系 中 , 四 维 矢 量 aX 空间 部 分 a 绝 不 等 于 25. 不 难看 出 ， 








1 a E 
25| 二 ole 0 251 = 二 Ql = 二 





et eo ot Wh 
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在 第 二 项 中 包含 硅 矢 量 a 和 “四 维 矩 阵 腹 矢量 ”y5Y 的 “标量 ” 积 . 为 了 确定 
系数 4, 我 们 写 出 静止 系 中 的 密度 算 阵 : 


p= TU +I + 457 OH) = T+ + A 


并 按 (29.4) 式 计算 自 旋 平 均值 . 利用 822 中 的 法 则 不 难 发 现 , 阵 迹 中 的 唯一 非 





A 
25= tr (p73) = Ft ((Y 6)) = 4 


令 这 个 表示 式 等 于 C, 我 们 得 到 4 = 1. 把 (29.12) 式 代 入 (29.11) 式 并 交换 因 
子 p/ 和 (yp 十 m), 就 得 到 p 的 最 后 表示 式 . 由 于 a 和 wp 正 交 , 乘积 yp 和 ya 反 
对 易 : 








(Ya) (YPp) = 2ap — (7p)(7a) = 一 (7D)(7a)， 


因此 和 4y5(ya) 对 易 . 
这 样 , 部 分 极 化 电子 的 密度 矩阵 可 表示 为 


p= 30p+ mll 一 Ya (29.13) 


( 工 . Michel, A. S. Wightman, 1955). 如 果 和 插 阵 p 已 知 , 则 撒 述 状态 的 四 维 矢 量 a 
可 由 下 面 公 式 求 出 : 




















ao# 一 有 (py yr). (29.14) 
并 因此 矢量 5 也 可 求 出 ， 

正 电子 的 密度 矩阵 公式 和 电子 完全 类 似 . 如 果 一 个 具有 四 维 动量 p 的 正 
电子 用 其 振幅 w 名 "9 与 由 此 振幅 定义 的 密度 矩阵 ppes) 来 描述 , 那 就 和 电子 
的 情形 没有 任何 区 别 , 且 和 矩阵 ofpes) 将 由 同一 公式 (29.13) 给 出 . 但 是 , 在 实际 
计算 有 正 电 子 参 加 的 散射 过 程 的 截面 时 , 必须 (如 下 面 将 看 到 的 ) 处 理 的 不 是 
uP , 而 是 “ 负 频 率 ” 的 振幅 wy. 所以, 极 化 密度 矩阵 (用 pC) 标记 ) 的 定义 
必须 能 使 它 在 纯 态 时 化 为 w_yiT_ps. 

按照 (26.1) 式 , 正 电 子 的 振幅 为 wpP”” = Ucz_p. 相反 地 ， 
































Up 一 Uc, 1 Ut up™) i up De 
(参见 (28.3) 式 ). 如 果 


Pe) = pipks pl" = wa eR, 


p77) = Ucp Po UE. (29.15) 
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代入 pees) 的 表示 式 (29.13) 并 利用 (26.3), (26.21) 式 进行 简单 的 整理 , 我 
们 得 到 1 
p= 0p -ml — yyo). (29.16) 


特别 是 , 对 于 非 极 化 态 ， 





A 
po = 了 Op 一 只) (29.17) 


以 下 在 谈 到 正 电子 密度 矩阵 时 , 我 们 将 指 的 是 矩阵 of) 并 略 去 指标 (-) (矩阵 
po 实际 上 并 不 需要 ) 

在 各 种 计算 中 , 我 们 常常 需要 计算 形 如 了 Fuv(= 如 Fipux) 的 表示 式 对 自 旋 
态 的 平均 值 , 其 中 下 是 某 一 个 (四 行 ) 托 阵 , 而 u 是 具有 确定 四 维 动量 p 状态 
的 双 旋 量 振幅 . 这 种 求 平均 等 价 于 用 一 个 部 分 极 化 态 的 密度 矩阵 pri 代替 乘 
wp. 

特别 是 , 对 两 个 独立 自 旋 态 的 完全 平均 等 价 于 变 成 一 个 非 极 化 态 , 按 
(29.10) 式 , 我 们 有 








> 加 》， 也 pup = 5 (7P + mF (29.18) 
polar. 
类 似 地 , 对 负 频 率 的 波 函 数 ， 
1 本 1 
De >» TT pFu. yp = 3 (yp — Mm)F. (29.19) 


polar. 


如 果 这 里 指 的 不 是 求 平均 , 而 是 对 所 有 自 旋 态 求 和 , 其 结果 将 增 大 一 倍 . 

现在 我 们 来 看 看 密度 矩阵 (29.13) 如 何 过 渡 到 其 非 相 对 论 极 限 . 为 此 , 我 
们 采用 电子 的 静止 参考 系 . 在 波 函 数 的 标准 表示 中 , 此 参考 系 内 的 振幅 ww 在 
非 相 对 论 极 限 下 有 两 个 分 量 , 因此 , 密度 矩阵 应 该 是 二 行 的 . 实际 上 , 在 静止 参 
考 系 中 ， 





p= > 二 1)GL+3757 :6), 


利用 和 和 矩阵 的 表示 式 (21.20) 与 (22.18), 我 们 求 出 


non-r 0 
( 0 1 Pnon-r = Mm(l + oo.6¢), (29.20) 





零 代表 二 行 的 零 矩 阵 . 如 果 我 们 采用 非 相对 论 理论 中 通常 的 归 一 化 , 密度 矩阵 
归 一 化 为 1 (tr psons = TD), 而 不 是 归 一 化 为 2m, 则 上 式 必 须 除 以 2m, 得 到 


s+o.6) 








SW Te EE WE eT 
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和 第 三 卷 的 (59.6) 式 一 致 . 
类 似 地 , 正 电子 密度 矩阵 的 非 相 对 论 极 限 是 


0 0 
人 ) 0 
0 Pnon-r 


最 后 , 我 们 写 出 极端 相对 论 情况 下 密度 矩阵 的 简化 表示 式 . 在 (29.8) 式 中 


取 pl ss (忽略 (m/e)? 级 的 小 量 ), 并 将 结果 代 人 (29.13) 式 或 (29.16) 式 , 取 p 
的 方向 为 z 轴 , 可 写 出 : 





p= [el 一 >) 土 ml 1 ~ (人 YH-—C i) ; 


其 中 上 面 的 符号 属于 电子 情形 , 下 面 的 符号 属于 正 电子 情形 . 在 乘积 展开 时 ， 
其 中 的 领头 项 消去 , 次 级 项 给 出 





p= 5309 = ll EA im) 


或 将 e(y? 一 1) 重新 写成 yp 的 形式 : 





p= ;ODL 二 和 (人士 人 


这 就 是 所 求 的 极端 相对 论 情 形 下 的 密度 矩阵 的 表示 式 . 我 们 要 提请 注意 
的 是 , 极 化 矢量 ¢ 的 所 有 分 量 以 相同 的 数量 级 平等 地 包含 在 这 个 表示 式 中 . 我 
们 还 记 起 , 6 是 极 化 矢量 和 粒子 的 动量 相 平行 (6 > 0) 或 反 平行 (9 < 0) 的 
分 量 . 特别 是 对 粒子 的 螺旋 性 态 , 6| = 2 和 = 土 1; 这 时 , 密度 矩阵 具有 特别 简单 
的 形式 : 


























p= 3 OD) 土 2X)， (29.22) 


和 中 微 子 或 反 中 微 子 的 密度 矩阵 的 形式 相同 , 正如 应 该 的 那样 , 这 是 因为 , 中 
微 子 或 反 中 微 子 是 质量 为 零 且 具有 确定 螺旋 性 的 粒子 (参见 830). 


830 二 分 量 费 米子 


我 们 在 820 中 看 到 , 描述 自 旋 为 3 的 粒子 要 用 两 个 旋 量 (# 与 ), 这 是 和 
粒子 的 质量 相 联 系 的 . 如 果 粒 子 的 质量 为 零 , 就 失去 这 个 必要 性 了 , 描述 这 种 
粒子 的 波动 方程 只 需要 一 个 旋 量 , 比如 说 , 带 点 的 旋 量 六 


PBng = 0， (30.1) 
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或 等 价 地 ， 
( 商 +P 0o)n =0. (30.2) 


在 820 中 还 曾 指 出 , 包含 质量 m 的 波动 方程 对 反 演 (变换 (20.4)) 必定 是 
对 称 的 . 当 用 一 个 旋 量 描述 粒子 时 , 这 种 对 称 性 不 再 存在 . 但 是 这 并 不 重要 ， 
因为 对 反 演 的 对 称 性 不 是 自然 界 的 普遍 性 质 . 

m = 0 的 粒子 的 能 量 和 动量 之 间 存 在 着 联系 = |pl, 所 以 , 对 于 平面 波 
(mp ~ erizz), 方程 (30.2) 给 出 























(nj)7p = 一， (30.3) 
其 中 nn 为 矢量 p 方 向 的 单位 矢量 . 类 似 的 方程 
(no)n-p= np (30.4) 
对 “ 负 频 率 ” 的 波 (1_p ~ sizz) 成 立 . 二 次 量子 化 的 少 算 符 为 : 
P=) (map tn pt), Nr = > a + pbp). (30.5) 
; 5 


如 通常 一 样 , 由 此 得 出 , 这 为 反 粒子 的 波 函 数 
由 算 符 和 的 定义 (20.1) 可 看 出 , 名 6 = -P29. 因此 , 复 共 罗 旋 量 六 满 
足 方程 名 213 = 0, 或 等 价 地 ， 





bag =0. 


我 们 写成 yp* = &8 是 要 表示 这 样 的 一 个 事实 : 复 共 轴 将 带 点 的 旋 量 变 成 为 不 
带 点 的 旋 量 . 于 是 , 反 粒 子 的 波 函 数 满足 方程 








Pagés = 0， (30.6) 
或 
(Bo —P:o0)é=0. (30.7) 
因此 , 对 于 平面 波 ， 
(no)ép = ép- (30.8) 


但 是 ， 3.a) 是 自 旋 在 运动 方向 上 的 投影 算 符 , 所 以 ,方程 (30.3) 与 (30.8) 
意味 着 , 具有 一 定 动量 的 粒子 的 状态 必然 是 螺旋 性 态 , 自 旋 在 运动 方向 上 的 分 
量 有 确定 值 . 这 时 ,如 果 粒 子 的 自 旋 和 动量 反方 向 (如 施 性 为 3) 则 反 粒 








子 的 自 旋 沿 着 动量 方向 ( 吉 放 性 为 二 3) 


ee 
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自然 界 存在 的 中 微 子 看 米 就 是 具有 这 种 性 质 的 粒子 . 习惯 上 将 螺旋 性 为 
-5 的 粒子 称 为 中 微 子 , 而 螺旋 性 为 +3 的 粒子 叫 反 中 微 子 @. 

中 微 子 状态 在 自 旋 方 向 上 是 非 简 并 的 , 与 此 相 联系 , 我 们 在 88 中 说 过 , 一 
个 质量 为 零 的 粒子 只 具有 对 动量 方向 的 轴 对 称 件 . 对 一 个 真 中 性 粒子 一 光 
子 , 这 种 对 称 性 既 包 括 绕 此 轴 的 转动 对 称 , 又 包括 在 穿 过 此 轴 的 平面 内 的 反射 
对 称 . 对 中 微 子 不 存在 反射 对 称 , 只 有 绕 轴 的 转动 群 , 它 保持 角 动 量 沿 该 轴 的 
分 量 守恒 上 且 不 变 号 . 只 有 同时 将 粒子 变 为 反 粒 子 , 才 会 有 反射 对 称 性 . 

还 必须 指出 , 中 微 子 必然 是 纵向 极 化 的 , 这 意味 着 无 法 将 其 自 旋 和 轨道 角 
动量 区 别 开 来 (如 同 光 子 必然 是 横向 极 化 一 样 , 参见 86). 

由 一 个 旋 量 ) (或 9) 可 构成 全 部 四 个 双 线 性 组 合 , 它们 一 起 构成 四 维 
矢量 






































7 = (7°n, 0 on). (30.9) 
容易 证 实 , 方程 
(Pot+P:on=0, 7 -po)=0 


意味 着 连续 性 方程 9,7+ = 0 成立, 即 jt 起 着 粒子 的 四 维 流 密 度 矢量 的 作用 . 
中 微 子 平面 波 可 采用 和 $23 中 对 有 质量 粒子 用 过 的 方法 类 似 的 方法 归 
一 化 : 


二 一 ipz en 1 ipz 
7 二 7 ; 7-p 二 a ; (30.10) 
而 旋 量 振幅 由 不 变性 条 件 
vipll, ourp 2(e, p) (30.11) 





归 一 化 . 这 时 , 粒子 密度 与 粒子 流 密度 为 2 =1,j7=p/e 二 n. 
既然 给 定 动量 的 自由 中 微 子 永远 是 完全 极 化 的 , 那 就 不 存在 (对 自 旋 而 
言 ) 混合 态 . 但 引入 一 个 二 行 极 化 “密度 矩阵 ”仍然 是 方便 的 , 它 可 简单 地 定 
义 为 二 秩 旋 量 
pap = Ua (30.12) 
(这 时 tp = 2e). 这 个 矩阵 的 表示 式 可 通过 要 求 其 满足 方程 





(s+p:o)p=p(e+p:0)=0 


@ 泡 利 为 解释 6 衰变 的 性 质 从 理论 上 预言 了 中 微 子 的 存在 (1931). 方程 (30.1) 是 
由 Weyl 首先 讨论 的 (H. Weyl, 1929). 以 这 些 方程 为 基础 的 中 微 子 理论 后 来 由 朗 道 、 李 
政道 、 杨振宁 与 萨 拉 姆 发 展 (1957). 

关于 中 微 子 质量 等 于 零 的 问题 ,人 迄今 为 止 还 没有 从 实验 上 最 终 查 明 . 为 标识 由 方 
程 (30.3) 所 描述 的 粒子 , 后 面 我 们 将 采用 “中 微 子 ”这 个 术语 . 
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得 出 . 因此 我 们 有 
p=e—~p:o. (30.13) 
当 研 究 各 种 相互 作用 过 程 时 , 中 微 子 可 能 和 其 它 自 旋 为 质量 不 为 堆 
的 粒子 一 起 出 现 , 而 那些 粒子 要 用 四 分 量 波 函 数 描述 . 在 这 种 情形 下 为 保持 标 
记 一 致 ,可 在 形式 上 为 中 微 子 也 定义 一 个 “ 双 旋 量 ” 波 函数 , 只 不 过 其 中 两 个 
分 量 为 零 : 少 = 全 但 是 , 当 过 渡 到 其 它 ( 非 旋 量 ) 表示 时 , 少 的 这 种 形式 一 般 
来 说 将 被 破坏 . 这 个 困难 是 可 以 避免 的 , 我 们 知道 , 在 旋 量 表示 中 存在 恒等式 


TI 十 世人 0 oe es 
(= (0). CR 


其 中 & 是 一 个 任意 的 “辅助 ” 旋 量 , 它 在 最 后 结果 中 并 不 出 现 ; (矩阵 六 由 
(22.18) 式 给 出 ). 因此 , 只 要 将 东 取 为 四 =0 时 的 狄 拉 克 方 程 





py =0 (30.14) 
的 解 , 而 且 满 足 补充 条 件 5GL 十 5) 一 办 或 者 
yy = oY. (30.15) 


那么 , 在 任何 表示 中 用 四 分 量 的 炮 描述 中 微 子 时 , 其 作为 真正 的 “二 分 量 ” 中 
微 子 的 条 件 将 保持 不 变 . 
将 此 条 件 考 虑 在 内 的 方法 是 , 在 每 当 出 现 少 与 多时 , 都 进行 下 列 代 换 : 








po Uy EE > (30.16) 
例如 , 四 维 流 密度 矢量 可 以 写成 (在 表示 式 yi 中 作 代 换 (30.16): 
六 = B= TL +) (30.17) 
用 同样 方法 , 中 微 子 的 四 行 密度 矩阵 可 写成 
p= 3+ OP = 7) = 3 +) (30.18) 


在 旋 量 表示 中 , 它 应 该 化 为 二 行 盾 阵 (30.13) 式 


加 0 0 
E 一 GT:7PDP 0 


对 反 中 微 子 有 类 似 的 公式 , 区 别 只 是 % 前面 的 符号 要 改变 . 
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中 微 子 是 电 中 性 的 粒子 . 但 是 具有 上 述 性 质 的 中 微 子 不 是 一 个 真正 中 性 
的 粒子 , 这 里 必须 指出 , 在 可 能 的 粒子 状态 数 (而 不 是 别 的 物理 性 质 ) 方面 , 用 
二 分 量 旋 量 描述 的 “中 微 子 场 ”, 等 价 于 用 四 分 量 双 旋 量 描 述 的 真 中 性 场 . 对 
这 种 真 中 性 场 , 在 这 里 不 是 指 有 确定 螺旋 性 的 粒子 与 反 粒 子 的 状态 , 而 是 指 螺 
旋 性 有 两 种 可 能 值 的 一 种 粒子 同样 数目 的 状态 , 并 且 反 演 对 称 性 将 自动 保证 . 
但 是 我 们 看 到 ,“ 四 分 量 ” 中 微 子 的 质量 等 于 零 可 以 说 是 “偶然 的 ”, 这 是 因为 
中 微 子 的 零 质量 并 不 和 其 波动 方程 的 对 称 性 相关 (质量 不 为 零 是 允许 的 ). 所 
以 , 这 种 粒子 的 各 种 相互 作用 必然 意味 着 虽 很 小 、 但 仍 不 是 严格 为 零 的 静 质 
量 的 存在 . 


831 自 旋 为 3/2 的 粒子 的 波动 方程 


自 旋 为 3/2 的 粒子 在 其 静止 参考 系 中 用 三 秩 的 三 维 对 称 旋 量 描述 (有 
2s 二 1=4 个 独立 分 量 ). 相应 地 , 在 任意 参考 系 中 , 对 其 的 描述 可 包含 四 维 旋 
量 £987,napgy 与 667, Xsgy, 其 中 每 一 个 四 维 旋 量 对 同类 ( 带 点 的 或 不 带 点 的 ) 
的 所 有 指标 都 是 对 称 的 ; 在 反 演 时 , 每 一 对 中 的 两 个 旋 量 将 互相 交换 . 

为 使 静止 参考 系 中 的 四 维 旋 量 £267 与 Way 变 成 对 所 有 三 个 指标 都 对 称 
的 三 维 旋 量 , 它们 必须 满足 如 下 条 件 











Pinagy =0, 到 6880 一 0， (31.1) 
实际 上 , 在 静止 参考 系 中 , 我 们 有 


D8 =» fh = mdh 
(如 由 (20.1) 式 看 出 的 ). 因此 , 条 件 (31.1) 归结 为 方程 : 
6m py = 0， Shé py = 0， 


其 中 带 撤 的 字母 标记 对 应 的 三 维 旋 量 ; 换 句 话说 , 这 些 旋 量 对 指标 a, 6 缩 并 
时 结果 为 零 , 这 就 意味 着 它们 对 这 两 个 指标 是 对 称 的 , 因而 对 所 有 三 个 指标 都 
是 对 称 的 . 

旋 量 上 和 ”之 间 的 微分 关系 为 


Din = me， 六 3 = mds. (31.2) 


此 方程 的 左边 的 对 称 性 (对 指标 ,或 a, 5) 由 条 件 (31.1) 所 保证 , 由 此 条 件 
它们 在 所 有 指标 缩 并 时 都 为 零 . 在 静止 参考 系 中 , 由 于 方程 (31.2), 三 维 旋 量 
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& 刀 和 ?是 相同 的 . 从 方程 (31.2) 中 消去 7 或 &, 我们 发 现 , 旋 量 £ 和 的 每 一 
个 分 量 都 满足 二 阶 方程 
(全 一 mt = 0. (31.3) 
(31.1) 和 (31.2) 的 全 部 方程 构成 自 旋 为 3/2 的 粒子 波动 方程 的 完全 集 @. 
引入 旋 量 5 和 x 没有 产生 任何 新 的 结果 . 它们 是 按照 下 列 关系 式 建 立 的 : 


6 入 
me = 和 MXapy 一 Basés,, 





利用 旋 量 的 矢量 性 质 可 将 自 旋 为 3/2 的 粒子 的 方程 表述 成 另 一 种 形式 (W. 
Rarita, J. Schwinger, 1941; A. C. lapprnop, HH. E. Taxw 1942). 一 对 旋 量 指 
标 ab 相当 于 一 个 四 维 矢量 指标 1. 因此 , 三 秩 旋 量 的 分 量 8" 可 对 应 于 具有 
一 个 矢量 指标 和 一 个 旋 量 指标 的 “混合 ” 量 wi 的 分 量 . 类 似 地 , 旋 量 W897 对 
应 于 量 好 , 而 两 个 旋 量 一 起 和 “矢量 性 ” 双 旋 量 如 ( 双 旋 量 指标 未 写 出 ) 相对 
应 . 这 时 , 波动 方程 变 成 每 个 矢量 分 量 wy 的 “ 狄 拉克 方程 ”: 














(PB — mM) = 0 (31.4) 


其 补充 条 件 为 

YW = 0. (31.5) 
利用 旋 量 表示 中 和 抑 阵 y+* 的 表示 式 和 旋 量 与 矢量 分 量 之 间 的 关系 式 (18.6)， 
(18.7), 我 们 不 难 证 实 , 方程 (31.4) 意味 着 方程 (31.2), 而 条 件 (31.5) 等 价 于 旋 
量 ge6y 和 ma6r 对 指标 好 或 By 是 对 称 的 条 件 . 方程 (31.4) 乘 以 yw, 再 应 用 
条 件 (31.5), 我 们 得 到 














YY Bp = 0 
或 利用 矩阵 yt 的 对 易 关 系 ， 
2g9” Pby —Y Pry Wy = 0. (31.6) 
第 二 项 根据 (31.5) 又 等 于 零 , 而 第 一 项 给 出 
Pry = 0. (31.7) 


不 难看 出 , 由 (31.4) 式 和 (31.5) 式 自 动 得 出 的 这 个 条 件 和 条 件 (31.1) 是 等 价 
的 . 














最 后 ， 波动 方程 还 有 一 个 表述 方法 ， 即 采 用 量 ikl (i, k,l Ss 1, 2, 3, 4)， 它 有 
三 个 双 旋 量 指标 并 对 这 三 个 指标 是 对 称 的 (V. Bargmann, E. P. Wigner, 1948). 
@ 关 于 这 些 方程 的 拉 格 朗 日 表述 ， 请 参见 §15 中 引用 的 Fierz 与 Pauli 的 文章 . 
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这 一 组 量 等 价 于 全 部 四 个 旋 量 4 人 6,X 的 分 量 . 波动 方程 变 成 一 组 “ 狄 拉克 
方程 ”: 

巨人 和 = mir. (31.8) 
容易 看 出 , 这 组 方程 已 能 得 到 所 必需 的 独立 分 量 wini 的 数目 (四 个 ), 所 以 , 就 
不 需要 进一步 的 附加 条 件 . 实际 上 , 在 静止 参考 系 中 , (31.8) 式 归 结 为 等 式 





Yd Wnt = Wikt, 


按照 这 个 等 式 , (在 标准 表示 中 ) i,k,1 = 3,4 的 所 有 分 量 都 为 零 , 即 wip 简化 为 
个 三 秩 三 维 旋 量 的 分 量 . 

以 上 结果 显然 可 以 推广 到 任何 半 整 数 自 旋 s 的 粒子 . 当 用 形 如 (31.4) 式 

与 (31.5) 式 的 方程 描述 时 , 波 函 数 将 是 有 一 个 双 旋 量 指标 的 (2s 一 1)/2 秩 的 对 

称 四 维 旋 量 . 而 用 形 如 (31.8) 式 的 方程 描述 时 , 波 函 数 将 有 2s 个 双 旋 量 指标 ， 
并 且 对 这 些 指标 是 对 称 的 . 
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从 本 质 上 讲 , 自由 粒子 的 波动 方程 描述 的 只 是 和 时 空 对 称 性 的 普遍 要 求 
相 联 系 的 那些 性 质 . 这 些 粒 子 参 与 的 物理 过 程 则 依赖 于 它们 相互 作用 的 性 质 . 

将 经 典 理论 与 非 相 对 论 性 量子 理论 中 描述 粒子 电磁 相互 作用 的 方法 加 以 
推广 就 可 用 来 描述 相对 论 性 量子 理论 中 粒子 的 电磁 相互 作用 . 

但 是 , 这 种 方法 只 适用 于 描述 一 些 不 参与 强 相互 作用 的 粒子 的 电磁 相互 
作用 . 这 包括 电子 (与 正 电子 ), 因此 , 电子 的 量子 电动 力学 的 很 广泛 领域 是 可 
以 接受 现 有 理论 的 . 不 参与 强 相互 作用 的 还 有 一 些 不 稳定 的 粒子 , 例如 子 ， 
它们 也 可 用 上 述 同 样 的 量子 电动 力学 描述 ,但 只 能 用 于 处 理 一 些 在 比 寿命 (和 
弱 相 互 作用 相关 的 ) 短 得 多 的 时 间 里 发 生 的 现象 . 

在 本 章 中 , 我 们 将 讨论 完全 属于 单 粒子 理论 范围 内 的 量子 电动 力学 问题 . 
在 这 些 问 题 中 , 粒子 数 不 变 , 而 相互 作用 可 借助 外 电磁 场 的 概念 来 引入 . 在 这 
样 的 理论 中 , 外 场 被 认为 是 已 知 的 ; 此 外 , 和 “辐射 修正 ” 相 联系 的 一 些 条 件 也 
限制 了 这 种 理论 的 应 用 范围 . 

推导 电子 在 一 已 知 外 场 中 的 波动 方程 的 方法 , 是 和 非 相 对 论 性 理论 中 一 
样 (第 三 卷 , 8111) 的 . 设 4+ = (5, 4) 为 外 电磁 场 的 四 维 势 (4 为 矢量 势 , 5 为 
标量 势 ). 为 了 得 到 所 求 的 方程 , 只 需 在 狄 拉克 方程 中 将 四 维 动量 算 符 个 换 成 
万 一 e4: 








YB ed) -my =0. (32.1) 
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这 里 e 为 粒子 电荷 C， 在 (21.13) 式 中 作 同 样 的 代 换 , 可 得 到 相应 的 了 哈密 顿 
算 符 : 
百 =aw .人 从 -ece4) 上 +Bm+eg. (32.2) 
狄 拉克 方程 对 在 作 变 换 4 一 4A 十 
访 X( 其 中 X 为 任意 函数 ) 的 同时 , 波 函 数 也 作 如 下 变 























yy — weix (32.3) 


(比较 苹 定 证 方程 的 类 似 变换 , 见 第 三 卷 , 8111)@, 则 方程 的 形式 不 变 . 

用 波 函 数 表示 的 电流 密度 公式 和 无 外 场 时 的 公式 (21.11) 相同 , 即 j = 
yyw. 不 难看 出 , 应 用 方程 (32.1) (和 下 面 的 方程 (32.4)), 将 推导 (22.11) 式 的 那 
些 计 算 重复 一 遍 , 就 会 看 到 : 消去 外 场 , 连续 性 方程 对 于 先前 的 电流 表示 式 也 
是 正确 的 . 

我 们 来 对 方程 (32.1) 进行 电荷 共 轿 操作 .; 为 此 我 们 写 出 方程 








VB+ eA)+m|=0, (32.4) 


得 到 此 式 的 方法 和 前 面 推 导 方 程 (21.9) 的 方法 一 样 , 对 (32.1) 式 取 复 共 轿 即 
可 (这 时 应 记 住 , 四 维 矢量 4 是 实 的 ). 将 此 方程 写成 


[B+eA) +mly = 0, 
左 乘 以 和 矩 阵 Uc 并 利用 关系 式 (26.3), 我 们 求 出 
Te (82.5) 


因此 , 电荷 共 绒 波 函 数 所 满足 的 方程 和 原 方程 的 区 别 在 于 电 共 的 符号 有 
改变 . 然而 , 电荷 共 弧 操作 对 应 于 从 粒子 变 成 反 粒 子 . 我 们 看 到 , 如 果 粒 子 具 有 
电荷 , 则 电子 和 正 电 子 电荷 的 符号 一 定 是 相反 的 . 

一 阶 方程 (32.1) 可 变 成 二 阶 方程 , 只 要 对 其 应 用 算 符 YP 一 eA) 十 m 即 可 : 





bY (By ~ eA)(B -ehy)— my =0. 
乘积 yp 可 以 写成 


1 1 
We ee a 0 es 














@ 电荷 包括 它 的 符号 ;对 电子 而 言 ,e = 一 |el. 
昌 带 有 通 数 x(t,") 的 变换 (32.3) 有 时 称 为 “ 定 域 规范 变换 ”, 以 区 别 含有 常数 相位 
角 a 的 “整体 规范 变换 ”(12.10) 式 . 


: 
| 
3 
3 
: 
1 
| 
| 
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其 中 am 为 反对 称 的 “四 维和 矩阵 张 量 ”(28.2). 在 乘 以 ow” 时 , 通过 如 下 代 换 即 
可 实现 反对 称 化 : 


x a a 次 
(By — eAp) (Pr 一 edv) 一 3{(P — eAy)(P, ~ eAv)}— 
1 a A A 

三 5e( 一 4 各 + PAy os Pb, Ay 下 A,p,) 


不 ie 
二 3ie(Or A -0,4A,) = 一 Fw 





(三 34 一 名 4 为 电磁 场 张 量 ). 结果 , 我 们 得 到 如 下 形式 的 二 阶 方程 




















仿 一 e4)2 一 mm2 ero | v=0 (32.6) 


乘积 已 vaw 可 以 通过 分 量 


写成 三 维 形式 , 这 时 
[$B ~ eh) -m+es.H-iea.: Ely=0, (32.7) 
或 者 用 通常 的 单位 ， 


医 三 a) 二 (ny + £4) -me +on.H-ida.p =0. 
€ Cc [ Cc 
(32.7a) 

方程 中 出 现 合 巨 与 豆 的 项 是 和 粒子 的 自 旋 相 联 系 的 , 这 个 问题 我 们 将 在 下 
一 节 作 进一步 的 讨论 . 

当然 , 二 阶 方程 的 解 中 还 有 不 满足 原 一 阶 方程 (32.1) 的 “多 余 解 ”( 它 们 
是 将 m 前 面 的 符号 相反 的 方程 (32.1) 的 解 ) 在 具体 情形 下 如 何 选择 合适 的 
解 , 通常 是 明显 且 没 有 困难 的 . 通常 的 选择 方法 是 : 如 果 yp 是 二 阶 方程 的 任意 
解 , 则 正确 的 一 阶 方程 的 解 是 


























Y= 0B-ed)+mly. (32.8) 


实际 上 , 这 个 等 式 乘 以 YB 一 eA) 一 m 后 , 如 果 y 满足 方程 (32.6), 则 右边 为 零 . 

必须 强调 指出 , 通过 代 换 字 一 一 eh 将 外 场 引入 相对 论 波动 方程 这 一 方 
法 本 身 并 不 是 不 言 而 喻 的 . 在 这 样 做 时 , 我 们 实际 上 用 到 了 一 个 补充 的 原则 : 
这 个 代 换 必须 在 一 阶 方程 中 进行 . 正 因 如 此 , 方程 (32.6) 中 出 现 了 附加 项 . 如 
果 在 二 阶 方程 中 直接 进行 代 换 , 这 些 附 加 项 就 不 会 出 现 . 
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外 场 中 犹 拉克 方程 的 定 态 解 , 既 可 以 有 连续 谱 的 态 , 又 可 以 有 离散 谱 的 态 . 
和 在 非 相对 论 理论 中 一 样 , 连续 谱 的 态 对 应 无 限 运动 , 粒子 可 以 运动 到 无 限 远 ; 
可 看 成 一 个 自由 粒子 . 由 于 自由 粒子 哈密 顿 算 符 的 本 征 值 为 土 V 殉 十 7i, 因此 
很 清楚 , 能 量 本 征 值 连续 谱 出 现 的 条 件 是 ce > m 和 e < 一 m. 如 果 一 m <e<m, 
则 粒子 不 能 处 于 无 限 远 , 因而 运动 是 有 限 的 , 状态 属于 离散 谱 . 

和 自由 粒子 一 样 , 具有 “ 正 频率 ” (se > 0) 与 “ 负 频 率 ”(e < 0) 的 波 函 数 可 
以 以 一 定 方式 纳入 二 次 量子 化 理论 表述 中 . 对 于 外 场 中 的 粒子 , 这 种 表述 可 自 
然 地 推广 如 下 : 用 犹 拉克 方程 的 归 一 化 本 征 画 数 Vi) 与 7 (分别 对 应 正 频 
率 (e41) 与 负 频 率 (-e 扑 )) 代替 公式 (25.1) 中 的 平面 波 : 

















eT 
RE (32.9) 
T= 5 {AD expliet)t) + BB ) exp(—ie())}. 


这 时 必须 注意 , 随 着 势 阱 的 加 深 , 能 级 可 能 穿 过 边界 s = 0, 即 由 正 能 多 
变 成 负 能 级 (或 者 对 势 的 符号 相反 时 , 由 负 能 级 变 成 正 能 级 ). 尽管 如 此 , 从 连 
续 性 考虑 , 必须 仍 将 它们 看 成 是 电子 的 (而 不 是 正 电 子 的 ) 能 级 , 换 句 话说 , 当 
无 限 缓慢 地 移 去 外 场 时 , 趋 于 连续 谱 正 界限 (es = m) 的 所 有 状态 都 是 电子 的 
虽然 电子 在 外 场 中 的 狄 拉克 方程 可 以 解决 大 部 分 的 量子 电动 力学 问题 ， 
但 同时 应 该 强调 , 在 相对 论 性 理论 的 单 粒子 问题 范围 内 , 外 场 概 念 的 适用 性 仍 
然 要 受到 限制 . 这 个 限制 和 在 足够 强 的 外 场 下 电子 - 正 电 子 对 的 自发 产生 有 
关 (参见 下 面 的 835 与 836). 

在 本 书 中 我 们 将 不 去 研究 在 自 旋 不 为 3 的 粒子 的 波动 方程 中 引入 外 场 
的 问题 , 因为 那些 讨论 没有 直接 的 物理 意义 : 有 这 些 自 旋 的 真实 粒子 是 强 子 ， 
而 强 子 的 电磁 相互 作用 不 能 用 波动 方程 来 描述 . 与 此 相 联 系 必须 指出 , 这 类 方 
程 还 可 能 导致 物理 上 互相 矛盾 的 结果 . 例如 , 零 自 旋 粒 子 的 波动 方程 在 足够 深 
的 势 阱 场 中 会 出 现 复 能 级 ( 虚 部 有 两 种 符号 ). 又 如 , 自 旋 为 3/2 的 粒子 的 波动 
方程 将 导致 因果 性 的 破坏 , 因为 出 现 以 超 光 速 传播 的 解 . 


习 题 
试 确定 电子 在 恒定 磁场 中 的 能 级 . 
解 : 矢量 势 为 As = hs = 0, hy = Hz ( 场 吾 沿 z 轴 指向 ). 广 义 动量 的 分 
量 py,pz (以 及 能 量 ) 守恒 . 
利用 辅助 吕 数 yp 的 二 阶 方程 (参见 (32.8) 式 ), 取 yp 为 算 符 到 (其 本 征 值 
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为 = 士 ]) 及 算 符 侦 , 农 的 本 征 函 数 . p 的 方程 有 如 下 形式 


仁 京 +Ceaz-aj-eoaojo- (和 一 全 一 太 )0. 
这 个 方程 形式 上 和 线性 谐振 子 的 薛 定 请 方程 一 样 . 本 征 值 = 由 如 下 公式 
e2—m p=|lelH(2n+1) -eHo, n=0,1,2,..: 
确定 (参见 第 三 卷 8112). 我 们 指出 , 按 (32.8) 式 由 wp 确定 的 波 函 数 仍 不 是 算 
符 也 的 本 征 函 数 . 这 和 运动 粒子 的 自 旋 不 是 守恒 量 一 致 
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我 们 在 821 中 看 到 , 在 非 相对 论 极限 下 (v 0), 双 旋 量 少 二 ( 的 两 个 


分 量 (x) 为 零 . 所 以 , 当 电 子 的 速度 很 小 时 , x < yp. 这 样 , 只 要 把 波 函 数 按 1/e 
的 寡 作 形式 上 的 展开 , 就 有 可 能 得 到 只 包含 二 分 量 的 量 yp 的 近似 方程 . 


外 场 中 电子 的 犹 拉克 方程 可 以 写 为 : 
ne = {ea 人- “4 十 Bme? 十 cs} . (33.1) 


粒子 的 相对 论 能 量 还 包括 静止 能 量 me?. 在 非 相 对 论 近 似 时 应 该 消去 静止 能 
量 , 为 此 , 我 们 用 函数 w' 来 蔡 代 w, 其 定义 如 下 : 


全 a weime t/h 





WH 


于 是 
(号 十 me w= {ca ， 人- -4) 十 Brnc2 十 e5} Vy. 


将 履 写 成 米 = (| 代入 , 得 到 如 下 方程 组 


¥ 0 es A € 7 

(ni es) = co .人 ( 盏 -4) X， (33.2) 
， 2 7 i / 

(号 一 6 入 十 27nc )> 一 CO， (全 - “4) Pp. (33.3) 


(以 下 我 们 略 去 p 和 x 上 的 撤 号 . 由 于 在 本 节 中 我 们 只 用 被 变换 了 的 函数 光 ， 
因此 不 会 引起 误解 ). 
名 在 这 一 节 中 采用 通常 的 单位 . 
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在 一 级 近似 下 , 方程 (33.3) 左边 只 和 莘 下 2mc2y 一 项 , 得 到 


a - (8-— £4) 0 (33.4) 


X= 2mc 


(因此 , x ~ wo/o). 将 此 式 代 入 (33.2) 式 得 到 
.0 1 ~ € 2 
(ni -es)o= (0 (5- £4)) Pp. 
对 于 泡 利 矩阵, 有 如 下 关系 式 : 
(oc :a)(o :0)=a:b+io: (a x Db), (33.5) 


其 中 wp 为 任意 矢量 (参见 (20.9) 式 ). 在 我 们 现在 的 情形 , a = b= 全- eAfe， 
但 由 于 分 和 A 不 对 易 , 矢量 积 a x 5 并 不 等 于 零 : 


|(5- “4) x (B- 54)| p= {A xV+VxAjy 


涯 EL ee 
C 
因此 ， 2 2 三 
(C0) 0 
(其 中 五 = rot A 为 磁场 ), 我 们 得 到 y 的 方程 为 
.00 A [1 7 e,\? ehh 


这 就 是 泡 利 方程 , 它 和 非 相 对 论 性 薛 定 请 方程 的 区 别 在 于 它 的 哈密 顿 算 符 中 的 
最 后 一 项 , 这 一 项 的 形式 是 一 个 磁 偶 极 子 在 外 场 中 的 势能 (比较 第 三 卷 $111). 
因此 , 在 按 1/c 展开 的 一 级 近似 中 , 电子 的 行为 像 一 个 同时 具有 电荷 和 磁 矩 








1= hs (33.8) 
mc 


的 粒子 . 自 旋 的 核磁 比 (ef/mc) 要 比 轨道 运动 的 核磁 比 大 一 信人 @. 

密度 p= 二 gp*p+X*X. 在 一 级 近似 中 , 第 二 项 应 该 略 去 , 因此 p = |o|?， 
这 正 是 薛 定 廖 方程 应 有 的 结果 . 

流 密度 为 








j= am = cp ox+ Xx"op). 


巴 这 个 著名 的 结论 是 犹 拉克 在 1928 年 首次 得 到 的 . 满足 方程 (33.7) 的 二 分 量 波 函 
数 是 泡 利 在 1927 年 引入 的 , 是 在 狄 拉克 发 现 他 的 方程 之 前 . 
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按照 (33.4) 式 , 在 此 式 中 代入 
(~ihv 本 -4) wp， 
= 元 - (inav 一 5A) 7 
利用 (33.5) 式 对 含有 两 个 o 因子 的 乘积 进行 变换 , 为 此 将 (33.5) 式 写 成 如 下 
形式 : 


(ogo:a)o=at+io xa, o(o'.a)=atiaxo. (33.9) 
结果 得 到 
» 访 + * CE 来 a 半 
相去 3 (WY — J” Vp)— Sp Pp 十 Bot (rowp)， (33.10) 


和 非 相 对 论 性 理论 的 表示 式 (第 三 卷 (115.4)) 一 

现在 我 们 来 求 二 级 近似 , 继续 展开 到 1/c? 这 时 我 们 假设 只 有 外 电 
场 (4=0). 

首先 我 们 注意 到 , 当 包 含 ~ 1/e 项 时 , 密度 为 




















所 2 
4m2c2 pp 


这 和 共 定 调 表 示 式 是 不 同 的 . 为 在 二 级 近似 中 求 出 与 苹 定 币 方程 对 应 的 波动 
方程 , 必须 用 另 一 个 二 分 量 的 波 函 数 ws 来 替代 w 它 的 和 时 间 无 关 的 积分 形 


式 为 /esPdsz, 此 式 和 蓄 定 族 方 程 的 积分 形式 一 样 . 
为 了 得 到 所 要 求 的 变换 , 我 们 写 出 条 件 
vios= /were oo vo)} as 
进行 分 部 积分 : 
[eode vee = fw(o vo: Vos 
a , 了 


(或 pg* 和 yp 互 换 的 同样 公式 ). 所 以 


2 
viper = [ {we- BO APTOAO )} ss 
下 面 我 们 将 仿效 5B. B. 别 列 斯 捷 茨 基 和 工 . 五 . 庆 道 的 方法 (1949). 


p=|o2 十 lx = le 十 
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因此 很 明显 ， 


se 
ps = ( 十 5 Pp， P= (4 a ss ) se: (8301) 
为 了 简化 标记 , 我 们 将 假设 状态 是 稳定 的 , 因而 可 用 能 量 < (已 减 去 静止 
能 量 ) 代替 算 符 访 呈 在 比 (33.4) 式 高 一 级 的 近似 下 , 由 (33.3) 式 我 们 有 


1 e—eg$ 村 
X ( 人 守 生 | (o .Pb)y. 








~ 2me 
将 其 代 人 (33.2) 式 , 然后 按 (33.11) 式 用 ps 代替 yp, 并 略 去 所 有 高 于 1/c2 的 项 . 
通过 简单 的 计算 , 就 得 到 对 ws。 的 方程 sp。 = 吾 o。 其 中 了 哈密 顿 算 符 为 


节 = 分 十 eg i P) Slo 人 SP?)} 
”2m 8m3c2 4m2c2 F P37 ?J) 


将 大 括号 内 的 表示 式 利 用 如 下 公式 作 变 换 : 


(o :DS(o :P= SP + (0 .BP8)(0:D) 
= $F +if(o :五 )(c :D), 
PG— Gp = -AG+2AE.F. 


其 中 瑟 = 一 V5 为 电场 . 哈密 顿 算 符 的 最 终 表 示 式 为 
on eh 2 


~ D 
= te -To.(Ex 人 DD- 
om te 8m3c2 on <) 


后 三 项 就 是 所 求 的 1/e2 级 修正 . 第 一 项 来 自动 能 和 动量 的 相对 论 性 关系 
( 差 ceVP? +m2c2 一 me? 的 展开 式 ). 第 二 项 , 可 称 为 自 旋 轨道 相互 作用 能 , 为 运 
动 磁 矩 与 电场 的 相互 作用 能 @. 最 后 一 项 只 在 建立 外 场 的 电荷 所 在 点 上 不 为 
零 . 例如 , 在 点 电荷 Ze 的 库仑 场 中 , A$ = -4r2Ze8(r) (C. G. Darwin, 1928). 
如 果 电 场 是 中 心 对 称 的 , 则 


divE. (33.12) 





8m2c2 


_rdg 
rdr’ 

@ 利用 磁 矩 (33.8) 和 速度 b=p/m, 这 个 能 量变 成 - 亡 k.( 忆 x 蕊 . 乍 看 起 来 这 个 结 

果 似 乎 不 对 , 因为 在 变 到 随 粒 子 一 起 运动 的 参考 系 时 , 要 出 现 磁场 H = i x v; 在 这 

个 磁场 中 , 磁 矩 应 具有 能 量 -p. 有 H. 实际 上 , 因子 > (“ 托 马 斯 一 半 ”, L. Thomas, 1926) 


的 出 现 与 相对 论 不 变性 的 普遍 要 求 和 电子 的 特殊 性 质 (电子 是 具有 一 定 核磁 比 的 “ 旋 
量 ” 粒 子 ) 相关 (参见 841). 





En en 
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自 旋 轨道 相互 作用 算 符 可 以 写成 


dg 记 dU ~ 


5 si 33.13 
7 dr 2m2c2r dr 所 ( ) 


4m2ce27r 
其 中 了 为 航道 角 动 量 算 符 , 3 3o 为 电子 的 自 施 算 符 , 而 UU = eg 为 电子 在 场 
中 的 势能 . 


834 所 原子 能 级 的 精细 结构 


我 们 来 确定 氨 原 子 能 级 ( 即 静 止 核 的 库仑 场 中 一 个 电子 的 能 级 ) 的 相对 
论 修正 @. 电子 在 氨 原 子 中 的 速度 v/c ~ a 之 1, 因 此 , 所 求 的 修正 可 以 用 微 扰 
论 来 计算 , 即 在 非 微 扰 态 ( 非 相 对 论 性 波 函 数 ) 上 求 近似 哈密 顿 量 (33.12) 中 相 
对 论 项 的 平均 值 . 为 了 使 结果 具有 较 大 的 普遍 性 , 我 们 假设 核电 荷 等 于 Ze, 但 
同时 假设 Za < 1. 

核 的 场 强 EE = Zer/r3, 而 它 的 势 满 足 方程 A = -4r2Zes(r). 将 此 式 代 
入 (33.12) 式 的 最 后 三 项 , 并 考虑 到 电子 的 电荷 为 负 的 , 我 们 得 到 微 扰 算 符 





Bs Za ~ Zan 
/3 十 
8m3 2r3m2 2m2 


因此 , 按照 非 相 对 论 薛 定 兽 方程， 


化 = 





8(r). (34.1) 


PY = 2m (= 十 守 ) 加 
(其 中 so = ~-m22a2/2m2 为 非 微 扰 能 级 , n 为 主 量 子 数 ), 平均 值 为 

pt = 4m? (a 十 
这 个 量 和 (34.1) 式 中 第 二 项 的 平均 值 一 样 , 是 利用 下 列 公式 计算 出 来 的 (参见 
第 三 卷 836): 


一 na (ma2) (ma2)3 


和 m (+ 引 mi (1+3) C+ 
(最 后 的 式 子 在 1 关 0 时 成 立 ); 本 征 值 为 


| 如 果 1 去 0， 


lil.s=0 如 果 /==0. 
@ 核 运 动 对 这 些 修 正 的 影响 是 更 高 级 小 量 ,这 里 我 们 不 考虑 . 








(34.2) 
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最 后 , 第 三 项 的 平均 利用 了 如 下 公式 


1 Zam 3/2 
4(0) = | | Re (34.3) 
0， 7 大 0. 


利用 以 上 公式 对 所 有 的 情形 ( 即 对 7 和 :的 所 有 值 ) 进行 简单 计算 的 结果 


可 写成 
mm(Za) 1 3 
J 


2 
公式 (34.4) 给 出 所 求 的 氧 能 级 能 量 的 相对 论 修正 , 即 精细 结构 能 量 . 这 
里 提醒 一 句 : 在 非 相 对 论 性 理论 中 , 既 有 对 自 旋 取向 的 简 并 , 又 有 对 ! 的 库仑 
简 并 . 精细 结构 ( 自 旋 轨道 相互 作用 ) 消除 了 这 种 简 并 , 但 并 不 完全 : 具有 相同 


i 3 不 同 的 能 级 仍然 是 二 重 简 并 的 (这 时 只 有 对 给 定 nj 为 最 


大 可 能 值 j= jox = Loax 十 3 a 3 的 能 级 是 非 简 并 的 ). 因此 , 计 及 精细 结 
构 的 氨 能 级 的 序列 如 下 : 














181/2; 
281/2, 2D1/2， 2p3/2; 
NE 
381/2; 3D1/2, 3p3/2;3d3/2, 3d5/2. 
SN 
主 量子 数 为 n 的 能 级 分 裂 成 n 个 精细 结构 分 量 . 


应 该 注意 , 在 非 相 对 论 力学 中 , 能 级 在 库仑 场 中 的 “ 侦 然 ” 简 并 与 该 场 存 
在 特殊 的 守恒 定律 相关 : 量 4 守恒 , 其 算 符 为 





入 Tr 1 一 入 
Tl Fp Fxh. 
人 ph 


(参见 第 三 卷 (36.30)). 在 相对 论 性 情况 下 仍然 存在 的 二 重 简 并 与 特殊 守恒 定 
律 的 联系 是 : 狄 拉克 方程 的 险 密 顿 算 符 到 = a 请 二 Bm 一 22/Jr 和 算 符 




















入 下 二 一 5 /会 
一 一: i y H- 
I + (DT lL+ 1)Yy( mB) 


对 易 (M. H. Johnson, B. A. Lippmann, 1950). 在 非 相 对 论 极 限 下 , 算 符 了 一 


人 


.A. 


a 这 个 公式 (以 及 更 精确 的 公式 (36.10)) 是 索 末 菲 (A. Sommerfeld) 在 量子 力学 建 
立 以 前 根据 玻 尔 的 旧 量 子 论 得 出 的 . 
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以 后 (8123) 我 们 会 看 到 , 剩 下 的 二 重 简 并 被 所 谓 的 辐射 修正 ( 兰 姆 移动 ) 
去 除 , 这 一 修正 在 单 电子 问题 的 狄 拉 克 方 程 中 被 略 去 了 . 

我 们 在 这 里 提前 指出 , 这 项 修正 的 数量 级 为 ~ m24as In(1/a). 自 旋 轨 道 
相互 作用 的 二 级 修正 为 ~m(2Za)s, 因而 它 与 辐射 修正 之 比 为 ~ G2ay/ In(1/a). 
对 于 氧 原子 (2Z = 1), 这 个 比 肯 定 很 小 因而 在 这 种 情形 下 精确 求解 狄 拉克 方程 
是 没有 意义 的 , 但 是 对 2 很 大 的 核 场 中 电子 的 能 级 , 它 是 有 意义 的 (836). 


835 在 有 心 对 称 场 中 的 运动 


我 们 来 研究 电子 在 有 心 对 称 电场 中 的 运动 . 

由 于 在 有 心 场 中 运动 的 电子 的 角 动 量 和 宇 称 (相对 于 场 的 中 心 , 取 其 为 
坐标 原点 ) 是 守恒 的 , 所 以 , 在 824 中 关于 自由 粒子 球面 波 的 讨论 完全 适用 于 
有 心 场 中 电子 波 函 数 的 角度 依赖 关系 ; 只 有 径 向 函数 要 改变 , 因此 , 我 们 将 找 
出 如 下 形式 的 定 态 波 函 数 (在 标准 表示 中 ): 


yp J 
Cc ， 35.1 
由 的 ba EF g(r) Qon we 
其 中 1 二 j 圭 i =2; 1,(-1) 血 次 的 选取 是 为 了 简化 后 面 的 公式 . 


标准 表示 中 的 狄 拉克 方程 给 出 w 和 Xx 的 如 下 方程 组 : 
(e—m—U)yp= op, 
其 中 U(r) = eg(r) 为 电子 在 此 场 中 的 势能 . 将 (35.1) 式 代 人 的 结果 通过 计算 
这 两 个 方程 的 右边 得 到 . 
球 谐 旋 量 fjwm 用 Vimr 表示 如 下 : 
fm 一 人 (o- -> fijim 
(参见 (24.8) 式 ) , 我 们 可 写 出 : 























(35.2) 





(0 -BX = -ia :Bo 7) am. 
利用 (33.5) 式 对 乘积 (o : p)(o .7) 作 变换 , 并 将 矢量 算 符 展开 , 我 们 求 出 


(a -Bx = -iDr+ic (Bx 7)} Om 




















={-divr ~ (r+:V)—o:(rx 一 } im 


2 2 
= - {9 rio+ go 7) om 
Tr 各 
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其 中 全 =r x 分 为 轨道 角 动 量 算 符 ; 撒 号 表示 对 7 微分 . 乘积 o.1=21.3 的 本 
征 值 为 





21.s=j?—L 8? 
3 
=jG+1) -I+D) -7 
加 | 
2 
2 


3 
3 如 果 7=j 十 


为 使 公式 的 写法 在 1 二 j + 的 两 种 情形 下 相同 , 引入 符号 


I 1/2) = (+D), 3=1+1/2, 二 沁 
+( +1/2)=1, pa 


数 x 取 除 0 以 外 的 所 有 整数 什 ( 正 数 对 应 于 j 一 3 的 情形 , 负数 对 应 于 了 = 1+3 
的 情形 ) 这 时 4.o = 一 (1+ x), 因此 


A 1—x 
(o -PX = — {9 + 一 一 9 人 im 
T 


将 此 式 代 入 (35.2) 式 的 第 一 个 方程 时 , 方程 两 边 的 球 谐 旋 量 Q2j1m 相 消 . 
对 第 二 个 方程 进行 类 似 的 计算 , 结果 , 对 径 向 函数 得 到 如 下 方程 组 : 


en 
” (35.4) 
g+——gt+(e—-m-—U)f=0, 
或 者 
(fr) + fr) (e+m-— Ugr=0, 
. (35.5) 


(gr) — (gn) + (Ee—m- Ur=0. 


我 们 来 研究 和 g 在 小 距离 上 的 行为 , 假设 当 7 一 0 时 场 U(r) 比 1/7 增 
长 得 更 快 . 于 是 对 很 小 的 m 方程 (35.4) 变 为 : 





f+Ug=0, 9g ~Uf=0. 
这 些 方 程 有 如 下 形式 的 实 解 
f = const . sin (/ Udr 十 5) ， 9 = const.cos (/ Udr + (35.6) 








i 





835 在 有 心 对 称 场 中 的 运动 .129 . 


其 中 6 为 任意 常数 . 这 两 个 函数 在 r 一 0 时 是 振荡 的 , 不 趋 于 任何 极限 . 不 难 
看 出 , 这 种 情形 对 应 于 非 相 对 论 理论 中 粒子 “ 落 ” 到 中 心 的 情形 . 

首先 我 们 指出 , 距离 很 小 这 个 条 件 对 解 的 选择 并 没有 附加 任何 限制 :振荡 
函数 没有 7 = 0 的 条 件 , 常数 5 的 选择 仍然 是 任意 的 (在 7 大 的 区 域内 , 对 e 的 
任何 值 , 适当 选择 6 就 可 以 使 波 函 数 有 正确 的 行为 ). 为 了 消除 这 种 不 确定 性 ， 
可 将 ”= 0 的 奇异 势 看 成 7 一 0 时 在 某 个 ro 点 被 “截断 ”的 势 的 极限 ( 即 当 
> 7o 时 等 于 V(r) 而 当 7 < ro 时 等 于 V(ro) ). 当 ro 有 限时 , 当然 会 得 到 确定 
的 能 级 系列 , 但 是 当 ro 一 0 时 , 基态 的 能 量 将 趋 于 -co. 

在 非 相对 论 理 论 中 这 意味 着 “ 落 ” 到 中 心 , 因为 一 个 在 深 能 级 的 粒子 局 
限 在 > = 0 附近 很 小 的 区 域内 . 在 相对 论 理论 中 , 这 种 情形 是 不 可 能 的 , 因为 
这 意味 着 系统 将 是 不 稳定 的 , 它 会 自发 地 产生 电子 - 正 电子 对 . 实际 上 , 如 果 
在 真空 中 产生 这 样 的 粒子 对 需要 超过 2m 的 能 量 , 那么 在 场 中 , 较 小 的 能 量 就 
够 了 . 当 电 子 处 于 能 量 s < m 的 束缚 态 时 , 只 要 花费 = 十 mm < 2m 的 能 量 就 能 
产生 粒子 对 , 而 且 是 在 束缚 态 中 产生 自由 的 正 电子 和 电子 . 如 果 束 缚 态 能 级 
的 能 量 s < -rm, 这 样 的 场 可 以 自发 地 产生 正 电子 (具有 能 量 -se > m) 而 无 须 
消耗 外 来 的 能 量 . 在 我 们 所 研究 的 场 中 , 当 ro 一 0 时 , 有 无 限 多 个 这 样 的 “ 反 
常 ” 能 级 (e < 一 m). 因此 , 如 果 r 一 0 时 势 8(7r) 比 1/r 增长 得 更 快 , 就 无 法 用 
狄 拉 克 理论 处 理 . 应 当 着 重 指出 , 这 适用 于 任何 一 种 符号 的 势 . 虽然 粒子 “ 落 ” 
到 中 心 只 发 生 在 吸引 的 情形 下 , 但 是 由 于 U = eg 的 符号 也 与 电荷 的 符号 有 
关 , 所 以 , 在 一 种 情形 下 反常 的 是 电子 的 能 级 , 而 在 另 一 种 情形 下 反常 的 则 是 
正 电 子 的 能 级 ; 在 后 一 情形 , 场 产 生 的 是 自由 电子 . 

其 次 , 我 们 来 研究 小 函数 在 大 距离 上 的 行为 . 如 果 7r 一 co 时 势 U(r) 衰减 
得 足够 快 , 那么 , 在 确定 波 函 数 在 大 距离 上 的 渐 近 形式 时 , 就 可 以 完全 忽略 方 
程 中 的 势 . 当 s > mm 时 , 即 在 连续 谱 的 区 域内 , 我 们 回 到 自由 运动 的 方程 . 这 
时 , 波 函 数 的 渐 近 形式 (球面 波 ) 与 自由 粒子 的 区 别 仅 仅 是 出 现 了 额外 的 “ 相 
移 ”, 其 值 由 势 在 近 距 离 上 的 形式 决定 也. 相 移 和 了 及 ! 的 值 有 关 ; 或 者 说 依赖 
于 上 面 所 引入 的 数 x (当然 也 依赖 于 能 量 e). 用 5,, 表示 这 个 相 移 并 利用 自由 
球面 波 的 表示 式 (24.7), 我 们 可 以 立即 写 出 所 求 的 渐 近 公式 









































l 
VE mf2jtm Sin (m 一 的 十 5 ) 
人 0 35.7 
25 | nl (35.7) 
—VE— mfjum sin | pr 一 十 06. 





”参见 第 三 卷 833. 和 非 相对 论 理 论 一 样 U(7) 应 该 比 1/r 衰减 得 快 . U ~ 1/r 的 情 
形 将 在 836 中 研究 . 
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或 者 , 考虑 到 定义 (35.1) 式 : 


站 - 交 ee (mw- 轩 +5) (35.8) 


9 7 E COs 
其 中 p= VB 一 mz. 共同 的 系数 在 这 里 对 应 径 向 函数 按 (24.5) 式 来 归 一 化 . 
离散 谱 (e < m) 的 波 函 数 在 r 一 co 时 按照 


和 宇 Da a 和 exp(—rVm? — e?) (35.9) 


?12 一 号 








指数 衰减 , 式 中 的 ho 为 一 常数 ， 

和 非 相 对 论 理 论 一 样 , 相 移 95.。 (更 确切 地 , 是 量 ex 一 1) 决定 在 该 场 中 
的 散射 振幅 (关于 这 一 点 将 在 837 中 进一步 讨论 ). 在 这 里 我 们 并 不 着 手 研究 
这 些 量 的 解析 性 质 (比较 第 三 卷 8128), 我 们 只 是 指出 , e256x 作为 能 量 的 函数 ， 








上 的 留 数 , 按 一 定 的 方式 与 相应 的 离散 谱 波 函数 的 渐 近 表示 式 中 的 系数 相 联 
系 . 将 第 三 卷 的 非 相对 论 公式 (128.17) 加 以 推广 , 我 们 就 可 找到 这 个 联系 . 必 
要 的 计算 和 第 三 卷 8128 中 完全 类 似 . 

将 方程 (35.5) 对 能 量 微分 , 得 到 


人 人 








Oe rr 0 l 
CO 


这 两 个 方程 分 别 乘 以 rg 和 一 rf, 而 (35.5) 式 的 两 个 方程 分 别 乘 以 -rg 和 rf， 
然后 将 四 个 方程 逐 项 相 加 . 全 部 约 简 后 我 们 得 到 


之 ( 当 -7 吕 ) =72(f2 + 9). 


将 这 个 等 式 对 7 积分 : 
Bf ,0 人 
六 (党 二 /7 订 ) =/ (f° + g°)r?dr, 
然后 过 滤 到 ” 一 oo 的 极限 . 由 于 归 一 化 条 件 , 等 式 右边 的 积分 等 于 1. 而 等 式 
左边 , 函数 上 和 在 渐 近 区 域内 由 等 式 
本 


Em 
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相 联 系 (这 个 等 式 是 在 忽略 了 有 U 和 有 1/r 的 项 的 条 件 下 由 (35.5) 式 得 出 的 ). 
结果 我 们 得 到 
,O07) pa 
(rf) ye 人 ) =1. (35.10) 
这 个 公式 和 类 似 的 非 相对 论 公式 (对 函数 x) 的 区 别 只 是 系数 不 同 (用 


< 十 和 mn 代替 2m). 因此 , 不 必 重 复 随后 的 计算 我 们 就 可 立即 写 出 , 在 点 s = so 
(so 为 能 级 ) 附近 成 立 的 最 后 公式 : 


242 f/m— 
e2i6x 一 (一 起 一 一 0 (35.11) 
E—E0VY m+eo 


其 中 ho 为 渐 近 表示 式 (35.9) 中 的 系数 . 





二 
e+m 














习 题 

求 在 场 UU~r-s(s <1) 中 的 波 元 数 在 + 很 小 时 的 极限 形式 . 

解 : 对 一 个 自由 粒子 , 当 7 很 小 时 我 们 有 : f 必 ri,g~7!, 因而 当 1<V 时 : 
岂 9, 而 当 1> 1 时 :过 9. 我 们 假设 (其 结果 被 证 实 ) 在 所 研究 的 场 中 这 
个 关系 式 也 是 成 立 的 . 当 1 < 7 ( 即 1 一 = 一 一 1) 时 , (35.4) 式 的 第 一 
个 方程 中 含 g 的 项 可 以 略 去 , 因而 , 与 前 一 样 , 仍 有 /~ ri. 第 二 个 方程 给 出 
grjJUD, 所 以 gri+l = 人-s. 可 用 类 似 的 方法 研究 1> 4 的 情形 . 结果 我 
们 求 出 : 

当 1 < :ff~r, g~r!-s, 


Lol: fr, gor. 
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我 们 从 波 函 数 在 很 小 距离 上 的 行为 着 手 来 研究 在 库仑 场 这 种 最 重要 情形 
中 的 运动 性 质 . 为 确定 起 见 , 我 们 假设 势 为 吸引 力 : U = -Zafr@. 
当 7 很 小 时 , 方程 (35.5) 中 的 < 土 m 项 可 以 忽略 ; 这 时 
(fr)' + fr— 2 =0, 
人 大 


1 x Za 
-gr+ 人 fr=0. 
(97) -F907+ fr 





@ 在 通常 的 单位 中 , 7 = -Zez/r. 过 渡 到 相对 论 单位 时 , e 写成 无 量 纲 的 量 a 





. 132 . 第 四 章 ”外场 中 的 粒子 





两 个 函数 fr 和 gr 平等 地 出 现在 这 两 个 方程 中 . 因此 它们 有 r 的 相等 雹 次 ; 
fr 二 arY,gr 二 077. 将 它们 代入 方程 给 出 





a(Yy+x)~bZa=0, aZa+b(y— zx)=0, 


由 此 得 到 
2 = x? (Za). (36.1) 
设 (Za)? < zo?. 这 时 7 为 实数 而 且 应 该 取 正 值 : 相应 的 解 要 么 在 + 0 时 
不 发 散 , 要 人 么 比 另 一 个 发 散 得 更 慢 . 这 种 选择 的 合理 性 可 通过 研究 在 某 个 很 小 
的 ro 上 截断 的 势 (如 上 一 节 中 所 阐明 的 那样 ) 并 取 极 限 rn 一 0 (比较 第 三 卷 
$35 中 类 似 的 讨论 ) 得 到 证 实 . 这 样 ， 
Za 


=——g= const.r ltY, 
A ea 


Y= Vx ZL? = V+1/2)? — 2202. 


虽然 波 函 数 在 + =0 时 可 能 变 成 无 限 大 (如 果 < 1), 但 是 对 |w| 的 积分 自然 
仍 是 有 限 的 . 

如 果 (Za)? > zx?, 则 由 (36.2) 式 给 出 的 两 个 y 值 是 虚 的 ， 对 应 的 解 当 
7 一 0 时 像 r-1cos(|y|In7) 一 样 振荡 : 这 又 一 次 对 应 于 在 相对 论 性 理论 中 不 能 
容许 的 情形 , 如 前 面 已 经 前 述 过 的 . 由 于 x? > 1, 这 意味 着 在 犹 拉 克 理 论 中 内 
有 当 Za < 1 即 2 <137 时 , 才能 讨论 纯 库 仑 场 . 

现在 对 2 > 137 时 出 现 的 情形 作 一 点 定性 的 描述 . 为 避免 + = 0 处 边界 
条 件 的 不 确定 性 , 应 再 次 考虑 在 某 个 ro。 上 的 截断 的 势 (U. HA. Homepanuy, 
机 , A. Cmopomamcxwf, 1945). 这 不 仅 有 形式 上 的 意义 , 而 且 有 直接 的 物理 意 
义 . 2 > 137 的 电荷 事实 上 只 可 能 集中 在 某 个 有 限 半径 的 “超重 ” 核 内 . 因此 
我 们 来 研究 对 给 定 的 ro, 能 级 分 布 如 何 随 着 2 的 增加 而 改变 . 

在 “ 非 截 断 ” 库仑 场 中 , 当 Za = 1 时 最 低能 级 的 能 量 sl 趋 于 零 , 且 cl(21) 
的 曲线 中 断 , 当 Za > 1 时 能 级 sl 变 成 虚 的 ( 见 下 面 的 (36.10) 式 )， 在 “ 截 
汤 ” 的 场 中 , 对 给 定 的 ro 去 0, 只 在 某 个 Za > 1 时 , 能 级 si 才 通 过 零点 . 但 
是 si =0 的 意义 在 物理 上 是 不 清楚 的 ; 而 当 ro 关 0 时, 形式 上 的 意义 也 不 清 
楚 a1(2) 的 相关 曲线 在 这 里 不 中 断 . 当 2Z 进一步 增加 时 , 能 级 继续 下 降 ; 
在 达到 某 个 确定 的 “临界 ” 值 Z = Zro) 时 , 能 量 si 达到 低能 级 连续 谱 的 边 
界 (一 m). 如 上 节 所 述 , 这 意味 着 产生 自由 正 电子 所 要 求 的 能 量 为 零 . 所 以 , 临 
界 值 和 是 给 定 ro 时 “ 裸 ” 核 可 能 具有 的 最 大 电荷 . 

当 2Z > 2 和 时 ,sl < 一 m 的 能 级 从 能 量 上 讲 有 利于 产生 两 个 电子 - 正 电 
子 对 . 两 个 正 电子 到 达 无 穷 远 处 日 带 走 2(|ei| - mm) 的 动能 , 而 两 个 电子 填充 








(36.2) 
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能 级 sl 结果 形成 K 壳 层 被 填 满 、 有 效 电荷 Zoy = Z 一 2 的 “离子 ”(C. C. 
Tepmreiu, 皂 . B. 3enpxosuq, 1969). 一 直到 Z 达到 下 一 个 能 级 的 边界 -mm 所 
对 应 的 Z 值 , 这 个 系统 对 Z > 2 都 是 稳定 的 呈 . 

最 后 我 们 指出 , 即使 在 点 电荷 的 情形 下 , 小 距离 上 势 的 分 布 也 因 辐 射 修正 
而 受到 影响 , 但 是 辐射 修正 的 计算 对 Zoa 的 修正 量 仅 为 ~ a 量 级 . 

现在 我 们 来 研究 波动 方程 的 精确 解 (G. Darwin, 1928; W. Gordon, 1928). 

(a) 离散 谱 (e < m). 我 们 要 寻找 的 函数 1 和 9g 是 








f= Vm+tee ?pO + Q2), 


(36.3) 
9= Vm ee 2p (Q1 — Qa), 
式 中 引入 了 符号 
p=2M, A= Vm ~e?, Y= Vx? — Zo02. (36.4) 


由 于 我 们 已 经 知道 函数 在 p 一 0 时 的 行为 (36.2) 和 p 一 ce 时 的 指数 衰减 
(~ e-?/2), 因此 , 这 种 形式 是 合理 的 . 又 由 于 在 库仑 场 的 情形 下 , 当 p 一 ce 时 
(35.9) 的 第 一 个 等 式 应 该 满足 , 所 以 , 当 p 一 oo 时, Q1 > Q2. 

将 (36.3) 式 代 入 (35.4) 式 , 我 们 得 到 方程 








p(Q1 ~ Qa) + (7 — A)(Q1 ~ Qs) + pQ2 — Zo TE(Q1 + Qs) =0 





( 撒 号 表示 对 p 微分 ). 它们 的 和 与 差 给 出 
0Q1 1 (7 和 G1 1 (« 一 2 ) Q2 = 0, 


Zac Zam 
pOs+t (y+ Ep) Ot (r+) 0 =0, 





或 者 , 消去 Q1 或 @2， 





2 
PpQT + (27+1— p81 0- EE)Q=0, 


Zae 
PQY + (27+1—p)Q2— +- 全 )o- 





@@ 警 如 说 , 如 果 核 电荷 均匀 地 发 布 在 半径 ro = 1.2 x 10-12cnm 的 球 内 , 临界 值 Ze = 
170, 下 一 个 能 级 在 Z = 185 时 到 达 边 界 -m (B. C. Honoa, 1970). 定量 理论 的 详细 论述 
可 参见 Ff. B. 3exprxoBmq 和 B. C. IIonos 的 概述 性 文章 (YBH, 1971, T. 105, GC. 403). 
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这 里 用 到 一 (Zae/ 和 )? = 和 一 (Za 这 个 事实 . 这 两 个 方程 的 解 在 2=0 
是 有 限 的 : 




















Z 
Q1 = AF (7- 至, mr+lo， 


本 (36.6) 
Ga = BF +i +1p), 


其 中 F(a, PB,z) 为 合流 超 几 何 函 数 . 在 (36.5) 式 任何 一 个 方程 中 取 p = 0, 我 们 
求 出 常数 4 和 B 之 间 的 关系 : 

Y— Zae/A 
x— ZLam/A 





B= (36.7) 

(36.6) 式 中 的 两 个 超 几 何 沙 数 必须 化 为 多 项 式 (否则 当 p 一 oo 时 它们 将 
按 ep 增长 , 因而 所 有 的 波 函 数 都 将 按 e?/? 增长 ). 如 果 参 数 a 等 于 负 整 数 或 
零 , 则 函数 F(a, 6B,z) 化 为 多 项 式 . 我 们 引入 符号 mr: 


7 一 Gae/ 和 = 一 pr. (36.8) 


如 果 n. = 12…… 则 两 个 超 几 何 函 数 都 化 为 多 项 式 . 如 果 mw = 0, 则 其 中 
只 有 一 个 是 多 项 式 . 但 是 等 式 w = 0 意味 着 7 = Zae/ 和 , 这 时 不 难 证 明 ， 
Zam/ 和 = |zz|. 如 果 x < 0, 则 系数 B 等于零, 因而 Q2 = 0, 所 要 求 的 条 件 被 满 
是 . 而 如 果 x > 0, 则 B= 一 4,m =0 时 @ 仍然 发 散 . 由 此 可 见 , 量子 数 mw 的 
容许 值 为 









































sg 清城 < 广 
a (36.9) 
根据 定义 (36.8), 我 们 求 出 离散 能 级 的 表示 式 如 下 : 
_1/2 
E01 (Co 
i 加 a (36.10) 
特别 是 , 基态 能 级 1s3(|x|= 1,n" = 0) 的 能 量 为 : 
s1 = myV1— (Za)?. 
当 Za 之 1 时, (36.10) 展开 式 的 领头 项 为 
a (Za)? { 下 (Za)? | 1 3 | 
m 2(x|+nr)? zl + [lx| 4(x|+n7)|) 


利用 符号 ni 十 |x| 二 n(= 1,2,…) 并 注意 到 |x| 二 j++ > 我 们 就 回 到 前 面 用 微 
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扰 论 推出 的 公式 (34.4). 正如 在 834 未 所 指出 的 , 这 个 展开 式 后 面 的 项 没有 意 
义 , 因为 辐射 修正 肯定 要 超过 这 些 项 . 但 是 , (36.10) 式 在 Za ~ 1 时 的 精确 形 
式 是 有 意义 的 . 我 们 看 到 , 近似 公式 (34.4) 所 显示 的 能 级 的 二 重 简 并 在 精确 公 
式 中 仍 存在 : 因为 精确 公式 中 只 舍 |x|, 所 以 j 相同 而 /不同 的 能 级 仍然 是 重 
合 的 . 

在 波 函 数 中 我 们 还 要 确定 共有 的 归 一 化 系数 A. 离散 谱 波 函数 的 归 一 化 
条 件 如 通常 那样 为 /lgPdsz =1 对 于 函数 了 和 9 相应 的 条 件 为 





1 十 g2)72dr =1. 
0 


求 4 的 最 简单 方法 是 由 函数 在 7 一 co 时 的 渐 近 形式 来 确定 . 利用 渐 近 公式 





F(—nr,27+ 1,7) 祥 rs p)™™ 
(参见 第 三 卷 (d, 14) 式 ), 我 们 求 出 
FT(27 十 了 


人 


将 此 式 和 下 面 将 要 导出 的 表示 式 (36.22) 比较 . 就 可 确定 4. 然后 将 以 上 公式 
收集 在 一 起 , 我 们 就 可 完整 地 写 出 归 一 化 波 函 数 的 最 终 表示 式 


er(2AryY+nr 一 1 











人- 训 | 名 二 sir(27 二 和 二 了] oye 


9 T(27 十 1 |4m(Zam/MN (Zam/A— x)nr! 


2 
x 人 (于 =】 FE( 一 mr; 2y 十 1 2Xr) 干 mrE(L — n,27y+ La2Mn 





(36.11) 


(其 中 上 面 的 符号 属于 f, 而 下 面 的 属于 g). 
(b) 连续 谱 (e > mm) 没有 必要 重新 解 连 续 谱 的 波动 方程 . 这 个 情形 的 波 
函数 可 通过 代 换 @ 


Z 
Vm—éem—iVe—m, A —ip, mr 一 了 一 1 > (36.12) 








由 离散 谱 波 函数 得 到 (关于 根 Vm 一 8 在 解析 延 拓 时 的 符号 选择 , 参见 第 三 卷 
8128). 但 是 波 函 数 的 归 一 化 必须 重新 进行 . 


@ 在 本 节 的 以 下 部 分 ,p 代表 |p| = Ve? 一 m3. 
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在 (36.11) 式 中 作 这 些 代 换 , 函数 上 和 9 可 写成 


本 | . AeiPr (2pr)7 -1 
9 iVe—m 


x[e*F(y ~— iv,2y+1,—2ipr) Fe <F(y+1— iv,27y+ 1,—2ipr)], 


其 中 hr 为 新 的 归 一 化 常数 , 而 且 


Zo 2 _ 7- 
WV (36.13) 
(由 于 ++(Zaef/p)? = 苔 十 (Zam/p)?,é€ 为 实 的 ). 


根据 公式 
F(a, Bb, Z) esF(B 一 Q, pb, —2) 


(参见 第 三 着 (d. 10), 我 们 有 


F(y 十 1 一 这 27 十 1 一 2ipr) = e- 2P"F(Y + iv, 27y + 1,2ipr) 
= er2rT*(y ~ iv, 27 + 1, —2ipr), 


因此 
I ; 
7 | = 2iA’Ve + m(2pr)—! {elortOP(y 一 iy,27Y 十 1， -2ipr)} . (36.14) 
9 e 


将 这 个 函数 的 渐 近 表达 式 和 归 一 化 球面 波 的 一 般 表 示 式 (35.7) 进行 比较 ， 
就 可 以 确定 归 一 化 系数 4. 得 到 的 连续 谱 波 函数 的 表示 式 (以 后 将 对 它 加 以 


验证 ) 为 ©; 
1\ _ ap EE [TO+1+N)| pm 
gf E T(27Y + 1) r 


I , 
i {etoF(y 一 iy,27Y 十 1， -2ipr) } : (36.15) 
Re 





此 郴 数 的 渐 近 表示 式 可 利用 第 三 卷 (d. 14) 式 推出 , 而 现在 只 有 其 中 的 第 
一 项 有 意义 , 第 二 项 按 1/r 的 更 高 次 宕 减 小 : 


1 - 交 E 土 rn sin 


9 7 € COs 


斥 力 场 中 的 波 函 数 可 改变 Za 前 的 符号 ( 即 改变 v 的 符号 ) 得 到 . 


1 1 
(r 一 本 十 6 十 zin2pr 一 4 5 (36.16) 
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l 
5x = 一 argTO+1+ 过 -也 二 可， (36.17) 
oy _ 2 一 izmy/sT(7 十 1 一 这) oil) 
了 一 过 了 十 工 十 也 


为 以 后 参考 方便 , 我 们 给 出 极端 相对 论 情 形 (e 闻 my < Za) 下 的 相位 表示 式 : 


ox T(y 十 1 一 ia) 
~ 7-iZaTlT(y+1+iZa) 


表示 式 (36.16) 与 式 (35.8) 的 区 别 只 是 三 角 函 数 宗 量 中 的 对 数 项 . 如 在 巷 
定 滚 方程 中 那样 , 库仑 势 的 缓慢 衰减 影响 波 的 相位 , 使 其 变 成 一 个 随 ” 缓慢 变 
化 的 函数 . 
在 < m 的 区 域内 进行 解析 延 拓 时 , 表示 式 (36.18) 换 成 : 
2i5x x—Zam/AT(y+1— Zae/N) 


= (I 36.20 
y— Zae/s Ty F142Zae/ MN) 2 





(36.18) 


ein( 一 人)， (36.19) 


























这 个 表示 式 在 下 列 备 点 上 有 极点 : y 十 1 一 Zae/ 和 = 1 一 n,n 三 1;2…( 即 分 
子 的 下 函数 的 极点 ), 还 有 点 7 一 Zae = 一 nx = 0( 如 果 还 有 x < 0); 如 所 期 待 
的 , 这 些 点 和 离散 能 级 一 致 . 

在 nr 关 0 的 任何 极点 附近 , 我 们 有 





Zam 一 于 eiz( 一 Y) 
入 as 
2i6 
PR Tr | 
rT (2 + +r) @ A ) 


其 极点 附近 的 工 函数 形式 , 可 利用 熟知 的 公式 T(z)T(1 一 z) = /sinrz 求 出 : 





rT (yl Zae T 
A Tn)sinn(y+1— Zoe/N)’ 


， ae d /Zaoe 
sin x Yt1—— ~ Teosnnr i (oe (a — £0) 





其 中 so 为 能 级 . 因此 我 们 有 @， 


i Zoam | 
po | 


mrT(2y 十 1 十 mr) Zam?e— eo 





e2i0xz ( ti (36.21) 





名 不 难看 出 , 此 式 甚 至 在 w =0 的 情形 下 仍 成 立 . 
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在 上 市 未 曾 推出 公式 (35.11), 它 将 函数 e2ix 在 其 极点 上 的 留 数 和 相应 束 
缚 态 波 函数 渐 近 表示 式 中 的 系数 联系 起 来 . 但 是 在 库仑 场 的 情形 下 , 这 个 公式 
应 该 稍 加 改变 , 因为 (35.7) 式 中 的 恒定 相 移 5 在 (36.16) 式 中 被 5 十 zln(2pr) 
代替 , 所 以 (35.11) 式 的 左边 必须 用 下 式 代替 e256x， 











exp[2i5,, + 2iv In (2pr)] — e2igx (2iXr)2(nr+7). 





利用 (36.21) 式 并 由 (35.11) 式 定 出 系数 4o ( 它 现在 将 是 7 的 寡 函 数 ), 我 们 求 
出 离散 谱 归 一 化 波 函 数 的 渐 近 形式 : 


/2 —Ar 
| (Zam/A— x) (m+ eX 1/26 i 
Es Ee 十 1 十 ny) (2X7) . (36.22) 





此 式 在 确定 (36.11) 式 中 的 系数 时 已 用 过 . 
837 在 有 心 对 称 场 中 的 散射 


粒子 在 力 心 固定 的 场 中 散射 时 , 波 函 数 的 渐 近 表示 式 可 写成 上 
Wb = Uepe?” + wpe /r. (37.1) 


这 里 wep 为 人 射 平面 波 的 双 旋 量 振幅 . 双 旋 量 wj 为 散射 方向 mv 的 函数 , 对 
每 个 给 定 的 n' 值 , 其 形式 (当然 不 是 其 归 一 化 形式 ) 都 和 n' 方向 上 传播 的 平 
面 波 的 双 旋 量 振幅 相同 . 

我 们 在 $24 中 曾经 看 到 , 平面 波 的 双 旋 量 振幅 完全 决定 于 二 分 量 的 
量 一 一 三维 旋 量 w, 它 是 粒子 在 静止 参考 系 中 的 非 相对 论 性 波 函 数 . 流 密 
度 可 用 同样 旋 量 表示 : 它 正比 于 w*w (其 比例 系数 仅仅 依赖 于 能 量 s, 因而 对 
于 人 射 粒子 和 散射 粒子 是 相同 的 ). 因此 , 散射 截面 do = (w*w'/rw*w)do, 或 者 
像 $24 中 那样 , 由 人 射 波 的 归 一 化 条 件 w*w = 工 得 











do = ww’do. 


我 们 引入 散射 算 符 广 其 定义 为 
2 = fu. (37.2) 


由 于 量 w,w 有 两 个 分 量 , 这 样 定义 的 算 符 就 和 非 相 对 论 散 射 理 论 中 考 虚 了 自 
旋 的 散射 振幅 算 符 完全 相似 ( 见 第 三 卷 8140). 因此 , 可 直接 应 用 在 那里 所 得 到 
名 在 837 与 838 中 ,p 代表 |pl, 而 e 与 p 是 分 别 作 为 振幅 的 指标 写 出 的 . 

















oe Ter terete en renga eerie Re once 


TT SM TE ee ET ee fo EPE TT 
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的 通过 波 函 数 在 散射 场 中 的 相 移 来 表示 算 符 的 公式 , 为 此 只 需 将 第 三 卷 8140 
中 引入 的 相 移 6 和 67 用 相对 论 公 式 (35.7) 中 所 出 现 的 65. 表示 出 来 . 值得 


Se A 1 ; 1 
注意 的 是 , it 条 是 轨道 角 动量 为 1, 总 角 动量 为 j=1+ 3 和 j=1-3 的 状 


态 的 相位 . 按照 定义 (35.3), 7 = + 时 x 季 = 一 一 17=7 一 3 时 x 一/. 因此 
我 们 应 该 进行 如 下 代 换 

















6 6 (tl); 0 过 全 0 


(请 注意 , 5 的 下 标 现 在 代表 的 是 x 的 值 ). 这 样 , 我 们 得 到 下 列 公式 : 


f=A+Bv.:o, (37.3) 
Te ， 
A= 二 - 1 十 1)(e28-: 一 1 2 一 1]Pi(cosb 37.4 
zp 2 + D(e )+i(e )1Pi(cos 0), (37.4) 
二 1 2i6_1_1 ,2i61yp1l 
B= A e215:)Pl (cos 0), (37.5) 


其 中 为 方向 nx mn 上 的 单位 矢量 . 

既然 w 为 静止 参考 系 中 的 旋 量 波 函 数 , 散射 的 极 化 性 质 就 要 借助 了 用 和 
第 三 卷 8140 中 同样 的 公式 来 描述 . 

在 库仑 场 的 情形 下 , 有 可 能 将 4(0) 与 B(0) 用 一 个 函数 表示 出 来 , 其 计算 
过 程 简 述 如 下 人 @: 

对 于 库仑 场 , 相位 6,, 由 (36.18) 式 给 出 , 它 可 写成 如 下 形式 


Ze? 
i (> i 人) i 
D /lx 








| (37.6) 
© = _ TOT) Gn(xl-”) 
T(Y+1+iy) 
(注意 到 , x > 0 时 el = er x <0 时 ei 二 一 eirxx). 利用 如 此 引入 的 量 , 可 将 
级 数 (37.4), (37.5) 写成 如 下 形式 





d= L612 玉 
“ 和 (37.7) 
B(0) = tan 2G(O) 十 2 cot 2F(g) 
其 中 
G(0) = ; SRG(Pi+ P11), FO) = 3 yO se (37.8) 
sa $d 





DW Gluckstern R. L., Lin S. R., J. Math. Phys., 1964, V. 5, p. 1594. 
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在 级 数 B(9) 的 变换 时 利用 了 勒 让 德 多 项 式 之 间 的 如 下 递 推 公式 : 
Pl+P}1=— cot .1(Pi ~ P11), (37.9) 
PP-P,= tan 2 -LP1+ P11). (37.10) 


另 一 方面 , 按照 恒等式 


d 
dcost 


函数 F(0) 和 G(9) 用 关系 式 


(1 十 cosb) [Pi(cos0) ~— Pi_1(cos0)] = IPi(cos0) +Prai(cosg] (37.11) 





df 亚 
dcos0 2 5 析 
互相 联系 . 这 样 , 4(0) 和 B(0) 就 都 用 一 个 函数 F(0) 表示 出 来 ©. 


s38 极端 相对 论 情形 中 的 散射 


现在 我 们 研究 极端 相对 论 情形 (e > m) 的 散射 .在 一 级 近似 中 , 我 
们 在 波动 方程 中 可 完全 忽略 质量 加 .对 业 采用 旋 量 表示 沁 一 ( ) 比较 方便 
因为 上 和 的 方程 当 由 一 0 时 可 以 分 开 : 








G = (1 ~ cos0) —c (37.12) 





-ig .VEé=(e—U)é, -io:Vn=-(e ~ U)n (38.1) 


(为 “中 微 子 ”形式 , $30). 
家 化 处 于 p 方向 上 的 电子 的 记 旋 性 状态 对 应 于 波 函 数 必 = (6)， 而 对 于 





和 也 相反 的 极 化 方向 上 的 电子 则 对 应 于 = (”). 由 于 入 的 方程 可 以 分 


开 , 并 且 很 明显 这 个 性 质 不 会 受到 散射 的 影响 . 因此 , 在 极端 相对 论 电子 的 散 
射 中 , 螺旋 性 是 守恒 的 . 由 对 称 性 (纵向 极 化 ) 考虑 , 在 纵向 极 化 的 螺旋 性 粒子 
的 散射 中 显然 没有 方位 角 的 对 称 性 . 我 们 还 可 以 断言 , 螺旋 性 电子 的 散射 截面 
和 螺旋 性 的 符号 无 关 ; 这 是 因为 有 心力 场 对 反 演 变换 不 变 , 而 蝶 旋 性 在 反 演 时 
要 变 号 . 
在 极端 相对 论 情形 , 公式 (37.3) 一 (37.5) 可 以 大 大 简化 (D. R. Yennie, D. 

G Ravenhall, R. N. Wilson, 1954). 

@ 函数 F(b) 不 能 通过 基本 函数 表示 成 封闭 形式 ,但 是 可 以 写成 确定 的 二 重 积分 的 
形式 一 一 参见 上 一 注解 所 引用 的 论文 . 
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譬如 说 , 设 入 射电 子 的 极 化 沿 着 运动 方向 n. 对 于 有 确定 no 值 的 平面 
波 而 言 , 旋 量 6(= (yp 十 台 /V3) 和 波 的 标准 表示 中 出 现 的 相同 三 维 旋 量 w 成 正 
比 . 因此 , 在 新 的 表示 中 , 人 射 波 和 散射 波 的 旋 量 振幅 之 间 的 关系 仍 由 同样 的 
算 符 了 给 出 . 

作为 散射 的 一 个 结果 , 极 化 矢量 随 动量 一 起 转 到 方向 mw' 上 . 所 以 , 算 符 了 
对 电子 自 旋 波 函数 的 作用 归结 为 自 旋 绕 v 轴 转 动 0 角 (mn 和 mn’ 的 夹 角 ). 这 
个 转动 本 身 等 价 于 坐标 系 绕 同 一 轴 在 相反 方向 上 转动 , 即 转动 -0 角 . 由 此 得 
出 , 算 符 六 应 该 与 坐标 系 作 上 述 改变 时 波 函 数 的 变换 算 符 ( 即 作 代 换 9 一 -0 
的 算 符 (18.17)) 相同 (只 可 能 差 一 个 系数 ). 将 (37.3) 式 和 (18.17) 式 比较 , 我 们 

















B wil 
sr 一 itan 可 (38.2) 
所 以 , 在 极端 相对 论 极限 下 ， 
了 = A(O0) |1 — itan 30.v:c (38.3) 


如 果 利 用 同一 极限 下 相位 5,, 和 6_, 之 间 的 关系 式 , 4(0) 的 表示 式 (37.4) 
也 可 以 简化 . 为 了 推导 这 个 关系 式 , 我 们 注意 到 , 当 删 去 有 m 的 项 以 后 , 银 数 
f 和 g 的 方程 (35.4) 对 代 换 





>-x, 一 9，9 一 一 / 





不 变 , 这 种 代 换 并 不 影响 粒子 或 场 本 身 的 参数 . 所 以 , 必定 有 f; /gx = 一 g-x/f-x， 
代入 渐 近 表 示 式 后 给 出 


ln Un 
tan Zr 一 可 十 0x 一 一 cot 2 一 可 十 9-x ; 


二 
0 一 0 一 ( D+ (m+) 


二 (38.4) 
利用 这 个 关系 式 (并 在 (37.4) 式 的 第 一 项 中 的 求 和 指标 由 7 换 成 1 一 1), 我 们 
求 出 

4(0) = 让 — 1)[Pi(cos0) + Pi_1(cos 0O)]. (38.5) 


由 (38.2) 式 得 出 , Re (4B*) = 0. 这 意味 着 在 所 考虑 的 近似 下 , 截面 和 
粒子 的 初始 极 化 无 关 , 并 且 非 极 化 束 在 散射 后 仍然 是 非 极 化 的 (参见 第 三 卷 
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(140.8) 一 (140.10) 式 ). 我 们 还 看 到 , 当 4 -x 时, 4(0) 的 表示 式 (38.5) 和 (x 一 0)? 
一 样 趋 于 零 (由 于 Pi(-1) = (~1)). 因此 截面 
1A(O)N? 

cos2(0/2) 
也 趋 于 零 . 这 些 性 质 在 对 小 量 m/e 的 更 高 级 近似 中 自然 不 会 出 现 . 特别 是 , 分 
析 表 明 , 当 0 一 工时 , 截面 趋 于 正比 于 (m/e)? 的 极限 . 

对 于 极端 相对 论 情形 中 的 库仑 场 , 相位 i,, 是 和 能 量 无 关 的 , 如 由 (36.19) 
式 所 抑 品 . 因此 , 在 纯 库 仑 场 中 , 当 < 六 m 时 , 散射 截面 有 如 下 形式 


do 
ea as (38.6) 








do = a do, (38.7) 


其 中 + 只 是 角度 的 函数 
839 库仑 场 中 散射 的 连续 谱 波 函数 


我 们 将 在 以 后 (895, 896) 研究 极端 相对 论 电子 在 重 核 (Za ~ 1) 的 场 中 散 
射 时 出 现 的 各 种 非 弹性 过 程 . 为 计算 相应 的 矩阵 元 , 我 们 需要 的 波 函 数 是 这 样 
的 : 它们 在 7 一 co 时 的 渐 近 形式 应 该 是 平面 波 和 球面 波 的 琶 加 . 

我 们 将 看 到 , 在 极端 相对 论 情形 下 (电子 能 量 s > m), 由 电子 给 核 的 动量 
转移 g = |p' 一 p| ~m 在 散射 中 起 着 最 主要 的 作用 . 和 这 个 4 值 对 应 的 “碰撞 
参量 ” 为 p ~ 1/e ~1/m, 电子 的 偏转 角度 为 @ 


























g mm 
0~ -~ 一 . 9.1 
= (39.D) 


用 坐标 ” (到 中 心 的 距离 ) 和 z = ”cosb 表示 , 这 个 区 域 可 表示 为 





p=rsing~1/m, p(r—2z)=pr(l ~ cos0)~1. (39.2) 
并 且 7 ~ efm?, 可 见 所 涉及 的 距离 是 很 大 的 . 
我 们 将 犹 拉克 方程 写成 
(EU—m8+ia. vy =0, U=-Za/r, (39.3) 


为 将 其 变 成 二 阶 方程 , 用 算 符 (e -U0U+mpB 一 ia .VV) 作用 于 (39.3): 








(A+P -20 = (~ia. VU — Uw. (39.4) 
包 这 由 方程 (38.1) 也 可 直接 看 出 , 因为 对 库仑 场 来 说 , 能 量 < 一 般 可 以 通过 代 换 
7 一 7?//e 从 方程 中 消去 . 


@ 在 本 节 中 ,用 p 标 记 |pl. 








从 
| 
: 
肛 
: 
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由 于 在 所 考虑 的 区 域内 ”六 Zaje, 所 以 了 六 s. 在 一 级 近似 中 , (39.4) 式 
的 右边 可 以 忽略 , 剩 下 的 方程 为 








(4 十 到 十 2 ) v=0, (39.5) 
其 形式 和 库仑 场 中 的 非 相对 论 性 酝 定 韦 方程 
1 p22 Zo 

(去 4+ 所 + ， )»=0 (39.58) 


相同 , 区 别 只 是 参数 的 标记 有 明显 改变 (在 “势能 ”中 包含 一 个 额外 因子 ef/m). 
因此 , 我 们 可 以 直接 写 出 具有 所 要 求 的 渐 近 形式 的 解 (参见 第 三 卷 8136). 
例如 , 包含 渐 近 平面 波 (x ei?") 和 射出 球面 波 的 波 函 数 具 有 如 下 形式 : 


ep i iZ 
WD) C- 呈 se ( ilpr —p.: 中】 








E 
7 和 


(39.6) 
C = eZ°%/2PT (1 ~ iZoe fp), 


式 中 了 为 合流 超 几 何 函 数 , wy 为 平面 波 的 常数 双 族 量 振幅 , 其 归 一 化 条 件 是 
我 们 先前 在 (23.4) 式 中 所 采用 过 的 : 





Uaeplep = 2m. (39.7) 
波 函 数 (39.6) 的 归 一 化 应 该 使 平面 波 在 其 浙 近 极限 具有 通常 的 形式 ， 
Lp ip 
V2e 





这 对 应 于 在 单位 体积 中 有 一 个 粒子 . 由 于 在 极端 相对 论 情 形 下 p = se, 我 们 可 
以 在 (39.6) 式 中 作 近 似 Zae jp ~ Zar: 


各; 三 Oo "F(Zo, 1,i(pr ~ p. 7)), | 





S 


(39.8) 
C = 62°"/2T(1 ~ iZa). 


应 该 指出 , 尽管 我 们 研究 的 距离 足够 大 , 使 得 pr 六 1, 但 是 (39.8) 式 中 
的 合流 超 几 何 函 数 还 不 能 用 其 渐 近 形式 代替 : 函数 下 的 宗 量 并 不 是 pr, 而 是 
pr(1 一 cos9), 我 们 不 能 假定 它 是 一 个 很 大 的 量 ©. 

在 应 用 中 , 还 需要 w 的 下 一 级 近似 , 它 具 有 和 (39.8) 式 不 同 的 旋 量 结构 ， 
(后 者 可 化 为 因子 wep). 为 计算 这 个 近似 , 我 们 将 yw 写成 





CO -人 
vw 三 7 (wepE 十 Pp). 





包 在 第 三 卷 8135 中 , 我 们 关心 的 是 任意 大 的 7, 因此 , 这 个 近似 对 角度 9 的 所 有 值 
都 是 允许 的 . 
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在 方程 (39.4) 的 右边 只 留 下 和 U 成 线性 的 项 , 对 函数 yp 得 到 方程 
(4+2ip.V 一 2c7)p = —ivepa : VU. (39.9) 
其 解 可 通过 函数 下 满足 的 如 下 方程 


(A+2ip.y —2eU)F = 





求 出 (将 (39.6) 式 代入 (39.5) 式 即 可 看 出 ). 将 算 符 Y 作用 于 此 方程 , 得 到 
(A+2ip:Y — 2eU)VF = 2eFVU. 


再 和 方程 (39.9) 比较 , 我 们 求 出 
Pp 二 ~? . V)uepE. 


wt) 和 与 其 类 似 的 函数 % ) (其 渐 近 表 式 中 包含 一 个 人 射 的 球面 波 ) 的 
最 终 表 示 式 为 





= a a (1-3 Es i >) F(iZa, 1,i(pr ~— pr7))uep, 
cr i . | 39.10 
= a @ WE > F(~iZa, 1, ~i(pr + Pp: 7))wep, 。 
C= e™2%/2T'(1 — iZa) 


(W. 瓦 . Furry 1934). 我 们 还 要 写 出 具有 “ 负 频 率 ” 的 类 似 函 数 (_。,_p), 在 处 
理 有 正 电 子 参加 的 过 程 时 就 需要 这 样 的 函数 . 这 可 以 由 在 函数 办 p 中 作 代 换 
Pp 一 一 p,e 一 一 6, 而 p= jp| 不 变 来 得 到 (从 原始 表示 式 (39.6) 将 可 看 出 , 超 几 
何 函数 的 参量 iZa 要 变 号 ; 在 (39.6) 式 中 , 此 参量 以 iZaecyp 的 形式 出 现 ). 这 
样 一 来 , 我 们 就 得 到 








C —ip:7 
gt 二 就 。 了 (i+ 十 pa (~iZa, 1,i(pr + PD: 7))ue,-p, 


op (39.11) 
WE a a i FliZa, 1, ~i(pr ~ pT))u-e,-p, 


C = e-"2%/2T(] + iZa). 
对 上 面 的 计算 还 必须 作 下 面 的 说 明 . 我 们 的 渐 近 条 件 本 身 对 于 唯一 地 确 
定 波动 方程 的 解 是 完全 不 够 的 (这 很 显然 , 因为 我 们 总 可 以 给 区 加 上 任何 一 


个 射出 的 库仑 球面 波 而 不 破坏 此 条 件 ). 将 方程 (39.5) 的 解 写成 (39.6) 的 形式 
就 默默 地 满足 了 解 在 + = 0 时 是 有 限 的 条 件 . 这 个 要 求 在 第 三 卷 8135,8136 中 
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是 必须 的 , 在 那里 , 所 研究 的 是 对 整个 空间 都 成 立 的 精确 苹 定 淄 方 程 的 解 @. 
而 现在 , 方程 (39.5) 仅 对 大 距离 成 立 , 因此 解 的 选择 需要 作 进 一 步 的 说 明 . 
这 可 由 如 下 事实 提供 : 大 的 “碰撞 参量 ”p = rsinb 对 应 大 的 轨道 角 动 量 
! 和 小 的 散射 角 0: 当 p ~ 1/m 时 我 们 有 
lil~pp~pe~e/mS>1, 
角度 8 可 用 准 经 典 方法 估计 : 
1 fdU Upp m 
0~ 3 /~ Pe 1. 
因此 , 在 水 的 球面 波 展 开 式 中 , 主要 贡献 (在 所 研究 的 r+ 和 9 范围 内 ) 来 自 上 述 
较 大 ! 值 的 波 . 但 是 具有 较 大 ! 值 的 球面 波 在 坐标 原点 附近 “经 典 不 可 到 达 的 ” 
距离 r < 科 1/es (由 于 离心 势 驹 ) 区 域 必 将 迅速 衰减 到 很 小 的 值 . 因此 , 如 果 我 们 
要 将 方程 (39.5) 的 解 和 精确 方程 (39.4) 的 解 在 > 一 mi (其 中 ee 光 71 光 Za/e) 
的 小 距离 上 “联结 ”到 一 起 , 那么 方程 (39.5) 的 解 的 边界 条 件 就 要 求 它 是 很 小 
的 , 这 证 实 了 我 们 的 选择 . 














习 题 
对 Ga < 锭 1 的 吸引 力 库 仓 场 来 非 相 对 论 离散 谱 波 函数 的 修正 (相对 于 Za 
的 级 数 ). 
解 : 电子 在 束缚 态 的 速度 为 ~ Za, 因而 当 Za 锭 1 时, 零 级 近似 波 吕 数 
是 非 相 对 论 的 , 即 
» = ary 
其 中 加 on 为 满足 非 相 对 论 性 薛 定 主 方 程 的 函数 , 而 由 为 双 旋 量 :由 一 人 其 
中 忆 是 描述 电子 极 化 态 的 旋 量 . 在 下 一 级 近似 中 我 们 写 出 儿 二 wrbyonr 十 由 员 )， 
代入 (39.4) 式 , 求 出 WY) 的 方程 


1 Za Za 1 
A (0) i x 
(去 人 enl+ 这 )» 13 (vt) (aujynorr 


其 中 en 为 非 相 对 论 离散 谱 能 级 . 这 里 略 去 了 相对 级 数 为 (Za)2 的 项 (应 该 指 
出 , 在 非 相 对 论 情形 中 重要 的 距离 具有 玻 尔 半径 的 数量 级 :7 ~ 1/m Za), 这 个 
方程 的 解 为 0D = 一 Qu Von 因此 


全 = (4 EE 0 Ny 7) Unon-r: 


@ 在 第 三 卷 8135 的 求解 过 程 中 , 这 个 条 件 由 于 选择 的 是 (135.1) 式 那 样 的 特 解 而 
得 到 保证 , 而 不 是 不 同 81, 6a 的 值 的 积分 的 总 和 ， 
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对 于 在 平面 电磁 波 场 中 运动 的 电子 , 狄 拉克 方程 可 以 精确 求解 (I. ML 
BomKoB, 1937). 

四 维 波 矢量 为 (如 = 0) 的 平面 波 场 对 四 维 坐 标的 依赖 关系 只 是 在 组 合 
9 二 kz 中 ,所 以 四 维 势 为 





Ar+ = Ar (9), (40.1) 
它 满足 洛 伦 兹 规范 条 件 
OA* =kyAr =0 


( 撤 号 表示 对 y 微分 ). 由 于 4 中 的 常数 项 是 不 重要 的 , 我 们 可 略 去 撤 号 而 将 
此 条 件 写成 





kA=0. (40.2) 
我 们 从 二 阶 方程 (32.6) 出 发 , 该 式 中 的 场 张 量 为 





Fy = kd, — kyAl,. (40.3) 





在 对 (i9 - e4)2 作 展 开 时 必须 考虑 到 : 由 (40.2) 式 , 8,(44w) = ArBuwp. 结果 ， 
得 到 方程 





[~-02 ~ 2ie(46) +e242 -mm2 — ie(yk) (YANY =0 (40.4) 
(82 = 0,0+). 
我 们 来 求 这 个 方程 如 下 形式 的 解 
$=e ?°F(y), (40.5) 


其 中 jp 为 四 维和 撩 量 . 光 函数 这 种 形式 在 对 p 加 上 一 个 的 任何 常数 倍 的 矢量 
时 都 是 不 会 改变 的 (只 要 对 函数 F(p) 作 适 当 的 改写 ). 因此 我 们 可 以 给 p 附 加 
一 个 补充 条 件 而 并 不 失去 其 普遍 性 . 令 


p= m2?. (40.6) 








这 时 如 果 移 去 外 场 , 量子 数 pr 就 变 成 自由 粒子 四 维 动量 的 分 量 . 当 有 外 场 存 
在 时 , 如 果 选 择 ho = 0 的 特殊 参考 系 , 四 维 矢量 p 的 分 量 的 意义 就 变 得 更 加 
清楚 设 矢量 4 在 这 个 参考 系 中 指向 2 轴 , 而 大 指向 z? 轴 ( 即 波 的 电场 沿 x 
方向 , 磁场 沿 z2 方向 , 波 自身 沿 za 方向 传播 ). 于 是 (40.5) 式 将 是 算 符 


~ _ .90 ~ .9 ~ (aa 8 
Pl = gyri P2 一 1572， Po 一 Ps 二 | B70 B73 
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的 本 征 函 数 , 本 征 值 分 别 是 pi,pa,po 一 ps (不 难看 出 , 这 些 算 符 本 身 是 和 狄 拉 
克 方 程 的 哈密 顿 算 符 对 易 的 ). 由 此 可 见 , 在 该 参考 系 中 pl,p? 分 别 为 广义 动 
量 沿 六 ,xz 轴 的 分 量 ; 而 2 ~ ps 为 总 能 量 和 广义 动量 在 x3 轴 的 分 量 之 差 . 

将 (40.5) 代入 (40.4), 注意 到 





OrF=hF, OO0rF = RF"=)0, 
我 们 得 到 F(y) 的 方程 


2i(kp)F’ + [—2e(pA) 十 e242 — ie(yk) (yANF =0. 








这 个 方程 的 形式 解 为 
CE Ss a e 42 etROA) | 
re /识别 全 w+ 高 


其 中 wu/V2po 为 任意 的 恒定 双 旋 量 (将 其 写成 此 形式 的 原因 见 后 ). 
由 于 


OOM = -OONGAGD +AEAON) YA = -P=0. 
所 有 (Yk)(Y4) 的 高 于 一 级 的 寡 次 都 等 于 零 . 因此 , 我 们 可 以 进行 替换 
e0 有 0O4) |， ， < 








op YD -1 ON04 
因而 少 变 成 z 

细 = 上 + 0904|- 店 :0” (40.7) 
其 中 kz 

5 = -pre— [ [oa 到 42| dp. (40.8) 


为 了 确定 恒定 双 旋 量 % 应 满足 的 条 件 , 必须 假设 波 是 由 t= -oo 时 无 限 
缓慢 地 “ 引 人 ” 的 . 当 kz 一 -oo 时 , 4 一 0, 而 应 该 变 成 自由 狄 拉 克 方 程 的 
解 . 因此 , w= w(p) 必须 满足 方程 


(YP — mu=0. (40.9) 


这 个 条 件 排除 了 二 阶 方程 “多 余 ” 的 解 . 由 于 w 和 时 间 无 关 , 这 个 条 件 对 于 有 
限 的 kz 仍然 成 立 . 所 以 , u(p) 和 自由 平面 波 的 双 旋 量 振幅 相同 ; 我 们 将 按 同 
样 的 条 件 (23.4) 归 一 化 : zw = 2m. 


中 5 的 表示 式 和 在 波 场 中 运动 的 粒子 的 经 典 作用 量 相同 . 请 比较 第 二 卷 847, 习 
题 2. 
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上 述 讨论 也 直接 给 出 波 函 数 (40.7) 的 归 一 化 . 无 限 缓慢 地 引入 场 并 不 改 
变 归 一 化 积分 . 由 此 得 出 , 函数 (40.7) 满足 和 自由 平面 波 同 样 的 归 一 化 条 件 








) Wpdi zy = / Py pd = (2m)28(P — Dp). (40.10) 
我 们 来 求 函 数 (40.7) 所 对 应 的 流 密度 . 注意 到 
由 直接 相 乘 , 我 们 得 到 








1 e(pA) 2 )} 
J* = PpY Wp = 二 忆 eAr +kr ( Tp (40.11) 
如 果 4# 是 周期 函数 , 它们 对 时 间 的 平均 值 为 零 , 则 流 密度 的 平均 值 为 
Re 
(六 -于 元 4 Rt) (40.12) 


我 们 还 可 以 求 出 态 如 中 的 动力 学 动量 密度 . 动力 学 动量 算 符 为 -eA = 
i 间 一 eh. 通过 直接 计算 , 我 们 求 出 


p(B ~ eA pp = Py Pr — eAr) pp 











A) e242 
= p+—eAr+kr (9 = 和 ) 一 一 一 可 ve (40.13) 
用 qr 表示 这 个 四 维 矢 量 对 时 间 的 平均 值 , 则 有 
2 42 
和 5 一 对 一 5 (40.14) 
其 平方 为 : 


2 
=m, m= m/l A (40.15) 


mx 起 着 电子 在 场 中 的 “有 效 质量 ”的 作用 . 检 园 ， (40.14) 和 (40.12) 式 , 我 们 看 
到 ， 
jr = gq /po (40.16) 


我 们 还 要 指出 , 用 矢量 q 表示 的 归 一 化 条 件 (40.10) 的 形式 为 





J Wats = Cn) alg 一 (40.17) 
0 


(由 (40.10) 式 过 渡 到 (40.17) 式 的 最 简单 方法 , 是 在 上 面 所 指出 的 特殊 参考 系 
中 进行 ) 

















$41 自 旋 在 外 场 中 的 运动 .149 


841 自 旋 在 外 场 中 的 运动 


狄 拉 克 方 程 中 的 准 经 典 近似 可 以 用 在 非 相对 论 理论 中 的 同样 方法 得 到 
在 二 阶 方程 (32.7a) 式 中 代入 @ 





iS/ 所 
y= veis/h 


其 中 5 为 一 个 标量 ,为 一 个 缓慢 变化 的 双 旋 量 . 假定 通常 的 准 经 典 性 条 件 被 
满足 : 粒子 的 动量 在 大 约 等 于 波长 有 /|p| 的 距离 范围 只 有 一 点 变化 . 

在 相对 于 万 的 零 级 近似 中 , 对 作用 量 8 我 们 得 到 通常 的 经 典 相对 论 的 哈 
密 顿 - 雅 可 比方 程 . 运动 方程 中 不 包含 所 有 有 有 自 旋 ( 且 正比 于 用 的 项 . 自 旋 只 
出 现在 相对 于 码 的 下 一 级 近似 中 , 换 句 话说 , 电子 的 磺 矩 对 其 运动 的 影响 总 是 
和 量子 修正 有 相同 的 数量 级 . 这 个 结论 是 很 自然 的 , 因为 自 旋 角 动量 具有 纯 量 
子 的 性 质 , 并 且 其 大 小 是 和 无 成 正比 的 . 

因此 , 当 电 子 在 一 个 外 场 中 做 给 定 的 准 经 典 运 动 时 , 提出 电子 自 旋 的 行为 
问题 是 有 意义 的 . 这 个 问题 的 解 已 经 包含 在 狄 拉 克 方 程 相 对 于 方 的 下 一 级 近 
似 中 , 不过, 我们 将 采取 另 一 种 和 狐 拉 克 方 程 没 有 直接 联系 但 更 为 直观 的 方 
法 . 这 种 方法 的 优点 是 可 以 处 理 任何 粒子 的 运动 ,包括 不 能 用 狄 拉 克 方 程 描述 
的 具有 “反常 ” 旋 磁 比 的 粒子 . 

我 们 的 目标 是 建立 粒子 做 任意 (给 定 ) 运动 时 自 旋 的 “运动 方程 ”. 我 们 
从 非 相 对 论 情形 出 发 . 

粒子 在 外 场 中 的 非 相 对 论 哈密 顿 算 符 为 


f= -jo.H, (41.1) 


其 中 入 包括 所 有 和 自 旋 无 关 的 项 (参见 第 三 卷 $111), 1 为 粒子 的 磁 矩 . 这 种 
形式 的 哈密 顿 算 符 适用 于 任何 种 类 的 粒子 . 对 电子 , 1 = efi/2mc (电子 的 电荷 
为 e = -|el, 对 核子 , 六 还 包含 “反常 ”部 分 @ 

eh 


4 本 41.2 
br (41.2) 


按照 量子 力学 的 一 般 法 则 , 自 旋 运 动 的 算 符 方程 可 以 由 公式 












































$= 二 ($$) = 让 (Bo — ofhh) (41.3) 
得 到 . 将 (41.1) 式 代 入 此 式 , 给 出 
高 一 -志雄 (okar — 0i0k) = — Kesn Heo, 


2 


Q@ 在 开头 , 我 们 使 用 通常 的 单位 制 . 
人 当 考 虑 辐射 修正 时 , 电子 磁 矩 中 还 包含 很 小 的 “反常 部 分 ”. 


无 
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一 sx H. (41.4) 


我 们 将 这 个 算 符 方程 对 在 给 定 轨道 运动 的 准 经 典 波 包 状态 求 平均 . 这 个 
运算 等 价 于 自 旋 算 符 用 其 平均 值 代 赫 , 矢量 互 用 函数 态 (t) 代 痊 ; 肪 (t) 表 
示 粒 子 (或 波 包 ) 沿 着 轨道 运动 时 在 其 所 在 位 置 磁场 的 变化 . 在 非 相对 论 近 似 
中 , 即 在 泡 利 方程 的 范围 内 ,5= o/2 是 粒子 在 其 静止 参考 系 中 的 自 旋 算 符 ,其 
平均 值 在 829 中 我 们 用 4/2 表示 . 因此 , 我 们 得 到 方程 


do 24 
= eX HO. (41.5) 
方程 的 这 种 形式 实质 上 是 纯 经 典 的 , 它 意味 着 磁 矩 矢量 围绕 场 的 方向 以 角 速 
度 -24 量 /i 作 旋 进 运 动 , 而 大 小 保持 不 变 虽 . 
同样 , 在 非 相 对 论 情形 下 , 粒子 的 速度 v 按照 方程 





























dv/dt = ev x H/me 


变化 , 即 矢 量 vw 围绕 五 方向 以 角速度 -e 刀 /rc 转动 . 如 果 凡 = 0, 则 = 
ehi/2mc, 这 个 角速度 和 矢量 < 的 转动 速度 -2uH/ii 相同 , 换 句 话说 , 极 化 矢量 
和 运动 方向 保持 恒定 的 角度 (下 面 我 们 将 看 到 , 这 个 结果 在 相对 论 情形 下 仍然 
成 立 ). 

现在 我 们 对 方程 (41.5) 作 相 对 论 推 广 . 为 了 对 极 化 进行 协 变 描 述 , 必须 利 
用 829 中 引入 的 四 维 矢 量 a, 而 自 旋 的 运动 方程 将 决定 它 对 固有 时 间 7 的 微 
商科 @. 

和 

从 相对 论 不 变性 考虑 , 可 以 确定 这 个 方程 的 可 能 形式 : 它 的 右边 应 该 是 
电磁 场 张 量 Fx” 和 四 维 矢 量 au 的 线性 齐 次 式 , 此 外 ,只 可 能 包含 四 维 速 度 
wr 二 pr/m. 满足 这 些 条 件 的 方程 的 唯一 形式 为 

dar 


a7 一 QF eo, Bu FM,aa, (41.6) 


其 中 a 与 6 为 常 系数 . 不 难看 出 , 由 于 条 件 ajwr = 0 和 张 量 Fr 的 反对 称 性 
(因而 Fwrwai = 0), 再 也 不 可 能 构造 出 具有 所 要 求 的 性 质 的 其 它 表示 式 . 
经 典 方程 (41.5) 可 以 由 如 下 方程 
dM/dt=px H 
直接 推出 , 式 中 的 MM 为 系统 的 角 动 量 , p 为 其 磁 矩 , py x 五 为 作用 于 系统 上 的 力矩 . 设 
M = 5, p= 艺 6 二 1K, 我 们 便 得 出 (41.5) 式 . 
@ 此 后 我 们 仍然 取 c= 1 无 = 1. 
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当 w 一 0 时 , 这 个 方程 必须 和 (41.5) 式 相同 . 设 ar = (0,C),w = (1,0),7T = 
t, 我 们 有 
dc/dt = ac x H. 
和 (41.5) 式 比 较 , 给 出 : a = 21. 


为 了 确定 68, 我们 利用 事实 ou = 0. 将 此 等 式 对 7 微分 , 利用 电荷 在 场 
中 的 经 典 运 动 方程 : 








dur 
m— = eF au, 
dT 





(参见 第 二 卷 823), 我 们 得 到 
dar dur EB jy Cs 
Wp 7 = —ay a 3 ot Wy 一 te WnQv. 


因此 , 对 方程 (41.6) 的 两 边 乘 以 ww 考虑 到 等 式 wywr = 1, 并 消去 公共 因子 
Frvwav, 我 们 得 到 





2 Ee) en 
由 此 可 见 , 自 旋 的 相对 论 运动 方程 为 


已 
后 = pF oa, ~ 2 uF Na (41.7) 


(V. Bargmann, L. Michel, V. Telegdi, 1959)®. 
我 们 可 以 由 四 维 矢量 a 变 为 量 6, 它 直 接 表 征 粒子 在 其 “瞬时 ”静止 参考 
系 中 的 极 化 ; a 和 5 之 间 的 关系 由 公式 (29.7) 一 (29.9) 给 出 . 首先 , 由 (41.7) 式 
必定 有 andana/dr = 0, 即 ayar = constant. 既然 aya* = 一 02, 这 就 意味 着 , 粒 
子 的 极 化 ¢ 在 运动 时 甚大 小 保持 不 变 . 
可 以 利用 (41.7) 式 中 的 三 维 部 分 得 到 决定 极 化 方向 变化 的 方程 . 写 出 这 
个 方程 的 空间 分 量 , 得 到 





于 ~ Max H+ ET (a BMEv(a. BE) Ev(v.a x H) 
ye ‘E). 
kK 
这 里 我 们 必须 代入 (29.9) 式 , 微分 时 要 考虑 到 等 式 p = so, se 三 22 十 mm” ”和 运 
动 方程 
dp/dt =eE+ev x H, de/dt=ev.E. (41.8) 





@@ 这 个 方程 的 另 一 种 形式 是 有 . H. Bpenrerb 首先 导出 的 (1926). 
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经 过 一 些 初等 的 但 足够 长 的 运算 , 得 到 如 下 方程 @ 
d6 _ 2pm+2n(e ~—m) 2um 十 210e 
dt E E+m 





CxH+ Et H)v x¢+ Cx (Exw). 
(41.9) 
极 化 方向 相对 于 运动 方向 的 变化 比 其 在 空间 中 绝对 位 置 的 变化 更 有 意 


义 .将 6 写成 





6 三 史 6| 十 6 (41.10) 


( 式 中 % = v/v), 并 推出 极 化 在 运动 方向 上 的 分 量 4 的 方程 . 利用 (41.8) 式 与 
(41.9) 式 进行 计算 , 可 得 到 如 下 结果 @: 


d 2 
oy¢, -也 xn+2 (名 -pA) eB (41.11) 











在 本 节 末 的 习题 中 给 出 了 应 用 上 述 公 式 的 几 个 例子 . 这 里 我 们 仅仅 指 
出 , 在 纯 磁 场 中 运动 时 , 无 反常 磁 矩 的 粒子 的 极 化 和 速度 保持 恒定 角度 (dl = 
const). 这 个 结果 在 上 面 已 对 非 相 对 论 情形 指出 过 , 事实 上 这 是 普遍 的 . 

可 以 更 为 准确 地 阐明 上 述 方程 可 应 用 的 条 件 . 起 初 提出 的 粒子 动量 变化 
非常 缓慢 这 一 要 求 等 价 于 场 巨 和 五 应 该 很 小 的 条 件 ; 特别 是 , 磁场 中 的 拉 莫 
尔 半径 (~ py/e 互 ) 和 粒子 的 波长 相 比 要 很 大 . 然而 , 严格 说 来 , 除 此 以 外 还 应 该 
满足 一 个 条 件 : 场 在 空间 上 的 变化 不 能 太 快 , 即 在 准 经 典 波 包 的 范围 内 , 场 的 
变化 应 该 很 小 . 也 就 是 说 , 在 数量 级 为 粒子 波长 (1/p) 和 康 普 顿 波长 1/m 的 距 
离 上 , 场 的 变化 应 该 很 小 电 ， 

不 过 , 在 宏观 场 中 运动 的 实际 问题 中 , 缓慢 变化 的 条 件 显然 能 够 满足 ， 
而 , 事实 上 只 要 求 它 们 非常 小 . 











在 $33 中 , 我 们 求 出 了 电子 在 外 场 中 运动 时 的 哈密 顿 量 的 第 一 级 相对 论 
修正 . 对 于 在 电场 中 运动 的 电子 , 近似 哈密 顿 算 符 的 形式 为 (参见 (33.12)): 
育 = 方 '- 区 Exp/m, b= -iV， (41.12) 





@ 如 果 像 通常 所 做 的 那样 , 按照 “= 到- 552) 引入 带电 粒子 的 旋 碘 比 
( 朗 德 因子 ), 这 个 方程 可 以 写成 


de 
dt 











= 02+) x H+ -Dv Hox e+ (0 ) ex (exo 


E+m 
{41.9a) 


名 通过 明显 写 出 (41.7) 式 的 时 间 分 量 , 可 以 更 直接 得 出 此 方程 . 

@ 后 一 一 要求 是 因 为 在 祈 包 中 (在 其 静止 参考 系 中 ), 传播 的 速度 必定 比 c 小, 否则 ， 
在 这 个 参考 系 中 就 不 能 应 用 非 相 对 论 公式 . 

如 采 场 变化 太 快 ,方程 中 就 会 出 现 不 可 和 忽视 的 附加 项 , 其 中 包含 场 对 坐标 的 微 商 . 
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这 里 玉 ' 包括 不 含 自 旋 的 项 . 现在 , 由 于 场 变化 缓慢 , 我 们 略 去 中 万 的 
微 商 项 ( 即 含 divB 的 项 ); 小 项 阐 和 我 们 这 里 感 兴趣 的 场 效 应 没有 关系 , 也 
可 以 略 去 ， 这 样 ， 当 磁场 不 存在 时 , 闻 ' 就 简化 为 非 相 对 论 性 的 哈密 顿 算 符 
H'=F/2m+eg. 

公式 (41.12) 也 可 以 由 方程 (41.9) 得 出 , 而 不 必 直 接应 用 狄 拉 克 方 程 . 这 
个 方法 足以 使 得 它 (在 准 经 典 情形 下 ) 可 以 推广 到 具有 反常 磁 矩 的 粒子 . 

电场 中 自 旋 的 运动 方程 ,精确 到 速度 vw 的 一 级 项 , 可 以 由 与 成 如 下 形式 的 
(41.9) 式 得 到 : 


= (Bxo)= (+) Cx (Exo). 























不 难看 出 , 如 果 要 求 通过 自 旋 算 符 和 哈密 顿 算 符 作 对 易 来 ( 按 (41.3) 式 ) 从 量 
子 力学 得 到 这 个 方程 , 我 们 必须 假定 


= (w+ i) o:.ExB/m. (41.13) 
这 就 是 所 求 的 表示 式 . 当 凡 =0 时 , 我们 回 到 (41.12) 式 . 应 该 指出 “正常 ” 磁 
矩 e/2m 比 反 常 磁 拭 凡 多 出 一 个 因子 ©. 
习题 


1， 粒子 在 重 直 于 均匀 磁场 的 平面 内 运动 (bo 百 ),， 试 确定 其 极 化 方向 的 
改变 . 
解 方程 (41.9) 的 右边 只 剩 下 第 一 项 , 所 以 矢量 C 以 角速度 


2 2H7(e 一 
_ 2pm 十 Mm) 





C / 
- (2+2)H. 
绕 于 方向 (z 轴 ) 旋 进 .C 在 xy 平面 上 的 投影 ( 记 作 和) 在 该 平面 内 以 同一 
角速度 转动 , 而 矢量 几 以 角速度 一 eHH/s 在 同一 平面 内 转动 (这 可 从 运动 方程 
吃 一 人 0 一 el Xx 有理) 看 出 ). 因此 , C1 以 角速度 -21'H 相对 wv 方向 转动 . 
2. 同上 题 , 但 粒子 在 平行 于 磁场 的 方向 上 运动 . 
解 : 当 vw 和 五 的 方向 一 致 时 , 方程 (41.9) 化 为 


de _ 24m 
dt &€ GRE 


即 C 绕 由 和 百 的 共同 方向 以 角速度 21m 本 /e 旋 进 . 


@@ 这 正 是 在 833 最 后 的 注解 中 提 到 过 的 “托马斯 一 半 ”, 这 里 给 出 的 推导 清楚 地 
表明 了 其 来 源 所 在 . 
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3. 同上 题 , 但 粒子 在 均匀 电场 中 运动 . 
解 : 设 场 百 沿 z 轴 指向 , 而 粒子 在 zy 平面 内 运动 (这 时 py = const). 由 
(41.9) 式 可 见 ,矢量 6 以 瞬时 角速度 


2 ‘| pe 
(和 +”) 砧 
绕 z 轴 进 动 . 


我 们 再 将 《 分 解 成 Cz 与 局 (在 zy 平面 内 的 ), 这 时 





外 = 人 cosg GL:E--hsing. 


由 (41.11) 式 我 们 得 出 , Ci 以 瞬时 角速度 


相对 了 方向 转动 


842 中 子 在 电场 中 的 散射 


在 中 子 与 原子 核 碰撞 中 , 大 角度 散射 由 主要 的 相互 作用 一 一 核 力 决定 . 
对 小 角度 散射 , 我 们 将 看 到 , 中 子 的 磁 矩 和 原子 核电 场 的 相互 作用 变 得 很 重要 
(J. Schwinger, 1948). 

我 们 将 假设 中 子 是 非 相对 论 的 , 因而 所 研究 的 相互 作用 可 以 用 近似 哈密 
顿 算 符 (41.13) 描述 . 电 中 性 粒子 的 所 有 磁 抢 都 是 “反常 的 ”. 在 这 种 情况 下 ， 
算 符 万 ' 就 是 动能 算 符 @: 








人 (42.1) 
2m me 
由 于 中 子 的 电磁 相互 作用 很 小 , 由 它 决 定 的 散射 振幅 Au 可 以 用 玻 恩 近 
似 法 计算 : 
fem 二 -a fe 过 二 (站 Ex v)e ip- 7/hd3r 
(参见 第 三 卷 8126), 或 者 


ja = 一 一 五 xD， 五 = f mo E(r)e-'l"d3z, (42.2) 


2rc 和 
本 节 用 通常 的 单位 ,字母 m 代表 中 子 的 质量 . 
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(p,p' 分 别 为 中 子 在 散射 前 、 后 的 动量 , fig =Y 一 p). 写成 这 种 形式 , 振幅 fom 
是 和 自 旋 变 量 有 关 的 算 符 . 

在 进行 下 一 步 计算 之 前 , 我 们 作 如 下 说 明 . 公式 (42.1) 已 经 在 541 中 对 变 
化 缓慢 的 场 推 导 过 了 (实际 上 这 意味 着 略 去 了 哈密 顿 算 符 中 场 对 坐标 微 商 的 
项 ). 应 用 于 原子 核 的 库仑 场 , 这 意味 着 波长 ip 必须 比 积 分 Eq 中 的 重要 距离 
1/ 小. 由 此 得 出 知之 p， 因 而 散射 角 9 ~ fq/p < 多 1. 这样 一 来 , 所 要 求 的 
条 件 对 小 角度 散射 , 事实 上 是 满足 的 . 

对 于 具有 势 下 = Ze/r 的 库仑 场 来 说 , 场 强 的 传 里 叶 分 量 为 


4m2Ze 
02 




















(参见 第 二 卷 (51.5)). 代入 (42.2) 式 给 出 


.2Zen 
fem = aes” ‘Pxp. 


当 散 射 角度 很 小 时 , fig 3 p09, p x p' 洁 p29v, 其 中 v 为 pxp 方向 上 的 单位 矢 
量 . 于 是 ee 
fe Bhe oo:v 

对 这 个 表示 式 必 须 加 上 一 个 核 散射 振幅 . 由 于 核 力 随 距离 衰减 很 快 ,这 个 
振幅 在 角度 很 小 时 趋 于 一 个 有 限 的 (和 能 量 有 关 的 ) 复数 极限 , 我 们 记 作 a. 因 
此 , 总 散射 振幅 为 








2Z 
了 三 Q 十 ic 1， b= i = 2Zap/e. (42.3) 


我 们 看 到 , 当 角 度 很 小 时 , 电磁 散射 实际 上 是 主要 的 . 
表示 式 (42.3) 和 第 三 卷 8140 中 所 讨论 的 一 致 , 因而 我 们 可 以 直接 应 用 在 











那里 所 推导 出 的 公式 . 对 所 有 可 能 的 极 化 终 态 求 和 的 散射 截面 为 
d 2 
=|oP? + +2bIma. v6, (42.4) 





其 中 ¢ 是 中 子 束 的 初始 极 化 (第 三 着 8140 中 称 为 P). 如 果 初 态 是 未 极 化 的 
(¢ = 0), 则 散射 后 的 极 化 为 


2blma:0 
' yy. 42.5 


当 0 = by/la| 时 , 这 个 极 化 达到 最 大 值 , 并 且 Cs = Im ay/lol， 


和 
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电子 和 电磁 场 的 相互 作用 通常 可 以 用 微 扰 论 来 处 理 . 这 是 因为 电磁 相 
互 作 用 比较 弱 . 也 就 是 说 , 相应 的 无 量 纲 “耦合 常数 ”( 即 精细 结构 常数 a = 
@2/fic 二 1/137) 是 个 小 量 . 这 一 点 在 量子 电动 力学 中 是 非常 重要 的 . 

在 经 典 电动 力学 中 (参见 第 二 卷 $28), 电磁 相互 作用 可 以 用 “ 场 + 电荷” 
系统 的 拉 格 天 日 密度 也 数 中 的 一 项 


ej 4 (43.1) 


来 描述 (4 为 场 的 四 维 势 , ;j 为 粒子 的 四 维 流 密度 矢量 ). 流 密度 满足 连续 性 方 
程 








,jr = 0, (43.2) 
此 式 表示 电荷 的 守恒 定律 . 我 们 知道 (参见 第 二 卷 $29), 经 典 电磁 理论 的 规范 
不 变性 和 这 个 定律 有 紧密 的 联系 . 实际 上 , 在 进行 变换 4 一 4 十 Bx (4.1) 
时 , 拉 格 朗 日 密度 函数 (43.1) 中 增加 了 一 项 -ejr*B,x, 由 于 (43.2) 该 项 可 以 写 
成 四 维 散 度 形式 : 





—eO, (Xj); 
因此 , 作用 量 S= /Las 中 对 dtz 的 积分 自然 使 该 项 消失 . 
在 量子 电动 力学 中 , 四 维 矢量 ; 和 4 换 成 相应 的 二 次 量子 化 算 符 . 这 时 ， 
将 流 算 符 用 少 算 符 表示 为 了 = wy$. 在 拉 格 朗 日 量 
| Brera 运 -1 Gan 
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中 起 广义 “坐标 ”4 作用 的 是 每 个 空间 点 上 区 少爷 的 值 . 由 于 拉 格 朗 日 密度 
只 和 “ 毕 标 ”g 本 身 (而 不 是 其 对 z 的 微 商 ) 有 关 , 按 公 式 (10.11) 变换 得 到 哈 
密 顿 密度 , 只 需 简单 地 变 一 下 拉 格 朗 日 密度 的 符号 上 . 由 此 可 见 , 电磁 相互 作 
用 算 符 (相互 作用 哈密 顿 密度 的 空间 积分 ) 为 如 下 形式 : 











V=e / GA)d3z. (43.3) 
自由 电磁 场 算 符 为 
A4=》 [An(z) 十 全 妨 (z)] (43.4) 


它 包 含 各 种 状态 (用 下 标 n 表示 ) 中 光子 的 产生 算 符 与 潭 没 算 符 , 其 中 每 个 算 
符 只 对 相应 的 占有 数 Nn 增加 或 减 小 1 (而 其 余 占 有 数 不 变 ) 有 非 零 矩阵 元 . 
所 以 , 算 符 和 4 只 对 光子 数 改 变 1 的 路 迁 有 非 零 算 阵 元 . 换 句 话说 , 在 微 扰 论 的 
第 一 级 近似 中 , 只 会 发 生发 射 或 吸收 单个 光子 的 过 程 . 

按照 (2.15) 式 , 矩阵 元 为 





(Na — TlealNa) = (Nalet IN ~ 1) = VN. (43.5) 


如 果 在 场 的 初 态 中 没有 (n 态 ) 光子 , 则 有 (1|et|0) =1. 发 射 光子 的 算 符 (43.3) 
的 矩阵 元 为 
你 的 =e / GnAs)ase, (43.6) 
其 中 4n(z) 为 所 发 射 光 子 的 波 函 数 , jy; 为 发 射 体 从 初 态 i 跃迁 到 终 态 f 的 算 
符 j 的 矩阵 元 @. 四 维 矢量 说 (ors,jri) 通常 称 为 跃迁 流 . 
类 似 地 , 我 们 可 以 求 出 光子 吸收 的 矩阵 元 : 





Vilt) =€ 人 (jriAn)d’z. (43.7) 


此 式 和 (43.6) 式 的 区 别 只 是 用 4,(z) 取代 了 A* (zx). 
将 Vii 的 宗 量 二 表 示 出 来 是 为 了 强调 此 抢 阵 元 是 和 时 间 有 关 的 . 将 波 函 
数 中 的 时 间 因 子 分 离 出 来 , 就 可 变 为 通常 的 不 依赖 于 时 间 的 矩阵 元 : 




















Ti 的 = Vpie (OBIT) (43.8) 


@ 和 这 些 论证 相 独 立 , 我 们 指出 , 如 果 只 考虑 一 级 小 量 修正 , 那么 , 拉 格 朗 日 量 中 
的 任 一 小 的 修正 都 以 相反 的 符号 出 现在 哈密 顿 量 中 (参见 第 一 着 $40). 

@ (43.6) 式 等 式 两 边 的 下 标 含义 稍 有 区 别 . Vj; 的 下 标 是 指 整个 “发 射 体 + 场 ” 系 
统 的 状态 , 而 jyi 的 下 标 则 仅 指 发 射 体 的 状态 . 
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(Bi, Bf 为 发 射 系统 的 初 态 能 量 与 终 态 能 量 , fw 分 别 对 应 于 发 射 和 吸收 一 个 














光子 w). 
有 确定 动量 与 确定 极 化 的 光子 波 函 数 为 
er 和 .天 
Ar = Vn (43.9) 
( 见 (4.3) 式 ; 略 去 了 时 间 因 子 ). 代入 (43.6) 式 , 我 们 求 出 发 射 这 种 光子 的 矩阵 
元 : 
We A (43.10) 
其 中 jyi(k) 为 动量 表象 中 的 牙 迁 流 , 即 傅 里 时 分 量 
jri(k) = 站 jri(r)e Td3z. (43.11) 
吸收 光子 的 相应 公式 为 
1 
Vi=e 人 (43.12) 
动量 表象 中 的 流 守恒 方程 就 是 跃迁 流 的 四 维 横向 性 条 件 : 
oj = wpril(k) 一 下. jri(k) =0; (43.13) 


本 节 中 的 公式 没有 假设 流 算 符 的 任何 具体 形式 , 因而 对 带电 粒子 参加 的 
任何 电磁 过 程 都 普遍 成 立 . 现 有 理论 只 能 对 电子 确定 其 流 算 符 的 形式 (因而 
原则 上 能 够 计算 其 矩阵 元 ). 对 强 相互 作用 粒子 的 系统 (包括 原子 核 ), 我 们 将 
采用 半 唯 象 理论 , 在 该 理论 中 , 跃迁 流 是 从 经 验 上 确定 的 一 个 量 , 只 要 求 它 满 
足 时 - 空 对称 性 条 件 与 连续 性 方程 . 


844 发 射 和 吸收 
在 微 护 的 作用 下 的 跃迁 概率 的 一 级 近似 由 熟知 的 微 扰 论 公式 给 出 (第 


三 卷 $42). 设 发 射 系统 的 初 态 与 终 态 属于 离散 谱 @@, 这 时 , 在 单位 时 间 里 发 射 
一 个 光子 的 牙 迁 ;一 了 的 概率 为 





dw = 2x|Vys] 5(B; — Er — w)dy, (44.1) 
其 中 vv 取 一 系列 连续 值 , 是 描述 光子 状态 的 量 的 集合 (假设 光子 波 函 数 归 一 化 
为 “vv 标 度 ” 的 5 函数 ). 
@ 这 无 疑 意味 着 反 冲 被 忽略 : 发 射 体 整 体 保持 不 动 . 
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如 果 所 发 射 的 光子 有 确定 的 角 动 量 , 那么 唯一 的 连续 变量 是 频率 w， 公 
式 (44.1) 对 dv 三 dw 积分 , 消去 了 8 函数 (w 由 思 - E; 代替 ), 则 跃迁 概率 为 


w = 2 Vy?. (44.2) 


然而 , 如 果 发 射 的 光子 有 确定 的 动量 及 那么 dv = d3k/(27)3 = w2dwdo/ 
(2m)”. 本 书 中 处 处 假定 光子 的 波 函 数 (平面 流 )“ 归 一 化 为 V=1 的 体积 内 有 
一 个 光子 ”; dv 为 相 体 积 Vd3k 中 的 状态 数 . 因此 , 发 射 具有 给 定 动量 的 光子 


的 概率 为 
d3k 


dw = 27x|Vyi| 5(E; ~ Er 一 W) pos 


(44.3) 


或 对 dw 积分 后 ， 
dw = za Vl do, (44.4) 


我 们 必须 将 由 (43.10) 式 得 到 的 矩阵 元 Vj; 代入 此 式 . 

在 下 一 节 , 我 们 将 利用 这 些 公式 计算 各 种 具体 情形 中 的 发 射 概率 .这 里 我 
们 将 给 出 各 种 辐射 过 程 之 间 的 一 些 普遍 关系 式 . 

如 果 场 的 初 态 中 已 经 有 非 零 的 Nu 个 给 定 光 子 , 则 跃迁 和 矩阵 元 还 必须 
乘 以 





(Nm 二 lotlNay = VN 十 1 (44.5) 


部 跃迁 概率 要 乘 以 Na 十 1, 这 个 因子 中 的 1 对 应 着 Ni, = 0 时 也 发 生 的 自发 
辐射 , 而 项 N 描述 受 激 (或 感 生 ) 辐射 : 我 们 看 到 , 在 场 的 初 态 中 存在 的 光子 
能 够 激励 同类 光子 的 进一步 发 射 . 

系统 状态 反 向 变化 (f 一 缮 的 跃迁 矩阵 元 Vy 和 Vii 的 区 别 是 (44.5) 式 
换 成 为 





(Nn — lenlNn) = V Nn 
(其 余 各 量 由 其 复 共 绒 代替 ). 这 个 相反 的 跃迁 是 系统 吸收 一 个 光子 , 由 能 级 百 / 
跃迁 到 能 级 多. 所 以 , 对 于 给 定 的 一 对 状态 i,f 而 言 , 光子 的 发 射 与 吸收 概率 
之 间 有 如 下 关系 式 @: 








(e) Ni,+1 
二 到 寺 (44.6) 
(这 个 关系 式 是 爱 因 斯 坦 在 1916 年 首先 推出 的 ). 
光子 数 可 以 和 人 射 在 系统 上 的 外 来 辐射 强度 相 联系 . 设 
Tedwdo (44.7) 














中 本 市 中 的 以 下 部 分 采用 通常 的 单位 . 
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为 单位 时 间 内 人 和 人 射 到 单位 面积 上 的 辐射 能 量 , 此 辐射 的 极 化 为 e, 频率 范围 为 
dw 并 且 波 矢 方向 存 立 体 角 元 do 内 . 这 些 范 围 对 应 于 如 dkdo/(2x)? 个 场 振子 ， 
每 个 振子 上 有 Nie 个 给 定 极 化 的 光子 . 因此 , 和 (44.7) 式 相同 的 能 量 可 以 由 
乘积 





k2dkdo hys 
(2 Npehiw A Bac Nkedwdo 


给 出 . 由 此 得 到 所 求 的 关系 式 : 





87n3c2 
ee 


设 do 如) 为 立体 角 do 内 极 化 为 e 的 光子 的 自发 辐射 概率 , 而 上 标 (in) 和 (a) 
分 别 表 示 受 激 辐 射 和 吸收 的 概率 . 按照 (44.6) 与 (44.8) 式 , 这 些 概 率 之 间 的 关 
系 式 为 : 


Nhe = (44.8) 


8n3e2 

如 果 和 人 射 的 辐射 是 各 向 同性 的 , 而 且 是 非 极 化 的 (I。 和 与 e 的 方向 无 
关 ), 则 (44.9) 式 对 do 积分 并 对 e 求 和 给 出 (在 系统 给 定 的 状态 i 和 / 之 间 ) 
辐射 跃迁 总 概率 之 间 的 类 似 关 系 式 


du 名 = ds) — dal) . (44.9) 





m2 C2 


w= wh = wo) TS 





1 (44.10) 


其 中 了 = 2 x 4nlxe 为 人 射 辐射 的 总 谱 强 度 . 

如 果 发 射 (或 吸收 ) 系统 的 状态 i 和 是 简 并 的 . 那么 相关 光子 的 发 射 (或 
吸收 ) 总 概率 可 通过 对 所 有 互相 简 并 的 终 态 求 和 并 对 所 有 可 能 的 初 态 平均 而 
得 到 . 设 状态 和 了 的 简 并 度 (统计 权重 ) 分 别 为 g; 和 gy. 对 于 自发 或 受 激 辐 
射 过 程 而 言 , i 态 为 初 态 , 而 对 于 吸收 过 程 而 言 , / 态 为 初 态 . 假设 在 每 个 情形 
中 所 有 的 g; 或 g; 个 初 态 是 等 概率 的 , 显然 , 代 苦 (44.10), 我 们 有 如 下 关系 式 : 





A202 
hw3 





gw = giwli™) = gaw(sp) I. (44.11) 


在 文献 中 常常 用 到 所 谓 的 爱 因 斯 坦 系 数 , 其 定义 为 


Aif = wp), Bi = Wt), Bri = we (44.12) 
( 量 I/c 为 辐射 能 量 的 空间 谱 密 度 ), 它们 之 间 的 关系 为 
nc3 
grBri = 9iBif = giAif —a (44.13) 


hy3 
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我 们 将 上 面 得 到 的 公式 应 用 于 相对 论 电子 在 给 定 外 场 中 发 射 光子 的 情 
形 . 在 这 种 情形 , 跃迁 流 为 算 符 








j= 0 





的 矩阵 元 , 这 里 假定 少 算 符 是 按 电子 在 给 定 场 中 的 定 态 波 函 数 展开 的 (832). 
矩阵 元 (0;1y|j|1i07) 对 应 于 电子 由 i 态 到 广 态 的 跃迁 . 占有 数 的 这 种 改变 是 
通过 算 符 他 i 实现 的 , 而 跃迁 流 为 








jh = ey = (Wi PFonpi), (45.1) 


其 中 yi 与 wy 为 电子 的 初 态 与 终 态 波 函 数 . 

我 们 在 三 维 横向 规范 中 来 选择 光子 的 波 函 数 (四 维 极 化 矢量 e = (0, e)). 
于 是 (43.10) 式 中 的 乘积 yjie = 一 jyi.e*. 将 Vyi 代入 (44.4) 式 , 我 们 得 到 单位 
时 间 内 发 射 极 化 为 e 的 光子 到 立体 角 元 do 内 的 概率 公式 如 下 : 





dwen = e222 |e* ， Fi(R)| do， (45.2) 
27 
i 中 
jri(k) = 1 wiow ‘erd3y. (45.3) 


对 光子 的 极 化 求 和 通过 对 方向 e 求 平均 来 实现 (在 垂直 于 给 定 方向 n= 
kk/w 的 平面 内 ), 然后 青 乘 以 2, 因为 光子 可 以 有 两 个 独立 的 横向 极 化 中 . 于 是 
我 们 得 到 公式 

















duon = eIn x jri(k)|do. (45.4) 


一 个 很 重要 的 情形 是 : 光子 的 波长 和 比 辐射 系统 的 线 度 a 大 . 这 个 情形 
通常 意味 着 粒子 速度 和 光速 相 比 是 小 量 . 在 a/ 和 的 一 级 近似 中 (对 应 偶 极 辐 
射 , 比较 第 二 卷 867), 跃迁 流 (45.3) 中 的 因子 ew” 可 以 用 1 代替, 因为 在 多; 


包 求 平均 时 可 利用 公式 











到 可 一 3 (8 — ning) (45.4a) 
或 
ta ojor er) = {ob (on)(b.m)} 
三 3(o rd es (45.4b) 





其 中 a,b 为 常 矢量 . 
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或 wr 明显 不 为 零 的 区 域内 它 几 乎 没有 变化 . 这 意味 着 光子 的 动量 和 系统 中 
粒子 的 动量 相 比 可 以 忽略 . 
在 相同 的 近似 下 , 积分 jyi(0) 可 以 用 其 非 相 对 论 表 示 式 , 即 电子 速度 对 薛 
定 诊 波 函数 的 矩阵 元 ofP 来 代替 . 这 个 矩阵 元 为 vy; = 一 jwrjpi, 而 erfi = dpi, 
其 中 a 为 电子 (在 其 轨道 运动 中 ) 的 偶 极 矩 . 这 样 , 我 们 就 得 到 如 下 偶 极 辐射 
概率 的 公式 : 
dwen = le .dril2do (45.5) 


(这 里 暗含 着 方向 n: 矢量 e 必须 垂直 于 nm). 对 极 化 求 和 给 出 





3 于 
diwn, = 元 x dril’ do. (45.6) 


由 于 这 些 公式 的 非 相对 论 性 (对 电子 ) 性 质 , 显然 可 以 将 它们 推广 到 任何 
电子 系统 : 这 时 必须 将 dj; 看 成 系统 总 偶 极 矩 的 矩阵 元 . 
公式 (45.6) 对 所 有 方向 积分 , 求 出 总 的 辐射 概率 : 


3 
w= 全 ar (45.7) 
或 写成 通常 的 单位 : 
dw3 2 
辐射 强度 工 由 概率 滋 以 fw 得 到 : 
4 和 
I= ar (45.8) 


这 个 公式 直接 类 似 于 作 周 期 性 运动 的 粒子 系统 的 经 典 偶 极 辐射 强度 公式 
(参见 第 二 卷 (67.11) 式 ): 频率 w。 = sw (w 为 粒子 运动 的 频率 , s 为 整数 ) 的 辐 
射 强度 等 于 





4 
3c3 
其 中 d; 为 偶 极 矩 的 健 里 叶 分 量 , 即 展 开 式 


ls 3 |ds|’, (45.9) 





d(t)= >》 dose (45.10) 
的 系数 . 用 相应 跃迁 的 和 矩阵 元 代 蔡 (45.9) 式 中 的 傅 里 时 分 量 , 就 得 到 量子 公 
式 (45.8)， 这 个 法 则 (这 是 玻 尔 对 应 原理 的 表示 ) 是 经 典 量 的 傅 里 叶 分 量 和 
准 经 典 情形 中 的 量子 矩阵 元 之 间 一 般 对 应 关系 的 一 个 特殊 情形 (参见 第 三 卷 
848)， 对 于 量子 数 很 大 的 状态 之 间 的 跃迁 , 辐射 是 准 经 典 的 ; 这 时 跃迁 能 量 
hw = ;一 By 比 辐射 体 的 能 量 B; 与 Bj 小 . 然而 , 这 种 情形 不 会 使 公式 (45.8) 
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有 任何 形式 上 的 改变 , 它 对 任何 跃迁 者 成立 . 这 就 解释 了 下 面 的 事实 (在 某 种 
意义 上 多 少 有 点 偶然 ): 辐射 强度 的 对 应 原理 不 仅 在 准 经 典 情形 是 正确 的 , 而 
且 在 一 般 的 量子 情形 中 也 是 正确 的 . 
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现在 , 我 们 来 研究 角 动 量 j 及 其 在 某 个 给 定 方向 z 上 的 分 量 m 都 具有 确 
定 值 的 光子 的 发 射 , 而 不 是 研究 在 给 定 方向 上 ( 即 有 给 定 动量 的 ) 光子 的 发 射 . 
在 $6 中 我 们 已 经 看 到 , 这 样 的 光子 可 有 两 门 首先 
研究 电 型 光子 的 发 射 . 我 们 仍 假定 辐射 系统 的 线 度 比 波长 小 . 

借助 动量 表象 中 的 光子 波 函 数 (即将 四 维 矢量 Ar(r) 写成 傅 里 叶 积分 的 
形式 ) 来 进行 计算 比较 方便 . 这 时 , 矩阵 元 为 


名 
re / jb(r)4z(r)daz =e ) daz .jh (r) . We” (46.1) 


(为 简化 书写 , 我 们 略 去 光子 波 函 数 的 下 标 wjm). 
对 于 Ej 型 光子 , 我 们 取 (7.10) 式 的 波 函 数 , 选取 任意 常数 C 等 于 

































































这 样 选取 的 好 处 是 可 便 波 函数 (4) 的 空间 分 量 中 舍 ; 一 1 阶 球 函 数 的 项 能 被 
消去 (如 由 公式 (7.16) 式 所 可 看 到 的 ). 这 样 , 4 中 将 只 含 j 十 1 阶 球 函 数 , 因此 
和 含 较 低 的 了 阶 球 函数 的 分 量 40 = 6 相 比 , 对 Vii 的 贡献 是 a/ 和 的 较 高 阶 的 
小 量 (这 一 点 将 从 以 下 计算 看 出 ). 

因此 , 我 们 设 


了 十 1 4rn? 
A*=(8,0), B=—1/ eo te 


(n= 二 k&/w). 将 此 式 代 入 (46.1) 式 并 对 djk| 积分 , 我 们 得 到 


Vri = -olf apie daz .pyi(r) os 人 (46.2) 


为 计算 其 中 的 内 部 积分 , 我 们 利用 展开 式 (24.12), 写成 


a yi gkr}yYe, 全 ) Ym (=) ， (46.3) 


i=0 —!l 
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其 中 
gi(kr) = VN/ (2kr) J 12 (ET) (46.4) 
(参见 第 三 着 (34.3) 式 )9. 将 此 展开 式 代 入 (46.2) 式 , 得 到 
f ey neo 过 di gj (kr) YS (=) 
(其 余 项 由 于 球 函 数 的 正 交 性 而 等 于 零 ). 由 于 条 件 o/ 和 < 妃 1, 对 dsz 的 积分 中 


只 有 满足 kr < 1 的 距离 起 作用 . 因此 , 在 函数 gj(kr) 展开 为 hr 的 客 级 数 中 ， 
可 以 用 其 第 一 项 : 





来 代 符 函数 gj;(kr)®， 
结果 , 我 们 得 到 
Vi = (+1 QI+ DVI+Y wit1/2 e(Q®,) ys, (46.6) 


TI (27 + 1)! 


下 
(On = ort sm (TF) de (46.7) 


(请 记 住 : Yj_m = (-1Y-mY%,). 量 (46.7) 称 为 系统 的 电 27 极 跃迁 矩 , 它 和 对 
应 的 经 典 量 相 类 似 (第 二 卷 841)®. 
对 于 外 场 中 的 一 个 电子 , pf = 好 灿 , 于 是 量 (46.7) 是 作为 经 典 


其 中 引入 了 标记 


47x 
27 十 1 





Bh = riY jm 
的 矩阵 元 来 计算 的 . 
在 非 相对 论 情形 中 (对 粒子 速度 而 言 ), 对 于 NN 个 相互 作用 粒子 组 成 的 任 
意 系统 , 跃迁 矩 原 则 上 可 以 按 类 似 的 方法 计算 . 这 时 , 跃迁 密度 可 通过 系统 的 
@ 函数 gi 的 归 一 化 是 这 样 的 : 当 kr 一 co 时 , 其 渐 近 形式 为 


sin(kr — nl/2) 
kr 








gi(kr) 之 {46.4a) 


@ pr 的 寡 次 等 于 和 9 相 乘 的 函数 Yym 的 阶 数 . 这 就 证 明 略 去 4 中 含 较 高 阶 球 函 
数 的 项 是 正确 的 . 

@ 多 极 矩 的 定义 中 没有 因子 。 这 是 由 于 本 书 关于 流 的 定义 中 也 没有 这 个 电荷 
因子 . 
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N 
pfi(r) 一 f wr 和 和 沁 ,PN ) Wi(P1) 人 ,PN) bs 8(7 ee Tn) d3x1 WY ‘dizw, (46.8) 
i 


其 中 积分 对 整个 位 形 空间 进行 ® 

我 们 在 这 里 所 用 的 光子 波 函 数 如 在 (44.2) 式 假设 的 一 样 , 对 应 于 (在 坐 
标 表 象 中 ) 归 一 化 为 按 w 标 度 的 8 函数 . 将 (46.6) 式 代 入 , 我 们 得 到 画 辐射 
的 概率 吕 








(E) 2(27 + 1D)G+1) 25+1e21(O 人 GE 2 
Wm = 0 (46.9) 


特别 地 , 对 了 = 1, 我 们 有 


ee (el (46.10) 


i 





E E i ， 
eQ@i) = ids, eQW = 二 -万 ( +id,). (46.11) 


将 (46.10) 式 对 m 求 和 , 就 自然 得 到 熟知 的 侦 极 辐射 总 概率 的 公式 (45.7). 
多 极 辐 射 的 角 分 布 由 公式 (7.11) 给 出 . 将 其 归 一 化 为 总 发 射 概率 wjm 时 ， 
我 们 有 








dwjm = [YH (mE Wimdo = i jl" nYiml do. (46.12) 





特别 地 , 对 7 = 1， 


3 3 
Yil1o 三 这 一 cos0， Yi1 = 王座/ sa -一 sing .etip， 
4 8T 


其 中 与 p 分 别 为 方向 到 对 >z 轴 的 极 角 与 方位 角 . 计算 梯度 , 我 们 求 出 具有 
一 定 m 值 的 偶 极 辐射 的 角 分 布 为 
3 1 二 cos? 9 


3 
dw10 = wi0— sin* 0do， duwl +1 = 一 
WwW10 三 山 10 BA SIn 0, WwW1,+1 二 1, 士 1 Bn 3 


当然 , 这 些 表示 式 也 可 以 由 (45.6) 式 得 出 : 先 (对 m=0) 设 ds =dy=0,ds= 4d; 
然后 (对 和 = 士 ]) 设 dj = 二 id = d/V2, dy = 0. 


包 可 能 会 出 现 这 样 的 情形 : 根据 近似 选择 定 则 ,跃迁 概率 为 零 , 但 近似 选择 定 则 仅 
当 忽略 电子 的 自 旋 - 轨 道 相 互 作用 才 是 正确 的 . 这 时 , 要 得 到 非 零 的 结果 , 我 们 必须 采 
用 考虑 这 种 相互 作用 相对 论 修正 的 波 尔 数 . 

四 TT 由 于 空间 的 各 向 同性 , 光子 发 射 的 总 概率 应 该 不 依赖 于 m 的 值 . 但 
是 , 这 个 结论 是 不 对 的 , 只 要 注意 到 以 下 情形 就 不 难 理解 : 对 给 定 的 初 态 , 不 同 的 终 态 
0 m 值 的 光子 ; 和 下 面 的 法 则 (46.16) 比较 . 





(46.13) 
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如 果 系 统 (原子 或 原子 核 ) 线 度 的 数量 级 为 则 电 多 极 矩 的 数量 级 一 般 
来 说 为 @) ~ oj. 多 极 辐射 的 概率 为 





wh ~ ok (koa). (46.14) 


当 极 数 增加 1 时 , 辐射 概率 就 要 减 小 一 个 因子 ~ (ka)”. 

从 角 动 量 与 宇 称 的 守恒 定律 引出 一 定 的 选择 定 则 , 它们 限制 了 辐射 系统 
状态 可 能 发 生 的 变化 . 如 果 系 统 的 初始 角 动 量 为 Ji, 那么 , 发 射 角 动 量 为 了 的 
光子 后 , 系统 的 角 动 量 只 能 取 角 动量 加 法 法 则 (J 一 J 了 = 所 决定 的 那些 J 
值 : 








[~ J I ht (46.15) 


对 给 定 的 . 和 Jy 值 , 光子 角 动 量 的 可 能 值 ; 由 相同 的 法 则 (46.15) 决定 . 
但 是 , 由 于 辐射 概率 随 ; 的 增加 而 迅速 衰减 , 所 以 辐射 基本 上 以 最 低 可 能 的 极 
数 进行 . 

角 动 量 J 与 Jr 的 分 量 Mi 与 My 和 光子 角 动 量 的 分 量 m (根据 同样 的 
角 动 量 加 法 法 则 ) 满足 关系 








Mi—M:—m. (46.16) 


辐射 系统 的 初 态 与 终 态 的 宇 称 忆 和 Py 必须 满足 条 件 PiP, = 忆 , 其 中 
已; 为 发 射 光子 的 字 称 . 由 于 宇 称 只 可 能 有 士 1 值 , 这 个 条 件 也 可 写成 


PP; = P,. (46.17) 














对 于 电 型 光子 , P = (-1)57 因此 电 多 极 辐射 的 宇 称 选 择 定 则 为 





PPr = (—1). (46.18) 


总 角 动 量 和 宇 称 的 选择 定 则 是 非常 严格 的 , 任何 系统 在 发 射 时 都 必须 遵 
守 . 与 此 同时 , 还 可 能 有 另外 一 些 较 有 限制 的 选择 定 则 , 它们 和 特定 辐射 系统 
的 某 些 结构 特征 相关 . 这 样 的 选择 定 则 必定 有 一 定 程 度 的 近似 性 质 , 我 们 将 在 
本 章 的 后 面 几 节 中 讨论 . 

发 射 概率 对 量子 数 m, Mi, My 的 依赖 关系 完全 由 多 极 矩 的 张 量 性 质 决 定 . 
有 共有 给 定 j 的 量 Qjm 构成 j 秩 球 张 量 , 其 矩阵 元 对 这 些 量子 数 的 依赖 关系 由 
如 下 公式 


2 
[1 
orion = ( { | [nrTrlQslnaadl (46.19) 
My mm 一 Ti 
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给 出 (参见 第 三 卷 (107.6) 式 ), 其 中 字母 n 按 惯例 表示 除了 J 与 M 以 外 系统 
状态 的 所 有 其 余 的 量子 数 . 等 式 (46.19) 右边 的 约 化 矩阵 元 不 依赖 于 量子 数 
m, Mi, My. 将 此 式 代 入 (46.9) 就 得 到 所 求 的 依赖 关系 , 它 正比 于 


J J Ji 3 
Ms mm —M; 
(这 里 自然 假设 辐射 体 不 处 于 外 场 中 , 所 以 茎 迁 频 率 w 和 Mi 与 Mf 无 关 ). 
将 概率 对 所 有 的 My 值 求 和 (对 给 定 的 Mi), 我 们 就 得 到 从 系统 的 


级 ni, 有 发射 给 定 频率 光子 的 总 概率 . 很 明显 , 由 于 空间 的 各 向 同性 , 这 
也 必定 和 初 值 Mi 无 关 . 这 个 求 和 用 到 如 下 公式 


D> (nfI7 MyIQ; mn Ma = 
My 


(参见 第 三 卷 (107.11)). 
847 磁 多 极 辐 射 


磁 型 光子 的 波 通 数 为 44 = (0, 4), 其 中 和 4 由 (7.6) 式 给 出 .将 其 代入 (46.1) 
式 , 我 们 得 到 跃迁 矩阵 元 


Wi= eG /8% jri(r ) /ao ry tn) (47.1) 


3 +1 57 ne ;|ns Bh )|? (46.20) 


矢量 Yj 的 分 量 可 用 7 阶 球 谐 函数 表示 , 如 (7.16) 式 那样 . 再 次 利用 展开 式 
(46.3), 我 们 得 到 内 部 的 积分 


~ik.r yr(M)* A (MD)* {TT 
f: Yim (ndon = 4mi 9; (kr)Y jm (=), 


将 (46.5) 式 的 gj 代入 ®@， 


2 )7 十 172 Tr 
te Py j WM)* 3 
fi tl (27 Du Jr Ym (=) dz. 


按照 定义 (7.4), 我 们 必须 代入 





WW {TY _ 1 a 
i 全 = A Vm 
请 勿 将 表示 流 的 7 和 表示 角 动 量 的 ;混淆 ! 
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rj (Tr x VYS) = —(r x ji): V(r YY,) 
将 被 积 函 数 变换 , 我 们 得 到 


(2j+ 1)G+1) witl/2 
TI (27 十 1)!! 





= (一 Dr e(Q9 7 (47.2) 


其 中 引入 标记 


(QH) js ey 2 2 = fr x Fp) VI Ym) dg. (47.3) 


些 量 称 为 磁 27 极 跃 迁 矩 . 
利用 发 射 概率 的 表示 式 (47.2) 和 (46.6) 之 间 的 相似 性 , 我 们 得 到 和 (46.9) 
式 类 似 的 公式 , 区 别 只 是 用 磁 和 矩 代 蔡 了 电 矩 . 角 分 布 的 公式 (46.12) 也 仍然 成 
立 (这 一 点 已 在 (7.11) 式 的 讨论 时 指出 过 ). 
我 们 来 分 析 ;= 1 时 表示 式 (47.3) 的 形式 . 在 此 情形 , 肾 数 为 


人/ Fry = 二 iz, 中 3 ry a A 本 iy). 


它们 的 梯度 就 等 于 (7.14) 式 中 的 球 坐 标 单位 矢量 e0, e(+D. 因此 量 e(Q00) ys 
为 矢量 








1 . 
AP 一 3e / 7 X 了 fid37 (47.4) 


的 球 分 量 . 这 个 矢量 在 形式 上 和 经 典 磁 矩 相似 (参见 第 二 卷 $44). 通过 这 个 
可 以 用 如 下 公式 (采用 通常 的 单位 ) 求 出 M1- 辐射 的 总 概率 : 
dw3 
二 对 本 hi (47.5) 
我 们 将 表明 , 公式 (47.4) 是 如 何 和 通常 的 非 相对 论 量子 力学 的 磁 矩 算 符 的 表 
示 式 相 联系 的 . 
跃迁 流 的 表示 式 (参见 第 三 卷 8115) 为 

















入 = -起 (YY 的 十 攻 not(yja， (470) 
其 中 为 粒子 的 磁 息 ,s 为 其 自 旋 . 因此 


Hfi = -EE /Wvetas wtrx vwjdrets frxrot ee 
47.7) 
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在 第 二 项 中 我 们 写 出 
) pilr x VYd3z = 一 8 Wi(r x V)wWid3z 十 / rot (ryrwi)d3y, 


最 后 的 积分 可 变换 成 对 无 限 远 的 面积 分 , 因而 等 于 零 . 这 样 (47.7) 式 中 的 头 两 
项 是 相等 的 . 在 第 三 项 中 , 我 们 将 积分 作 如 下 变换 (临时 采用 标记 五 = 他 3): 


frx (vx Bee frx Gfx -fFxv) xr 
其 中 面积 分 等 于 零 , 而 在 最 后 一 个 积分 中 我 们 有 : 





(FxV)xr=—Fdivr+F= -2F. 


广 x rot Ed3z = 2 {pass 


因此 , Ar 的 表示 式 变 为 


于 是 ， 


or= /她 ( 翅 -一 也 十 Es ) wide Zz, (47.8) 
其 中 荆 = -itr x 了 ) 为 粒子 的 轨道 角 动 量 算 符 . 如 应 该 的 那样 Lfi 为 算 符 
= aL 再 本 (47.9) 


的 矩阵 元 , 它 包 含 粒 子 的 轨道 磁 矩 算 符 和 内 豪 磁 矩 算 符 ， 
磁 多 极 辐射 的 选择 定 则 和 电 多 极 辐 射 相似 : 选择 定 则 (46.15)、(46.16) 对 
总 角 动 量 仍 成 立 , 但 宇 称 的 选择 定 则 为 


PPr = (-1)t), (47.10) 


它 是 通过 将 Mj 光子 的 字 称 已 = (-1)7! 代入 (46.17) 式 得 到 的 
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$46 和 347 中 所 推导 的 公式 属于 具有 一 定 角 动 量 ] 及 其 分 量 m 的 光子 的 
发 射 . 相应 地 , 可 以 假设 辐射 系统 (譬如 原子 核 ) 在 辐射 前 后 不 仅 具 有 一 定 的 
角 动 量 值 .7 而且 具有 一 定 的 极 化 , 即 一 定 的 M 值 . 

现在 我 们 来 研究 部 分 极 化 核 辐射 更 一 般 的 情形 ( 仍 假设 核 的 线 度 比 波长 
小 ). 设 所 发 射 的 光子 仍 具 有 一 定 的 角 动 量 j, 但 可 以 是 部 分 极 化 的 . 我 们 来 求 
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作为 光子 方向 n 的 函数 的 发 射 概率 . 它 必须 由 描述 核 和 光子 极 化 状态 的 密度 
矩阵 来 表示 ， 

为 此 目的 , 对 初 、 终 态 原 子 核 都 有 具有 确定 的 .Mi; 和 .JjMy 值 的 情形 , 我 
们 首先 将 发 射 概 率 写 成 光子 方向 n 和 螺旋 性 和 (和 = 土 1) 的 函数 . 

发 射 jm 一定 的 光子 的 矩阵 元 正比 于 原子 核 的 2 极 矩 ( 电 矩 或 磁 矩 ) 的 
和 矩阵 元 : 





(J Mo; mlV |JMi) c (—1)™ (TM Qj mt) (48.1) 


发 射 光子 的 波 函 数 (在 动量 表象 中 ) 正比 于 Y 人 (nm) 或 YPDO(m), 动量 方向 为 
n、 螺旋 性 为 和 的 光子 波 函数 正比 于 极 化 矢量 eQ. 发 射 mA 光子 的 矩阵 元 由 
(48.1) 式 乘 以 状态 |jm) 的 波 函 数 在 状态 |nX) 上 的 分 量 得 到 : 


(J MF NANV JMi) x (—1)™ (J MIQ3, mJ Mi)e nN . Ym 
按照 (16.23) 式 , 对 于 两 种 类 型 的 光子 ， 
ex .Yjn(n) o DO (n). (48.2) 


多 极 矩 的 矩阵 元 通常 用 约 化 矩阵 元 表示 . 结果 , 我 们 得 到 跃迁 概率 幅 为 


J ;” 
(MPa x (DTTMtm | “ff 7 DO) (n), (48.3) 
—Mr: —m Ah 


其 中 @ 标记 (Jy|IQ|1). 
现在 我 们 可 以 研究 混合 极 化 态 的 一 般 情形 ， 按照 量子 力学 的 一 般 法 则 ， 
跃迁 概率 正比 于 如 下 表示 式 @ 


pO "3 y ang, wp SY omy 


来 描述 , 那么 矩阵 元 为 
(fIVIi = DB,anVmn, 


它 的 平方 为 
IPBOP = > Vmn Vi Tr ona brmr bt,. 


nn mm! 


(2) CE 


angn 一 pr Ee bn bs 一 p 
可 以 得 到 混合 态 , 因此 


(FV = DD VanV pp 


nn Mmm! 
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>》 (JJM1inAIYIMDCTMNNMITL 
(m) 


x (Milp® IM (MY oD Mg) Np, (48.4) 


其 中 po， pm 分 别 为 初 态 核 、 终 态 核 与 发 射 光子 的 密度 矩阵 ; 求 和 号 下 
的 (m) 表示 求 和 对 所 有 重复 出 现 两 次 的 m 型 指标 (MiM{MyMIXX) 进行 . 然 
后 将 (48.3) 式 代 入 (48.4) 式 . 

设 进入 立体 角 do 内 光子 的 发 射 概率 用 w(n)do 表示 , 很 明显 , 在 任何 方 
向 上 以 及 对 于 光子 和 终 态 核 的 任何 极 化 , 总 发 射 概率 和 核 的 初始 极 化 状态 无 
关 , 这 已 由 我 们 熟知 的 公式 给 出 , 这 里 不 再 去 研究 了 . 我 们 将 概率 w(n) 归 一 
化 为 1, 结果 得 到 号 








(27 + 1)(27+1 人 
“= SEED Pym mp pg 
(m) 


了 Jf 7 万 Jf 了 J 
-Mi -mm M/\-M; -mm M 
x (Milp® [MD (MIlp DMF) (Np) 


(下 面 我 们 将 看 到 这 个 归 一 化 是 正确 的 ). 此 公式 可 利用 两 个 DD 函数 之 积 的 级 
数 展开 (第 三 卷 (11.02) 式 ) 作 变换 ; 


Do 
了 LL i 7 LL 2 
=(IMm YL+D (7 /7 罗 和 1 
(—D) 2 ) 4 = 
(4 二 入 一 入 ,二 m 一 m/; 工 为 整数 且 工 > 2 四 . 这 样 一 来 , 我 们 就 最 后 得 到 


i I+ OLY YS (—1)27- 一 Mi 一 -Mitmtl(2L + 1) 
L (m) 


.人 i I 7 7 I J 7 
入 -XY -A Am —m HK My m Mi 
J 了 Ji 站 
| 二 DJ (mMilp WIM 
x(Milp HM) (Xp WIN. (48.5) 


@ 在 得 出 符号 因子 时 , 应 注意 到 2., 2Jy, 2Mi, 2My 有 相同 的 宇 称 , 并 且 j, m 为 整 
数 ， 入 一 士 1 
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和 上 面 一 样 , 》、 表示 对 所 有 出 现 两 次 的 m 型 指标 求 和 . 这 里 必须 指出 , 和 ,入 
(m) 
与 其 它 m 型 指标 不 同 , 它们 只 有 两 个 值 : X X = 士 1, 这 两 个 值 对 应 着 光子 的 两 
种 极 化 ; 而 不 是 27 + 1 个 值 (对 给 定 的 7). 
公式 (48.5) 包含 着 所 发 射 光子 的 角 分 布 、 它 们 的 极 化 以 及 次 级 核 (发 身 
光子 以 后 的 核 ) 的 极 化 等 全 部 信息 , 这 里 我 们 假设 初始 密度 矩阵 是 给 定 的 . 
角 分 布 


光子 的 角 分 布 可 通过 对 光子 和 次 级 核 的 所 有 极 化 求 和 得 到 . 对 极 化 的 平 
均 通过 代入 非 极 化 态 的 密度 矩阵: 




















下 
MoIN) = 56, (Mslp HIMY) = 


~ 


1 
2 48.6 
jr tl Mf 0 





然后 , 求 和 就 是 乘 以 2 (对 光子 ) 或 2Jy 十 1 (对 核 ). 因此 , 求 和 就 是 简单 地 作 
变换 














Com = Sv, (MrloU RH 人 = Sm, (48.7) 
所 以 , 角 分 布 为 
L (m) 


ot J 了 
入 -A 0 m —m 一 /NM -—m M: 


J j J , 
-A 二 do 
—M: —m Mi 


此 公式 可 通过 对 m 型 指标 求 和 而 大 大 简化 . 首先 , 我 们 指出 


Rs 
( 一 》 =- 电 人 和 
因此 求 和 为 
(人 a 1 | 为 偶数 ， 
CEA -人 人 0/ 四 各 
0 工 为 奇数 . 


这 样 , 对 工 的 求 和 只 剩 下 工 为 偶数 的 项 , 即 其 中 只 包含 偶 阶 球 谐 函 数 D2. 这 
个 结果 是 可 以 预见 的 : 由 于 宇 称 守 恒 , 概率 必须 在 反 演 下 保持 不 变 , 即 对 变换 
ni 一 一 n 保持 不 变 . 
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因此 , 我 们 有 


(25 十 1)(2.7 + 1) 7 LY 
而 (n) = 0 | on 


i 7 7 J 7 于 
1)™ +1 7 了 
人 
JJ J. es 
M:; M:;). 
0 5 | 120) 
在 这 里 的 归 一 化 是 很 容易 证 实 的 : 由 于 公式 
d 
四 里 =szoaa 


对 所 有 方向 积分 后 , 只 保留 上 = p= 0 项. 利用 公式 











7 7 0 eA 1 
m —m0 V27 十 开 


2 
J 1 
Mr —Mr —m M: 2]i 二 1 


就 可 证 实 此 积分 等 于 1. 
在 (n) 的 内 求 和 中 , 利用 第 三 卷 (108.4) 式 实现 进一步 对 m,m/, Mj 的 求 
和 . 光子 角 分 布 的 最 后 公式 为 


(nn) a (CI VE V2 +1 》 (7v 2 十 1 





工 偶 
7 TANT7 JL 
区 DP Din (48.9) 
1 -1 0/17 了 万 
其 中 
人 ~ IM J L i 和 
PH =EVCLTDGR+YD (EM ( ; | x (Milp®? | MS), 
Mi M! 一 AM pp Mi 
天 人 (pe (48.10) 


(48.9) 式 中 的 内 求 和 是 对 所 有 的 JJ < 工 进行 的 , 而 外 求 和 是 对 所 有 满足 条 件 


L<2;, Lg2. (48.11) 
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的 偶数 值 工 进行 的 (这 些 条 件 来 自 (48.9), (48.10) 式 的 37 符号 中 了 应 满足 的 
三 角形 法 则 ). 由 于 这 些 条 件 , 求 和 中 的 项 数 通常 是 很 少 的 . 例如 , 当 J =0 或 
1/2 时 , 只 留 下 工 = 0 的 项 , 因而 辐射 是 各 向 同性 的 (不 难 证 明 , 按照 归 一 化 条 
件 , 工 = 0 的 项 应 该 等 于 1/4). 当 .五 ==1,3/2 或 7 =1 时 ,对 工 的 求 和 只 留 下 
两 项 : 工 = 0,2. 如 果 密 度 矩 阵 pl) 是 对 角 化 的 (Mi = MD), 则 p= 0, 分 布 函 数 
(48.9) 取 勒 让 德 多 项 式 的 展开 形式 (按照 (16.5) 式 和 第 三 卷 的 (58.23) 式 , 函数 
DD 就 是 函数 Pr(cos0)). 最 后 , 如 果 




















; 1 
Milp® IM = 一 一 一 Sr Mr 
(GMailp 1) 了 下 Txt 


即 如 果 初 态 核 是 非 极 化 的 , 那么 除 Pi = 1 以 外 , 所 有 的 PW = 0.@ 


量 Pr 是 表征 核 极 化 态 一 个 方便 的 量 ， 我 们 称 其 为 极 化 矩 公式 (48.10) 
通过 密度 矩阵 pwym' 定义 了 它 . 不 难 证 实 , 用 极 化 矩 表示 密度 矩阵 的 道 公式 为 


DL ls ae YD 
‘= = . 48. 
PMM 2 a (—1) ee Pry (48.12) 


设 fi 为 依赖 于 核 极 化 态 的 某 个 球 张 量 ， 按 照 一 般 法 则 (参见 第 三 卷 
(14.8) 式 ), 它 在 密度 矩阵 为 pym' 的 状态 中 的 平均 值 等 于 





= ,pam (TM |frnlIM). (48.13) 
MM’ 
根据 公式 
了 
TM’ |frplTM) = (1 8 2 ) GD 


用 约 化 矩阵 元 ( 川 fi117) 表示 fz 的 矩阵 元 , 并 根据 所 引入 的 极 化 矩 的 定义 
(48.10), 我 们 得 到 i 

Es TENT 

fin BT De (48.14) 








名 实际 上 , 利用 结果 





a 
_M 0 MI Ee 
我 们 有 


A 这 L J 
人 M 0 . SMM’ 


Li L\/J, 0 7 
= V2J+1 全 J 1 ) = VE ridad, 


py rk M 
然后 根据 定义 (48.10) 就 可 得 出 上 述 结论 . 
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光子 的 极 化 


当 和 矩阵 po) 和 pt 以 及 p0 给 定 后 , 公式 (48.5) 确定 了 发 射 光子 的 跃迁 
概率 , 在 此 跃迁 中 核 处 于 确定 的 极 化 态 . 这 种 状态 实质 上 并 不 是 表征 这 种 发 射 
过 程 的 特性 , 而 是 表征 记录 光子 和 反 冲 核 并 识别 它们 确定 极 化 的 探测 器 的 特 
性 . 这 个 问题 的 另 一 种 更 自然 的 表述 是 :“ 核 十 光子 ”系统 的 终 态 不 是 一 开始 
就 能 确定 的 , 只 有 在 给 定 光 子 发 射 的 方向 后 , 才能 确定 终 态 的 极 化 密度 矩阵 . 

这 个 问题 的 答案 还 可 由 同样 的 公式 (48.5) 给 出 . 如 将 其 写成 





w=Tn) > My;nANplMy; nN NopO DN MGIp DI My), (48.15) 
(m) 

则 表示 式 CMPimAlplMH nmX) 将 是 所 求 的 密度 矩阵 , 因为 按照 量子 力学 的 一 般 
法 则 , 跃迁 到 已 知 状态 的 概率 w 由 它 在 给 定 的 pm, pt) 上 的 “投影 ”给 出 . 
在 公式 (48.15) 中 分 离 出 因子 (m) 是 为 了 使 这 个 矩阵 能 够 按照 通常 的 条 件 归 
一 化 : 

2 (MHimAlolMPmA) =1. 

和 MT 

如 果 我 们 想 单 独 考 虑 光子 的 极 化 , 则 必须 对 My = M$ 求 和 ; 
(nhlplnX) = > (Mp; nAplMy; nN). 
Ms 

经 过 和 公式 (48.9) 完全 类 似 的 推导 , 我 们 得 到 


i447 (DI + V2 +1 


_L JJ ;7 LL 
A 人 | 


da “i :Lb i 
2 | i | 2 Pi DA (n) (48.16) 
(4 = 入 一 入 ), 求 和 是 对 满足 条 件 (48.11) 的 所 有 整数 工 值 进行 的 

特别 是 , 圆 极 化 由 斯 托 克 斯 参量 


人 = (nl1lplnl) (n, —1|pln, —1) 


决定 (参见 §8 习题 ). 由 于 关系 式 (48.8), 在 这 个 差 中 所 有 含 偶数 工 的 项 均 为 
零 , 所 得 到 的 &2 表示 式 和 (48.9) 式 的 区 别 仅仅 是 对 奇数 (而 不 是 偶数 ) 工 值 
求 和 . 





， 











人 ee TE Se NT OT 
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二 次 核 的 极 化 


最 后 , 如 果 我 们 只 研究 核 的 终 态 极 化 , 必须 令 pW 一 5. 这 时 如 果 还 要 对 
光子 的 方向 积分 , 那么 终 态 核 的 密度 矩阵 将 是 


Oo = /Gdrnlplagyndo 


a (ap J | 


mM: M! 一 AI -mm M:; 
JF 2 Ji (1 ap 
M:; M; . 
| a Ee, 
用 这 个 和 窍 阵 计算 册 的 极 化 矩 为 


g 


古风 (Tt DE (0 1) (2 1) 
Jt Jr J 


| (48.17) 





如 果 初 态 核 是 非 极 化 的 , 则 终 态 核 也 将 是 非 极 化 的 . 但 此 时 将 存在 关联 
极 化 , 即 发 射 给 定 方向 的 辐射 后 的 核 也 是 极 化 的 . 令 pG) 一 8/(2.; 十 1) (相应 
地 , 古 (n) = 1/4r) 并 进行 和 公式 (48.9) 类 似 的 推导 , 就 得 到 描述 这 种 极 化 的 密 
度 和 矩阵 


WP; TPR my 一 (27 十 二 (一 巧 THAH+1I 
f f 


相应 于 此 和 矩阵 的 极 化 矩 为 


人 


j 7 LLY/ J Le 
| oe (48.19) 
只 出 现 偶 数 阶 的 极 化 矩 (这 也 是 宇 称 守恒 的 结果 ). 

如 果 二 次 核 反 过 来 发 射 光子 ,那么 由 于 它 已 经 极 化 ,将 产生 各 向 异性 的 光 
子 分 布 . 因为 极 化 矩 (48.19) 依赖 于 第 一 次 衰变 时 所 发 射 的 光子 的 方向 mw 所 
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以 此 后 发 射 的 光子 的 方向 之 间 存 在 一 定 的 关联 (一 次 核 是 非 极 化 的 ). 级 联 发 
射 的 其 它 关 联 效应 ( 极 化 等 的 ) 可 用 类 似 方法 处 理 . 
习 通 


求 极 化 算 Pi Pas 和 角 动 量 失 量 与 四 极 矩 张 量 Qi 的 平均 值 之 间 的 
关系 . 
解 : 矢量 J 和 张 量 Qi 的 约 化 矩阵 元 由 下 式 决定 ; 








FVD VQ 


2 一 ~ 一 一 一 一 ap 


2J 二 1 0 


(和 第 三 卷 (107.10), (107.11) 式 比 较 ). 算 符 Qi 可 通过 第 三 着 的 (75.2) 式 用 角 
动量 算 符 表示 : 





ee 
Gn = 57 (T+ Pe). 
由 此 求 出 平均 什 
加 3Q? 亲人 _ 23(J +1)(2J+3) 
EA 
约 化 短 阵 元 为 
(JD = VY IT +1)27 +1), 
EC 
Cl 四 = 0 St. 


根据 (48.14) 式 , 极 化 矩 Pi 等 于 矢量 


3 
VAD 





10J(2J7—1) G,, 
3(J+IGI+3) Q 





的 球 分 量 . 


@ 这 个 问题 的 详细 论述 可 参阅 “7 射线 ”(“Tamwma-nyuw”AH CCCP, 1961) 一 书 中 
A. 3. Jomrraoa 的 论文 . 四 











| 
站 
: 
了 
. 
-| 
， 
2 
3 
| 
浊 
| 
. . 
| 
， 
| 
| 
| 
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849 原子 辐射 : 电 型 ” 


原子 外 层 (参加 光 辐 射 路 迁 的 ) 电子 的 能 量 粗 略 估计 数量 级 大 约 为 B ~ 
me4/ 记 , 因此 所 辐射 的 光波 长 大 约 为 入 ~ hic/EB ~ 有 避 /ame?. 原子 的 线 度 a 六 
尼 /re2. 所 以 在 原子 光谱 中 , 不 等 式 a/ 和 ~ a 之 1 照例 成 立 . 比值 v/c~a 有 
同样 的 数量 级 , 这 里 wv 为 光电 子 的 速度 . 

因此 , 在 原子 光谱 中 , 所 满足 的 条 件 意 味 着 电 偶 极 辐射 (如 选择 定 则 容许 ) 
的 概率 大 大 超过 多 极 跃迁 的 概率 人 @. 由 于 这 个 原因 , 在 原子 光谱 中 , 最 重要 的 
正 是 电 偶 极 跃迁 . 

我 们 已 经 说 过 , 这 种 路 迁 遵从 原子 总 角 动 量 J 和 字 称 PP 的 严格 的 选择 定 
则 人 @ 














IT-J<1<I+D, (49.1) 
PP'= -1. (49.2) 


不 等 式 | 了 J| 志 1 意味 着 角 动 量 J 只 能 改变 0, 土 1; 而 由 于 了 十 几 关 1 0 一 0 
牙 迁 是 禁 戒 的 . 初 态 和 终 态 的 宇 称 应 该 相反 . @ 
nJM 一 n'J'M' 跃迁 的 发 射 概率 由 原子 偶 极 矩 的 相应 矩阵 元 确定 如 下 : 


4 
wnJM on TM') = sia TM dm ME, (49.3) 


w=wnI oo WT). 


当 M 给 定时 , 公式 (49.3) 对 M' = M -mm 的 所 有 值 求 和 , 可 以 得 到 由 原子 能 
级 ny 发 射 已 知 频率 的 总 概率 . 求 和 时 , 利用 (46.20) 式 , 结果 为 





4u3 1 
wn 7) = 3 [wT Han nD. (49.4) 


式 中 的 约 化 矩阵 元 的 模 的 平方 有 时 称 为 跃迁 谱 线 强度 , 它 对 于 初 态 和 终 态 是 
对 称 的 . 

观察 到 的 辐射 强度 等 于 w 乘 以 i, 再 乘 以 辆 射 源 中 处 于 该 激发 能 级 上 
的 原子 数 Nny. 所 以 , 在 温度 为 了 的 气体 中 ， 











Nn cc (2J + 1)exp(— Bn/T); 


在 $49 一 851,853 一 855 中 采用 通常 的 单位 . 

@@ 在 原子 光谱 的 光学 区 域内 , 偶 极 跃迁 概率 的 典型 数值 约 为 108 s -1 

@ 现在 我 们 用 不 带 撤 和 带 撤 的 字母 分 别 表示 初 态 和 终 态 的 量子 数 ,用 字母 n,n! 表 
示 决 定 系统 状态 的 所 有 其 它 ( 除 明显 指出 的 以 外 ) 量子 数 . 

@@ 宇 称 选 择 定 则 是 Laporte 首先 建立 的 (O. Laporte, 1924). 
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因子 (2J 十 1) 是 角 动 量 为 7 的 能 级 的 统计 权重 . 

原子 光谱 跃迁 概率 的 进一步 推导 需要 具体 指定 原子 的 状态 . 这 里 我 们 将 
不 讨论 矩阵 元 的 计算 方法 , 因为 它 的 近似 程度 没有 明显 的 理论 意义 . 我们 将 只 
对 LS 耦合 的 大 多 数 状 态 (特别 是 在 轻 原子 中 ) 推导 出 若 于 关系 式 (参见 第 三 
卷 872). 人 还 需要 轨道 角 动 量 二 和 自 旋 5 
的 确定 值 , 这 时 工 和 5 都 是 守恒 量 . 

由 于 偶 极 矩 是 一 个 纯 轨 道 的 量 , 所 以 它 的 算 符 与 自 旋 算 符 对 易 , 即 它 的 矩 
阵 对 于 数 5 是 对 角 化 的 . 对 于 数 工 , 偶 极 矩 所 遵从 的 选择 定 则 与 任意 轨道 矢 
量 相同 (参看 第 三 卷 829). 所 以 , LS 型 各 态 之 回 的 跃迁 除 遵从 选择 定 则 (49.1) 
和 (49.2) 外 , 还 要 遵从 以 下 选择 定 则 : 


























S'S=0, (49.5) 
LD-L<1ig<L+rL. (49.6) 


我 们 再 次 着 重 指出 , 这 些 定 则 是 近似 的 , 当 考 虚 自 旋 轨 道 相互 作用 时 就 不 再 
成 立 . 

我 们 看 到 , 选择 定 则 (49.5)( 它 禁止 不 同 多 重 态 之 间 的 路 迁 ) 不 仅 适 用 于 电 
偶 极 跃迁 , 而 且 适 用 于 一 切 电 型 跃迁 : 所 有 级 的 电 多 极 抢 都 是 轨道 张 量 , 因而 
它们 的 矩阵 对 自 旋 是 对 角 化 的 . 例如 , 对 于 电 四 极 跃迁 , 除了 一 般 的 选择 定 则 

















[7 -J<2gJ+T, PP=1 (49.7) 
外 , 在 LS 耦合 情形 下 还 有 附加 选择 定 则 
Ss-S=0, IL-L<2<L+L. (49.8) 


发 射 概率 可 写成 5, J, J 的 显 水 数 形 式 . 当 角 动量 相 加 时 , 利用 球 张 量 矩 
阵 元 的 一 般 公 式 , 就 可 直接 做 到 这 一 点 . 按照 第 三 卷 的 公式 (109.3), 我 们 有 中 





lw LSTNalnLS ND 


-tnerry{ : | [malnL)l. (49.9) 





将 此 式 代 入 (49.4), 我 们 得 到 


2 
4o3 了 5 


wnLST 一 以 SI 一 3 篇 er+D{7 | xl 2，(49.10) 





@ 第 三 卷 $109 的 公式 中 ,“ 子 系统 1 和 2 的 角 动量 ”现在 必须 理解 成 原子 的 轨道 
角 动 量 和 自 旋 , 它们 之 间 的 相互 作用 被 忽略 . 量 6) 用 轨道 矢量 dg 表示. 
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并 且 w = w(nZS — nLS).® 
对 这 些 概 率 可 以 导出 一 个 求 和 法 则 . 67 符号 的 平方 满足 求 和 公式 (第 三 
卷 (108.7) 式 ) 


2 
及 SY 1 
> 2.7 十 1 二 一 一 一 . 49.11 
( | 了 1 | 2 十 1 ) 


借助 它 可 以 由 (49.10) 式 求 出 


y wnLsT TS) = da. (49.12) 
pr 
我 们 看 到 , 这 个 量 与 J 的 初 值 无 关 . 

对 于 气体 辐射 , 如 果 气 体 的 温度 比 原子 项 nSL 的 精细 结构 间隔 大 得 多 ， 
那么 , 不 同 J 的 状态 被 均匀 占据 , 即 所 有 的 J 值 都 是 等 概率 的 . 在 这 种 情况 下 ， 
原子 处 在 某 个 确定 J 值 能 级 上 的 概率 等 于 

2J+1 
QL+IGS+1) 











(49.13) 


即 等 于 这 个 能 级 的 统计 权重 与 原子 项 m5L 的 总 统计 权重 之 比 . 表达 式 (49.10) 
或 它们 的 和 (49.12) 对 这 些 概率 的 平均 归结 为 乘 以 因子 (49.13), 这 个 平均 用 字 
和 母 上 加 一 短 横 表 示 . 光谱 多 重 线 中 所 有 谱 线 (由 两 个 原子 项 nSL 和 mSL' 的 
精细 结构 分 量 之 间 的 一 切 可 能 跃迁 所 形成 ) 的 总 发 射 概率 为 


TnLS WLS)= > > vnLST 一 TS (49.14) 
ws 


自然 , 由 于 》 (27 十 1) = (25 十 1)(2L +1), 所 得 的 总 概率 表达 式 与 (49.12) 式 
法 
一 致 . 所 以 ,一 条 单线 的 相对 概率 ( 即 相 对 强度 ) 为 


(49.15) 





2 
inLSJ mr1SJ) (2J+DO7HD /IL 7 5 
WNnLS oS) (25 十 了 庆 0 | 


分 析 这 个 公式 所 给 出 的 数值 , 可 以 看 出 : 多 重 谱 线 中 AJ = AZ 的 那些 谱 
线 最 强 (叫做 主线 , 其 余 的 叫做 伴 线 ). J 的 初 值 越 大 , 则 主线 的 强度 越 大 . 





@ 计算 和 矩阵 元 时 忽略 自 旋 轨道 相互 作用 , 还 可 以 忽略 频率 对 J 和 7 的 依赖 关系 ， 
即 忽略 原子 初 态 和 终 态 能 级 的 精细 结构 . 
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量 (49.15) 对 了 和 求 和 分 别 给 出 








SwnLST — LST) 
了 a 2J+1 
TNLS 一 WL'S (2L+1)(25+1)’ 
(NLS 一 ) ( )( ) (49.16) 
STnLST LST) 
J 2 十 1 
TnNnLS a WLS) (2L+1)(2S+1) 





由 此 可 见 , 具有 同一 初 态 能 级 (或 终 态 能 级 ) 的 光谱 多 重 线 中 , 所 有 谱 线 的 总 
强度 和 初 态 能 级 (或 终 态 能 级 ) 的 统计 权重 成 正比 . 

我 们 还 可 以 考虑 原子 光谱 线 的 超 精细 结构 . 我 们 知道 , 原子 能 级 的 超 精 
细 分 裂 是 电子 与 原子 核 的 自 旋 (假如 它 不 为 零 ) 相互 作用 的 结果 (参见 第 三 卷 
$122). 原子 (包括 原子 核 ) 的 总 角 动 量 玉 等 于 电子 的 总 角 动量 J 和 原子 核 的 
总 角 动 量 工 的 释 加 . 能 级 mJ 的 每 一 个 超 精 细 结 构 分 量 都 可 用 一 个 量子 数 所 
表征 . 

现在 , 角 动 量 的 严格 守恒 导致 关于 总 角 动 量 F 的 严格 的 选择 定 则 : 对 于 
电 偶 极 辐 射 ， 





























IF-FIS1g<FI+F. (49.17) 


但 是 , 由 于 电子 与 原子 核 自 旋 的 相互 作用 极其 微弱 , 在 计算 原子 中 电子 壳 层 的 
电 和 矩 (和 磁 矩 ) 的 和 矩阵 元 时 , 完全 可 以 忽略 . 所 以 , 电子 角 动 量 J 和 电子 宇 称 的 
选择 定 则 也 仍然 成 立 . 特别 是 , 电子 宇 称 的 选择 定 则 禁止 同一 项 的 超 精 细 结 构 
各 分 量 间 的 电 偶 极 跃 迁 : 这 些 能 级 有 相同 的 字 称 , 而 这 种 跃迁 只 可 能 发 生 在 不 
同 宇 称 的 状态 之 间 . 

由 于 偶 极 矩 算 符 和 原子 核 自 旋 算 符 对 易 , 所 以 , 路 迁 盾 阵 元 对 量子 数 了 与 
五 的 依赖 关系 可 以 写成 明显 的 形式 ; 这 些 计 算 与 上 面 对 LS 耦合 所 进行 的 计 
算 的 区 别 , 只 是 符号 上 的 明显 改变 而 已 . 通过 对 总 角 动 量 下 的 终 态 分 量 求 和 ， 
就 得 到 发 射 概率 












































dw3 1 
WNITF 一 MATE = on TTF NamIIF, 


w= wn — n), 
而 约 化 矩阵 元 的 平方 为 
2 
JR I eR 3 
es | Ilaln7)P 
(49.19) 


17TRdlmy7TR = (2F + 1)(2F’ + 1) | 








， 
| 
| 
| 
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850 ”原子 辐射 : 磁 型 .183 








习 题 


碱 金 属 光 谱 中 的 大 部 分 谱 线 可 以 猫 述 成 一 个 外 层 电 子 (光电 子 ) 在 原子 
的 其 余部 分 (形成 闭合 组 态 ) 的 自 浴场 中 跃迁 的 结果 , 原子 的 状态 按 LS 耦合 
决定 . 在 这 些 条 件 下 , 试 确定 光谱 线 精细 结构 分 量 的 相对 强度 . 

解 : 原子 的 总 角 动量 二 和 3 = 了 等 于 光电 子 的 轨道 角 动 量 和 自 旋 所以， 
状态 的 宇 称 等 于 (一 1) 了 (原子 其 余部 分 闭合 组 态 的 字 称 为 正 ). 所 以 , 宇 称 选择 
定 则 禁止 L' 二 工 的 偶 极 跃迁 , 因而 只 可 能 发 生 丈 一 工 = 士 ] 的 跃迁 . 由 于 J 的 
选择 定 则 , 双 线 能 级 nn,L 和 mn',L 一 1 间 的 跃迁 共 给 出 三 条 谱 线 (图 1), 它们 的 
相对 强度 ( 记 作 a,b,c) 可 根据 (49.16) 确定 (而 不 直接 采用 公式 (49.15)) , 按 初 
态 (或 终 态 ) 划分 谱 线 , 不 同 初 态 (或 终 态 ) 谱 线 的 总 强度 之 比 给 出 两 个 方程 : 

b+c 2L at+b 2L 
a 2L+2’ c 27 一 2 





由 此 得 出 
a:b:c= [LL+1)2L -1)):1:[(L -1)(2L+1)l. 


如 果 工 ==1, 较 低能 级 不 分 裂 , 谱 线 c 不 会 出 现 , 因而 , a/b = 2. 


J=L+1/2 
nL 
J=L-1/2 
a C 
了 了 一世 一 17/2 
nL—1 
J=L-—3/2 
图 1 


850 原子 辐射 : 磁 型 


原子 磁 什 的 数量 级 等 于 玻 尔 磁 子 : 4 = eh/mec. 它 和 电 偶 极 矩 (d ~ ea ~ 
让 /rne) 的 数量 级 相差 一 个 因子 a (因为 v/e ~ a, 所以, p ~ dv/fc, 这 正 是 所 期 
等 的 ). 由 此 得 出 , 原子 的 磁 偶 极 (M1) 辐射 的 概率 大 约 是 同 频率 的 电 侦 极 发 
射 概率 的 1/o2. 所 以 , 实际 上 只 对 那些 电 辐射 选择 定 则 所 禁 戒 的 跃迁 , 磁 辐 射 
才 是 重要 的 . 
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至 于 电 四 极 (82) 辐射 , 它 的 概率 和 M1 辐射 概率 之 比 的 数量 级 为 


(50.1) 





E2 (ea2)2w2/c2 Catmw? AE\’ 
MY ， BE ) 

(四 极 和 矩 ~ ea2, 如 ~ 瑚 /rna2 为 原子 能 量 , AE 为 跃迁 时 能 量 的 变化 ). 我 们 看 

到 , 对 于 平均 原子 频率 ( 即 AB ~ 户 时 ), E2 和 M1 辐射 的 概率 有 相同 数量 级 

(当然 , 假定 两 者 都 是 选择 定 则 所 容许 的 ). 然而 , 如 果 AE < B (例如 , 对 于 同 

一 原子 谱 项 的 精细 结构 组 分 之 间 的 跃迁 ), 则 M1 辐射 的 概率 比 五 2 辐射 的 概 

率 大 . 

磁 偶 极 跃迁 服从 如 下 严格 的 选择 定 则 


IT-J&1gI+T, (50.2) 
PP'=1. (50.3) 


对 于 LS 耦合 , 有 比 电 情 形 更 具 约 束 性 的 附加 选择 定 则 . 这 种 情形 和 原子 
磁 矩 的 一 个 特殊 性 质 有 关 , 此 性 质 是 由 于 系统 中 所 有 粒子 (电子 ) 的 全 同性 产 
生 的 : 即 原 子 的 磁 矩 算 符 可 通过 其 总 轨道 角 动 量 与 自 旋 角 动量 算 符 表示 : 


应 = -no( 了 +28) = -np0(f + 8), (50.4) 
其 中 jo = |el/2me 为 玻 尔 磁 子 (参见 第 三 卷 $113). 由 于 总 角 动 量 守恒, 算 符 
了 对 能 量 一 般 没 有 非 对 角 和 矩阵 元 ; 因此 在 辐射 理论 中 仅 需 写 出 应 = 一 p03 就 
够 了 .2 
当 忽 略 自 旋 轨 道 相互 作用 时 , 角 动 量 和 5 分别 都 是 守 伍 的 . 因而 , 自 
旋 算 符 对 表征 非 分 裂 项 的 所 有 量子 数 n, 5, 工 都 是 对 角 化 的 . 为 了 使 跃迁 发 生 ， 
必须 改变 量子 数 J. 因此 , 我 们 有 选择 定 则 : 














n=n, S=5, LL=L, J-J=+l, (50.5) 
也 就 是 说 , 跃迁 上 只 可 能 发 生 在 同一 原子 谱 项 的 精细 结构 组 分 之 间 . 
在 这 种 情形 下 , 发 射 概率 可 以 精确 地 计算 . 适当 改变 公式 (49.10) 中 的 标 
记 , 我 们 有 


Ss 7 L 
J 5 1 


4 


/ wp 7 
(mLS9J — nLST)= 5 (2.7 十 1) 





| |31813) 记 





@ 例外 发 生 在 原子 的 电子 角 动 量 了 不 守恒 的 一 些 情形 中 , 即 : 当 考 虑 超 精细 结构 
时 , 还 有 当 有 外 场 时 , 等 等 (参见 习题 ). 























850 原子 辐射 : 磁 型 .185. 

















这 里 所 包含 的 自 旋 对 其 本 征 函 数 的 约 化 矩阵 元 为 
(385lls) = VS(S +1)(25 +1) (50.6) 
(参见 第 三 卷 (29.13) 式 ) . 我 们 所 需要 的 67 符号 等 于 








全 和 
J 5 1| 5(25 二 DJ)(25 二 2)(2J 一 D2.J(2J 十 1) 
(50.7) 








(参见 第 三 卷 8108 的 表 10). 于 是 得 到 结果 为 





人 2 一 uw(nLS, 天 二 
wap 
Sd 0 
tt 和 
RE a 计 (50.8) 


同一 能 级 的 超 精细 结构 各 组 分 之 间 的 牙 迁 (其 频率 在 无 线 电 波 范围 内 ) 
一 般 是 不 可 能 作为 电 侦 极 跃迁 出 现 的 , 因为 这 些 组 分 具有 相同 的 宇 称 , 82 与 
M1 跃迁 部 不 需要 改变 宇 称 . 但 是 由 于 超 精 细 结 构 间 隔 非 常 小 , 2 辐射 的 概 
率 要 比 MI 小 得 多 (比较 (50.1) 式 ), 因此 , 这 些 路 迁 是 作为 磁 偶 极 跃 迁 实 现 的 , 


习 题 














1. 求 单一 能 级 的 超 精 细 结 构 组 分 之 间 M1 跃迁 的 概率 . 

解 : 跃迁 概率 由 公式 (49.18) 和 (49.19) 给 出 . 在 此 二 公式 中 会 出 现 磁 迭 的 
对 角 化 的 约 化 矩阵 元 (nJllulnJ), 其 值 可 以 直接 写 出 来 , 因为 总 的 ( 非 约 化 的 ) 
短 阵 元 (nJJMiuzImJM) 正好 决定 了 该 能 级 在 塞 曼 效 应 中 的 分 裂 (参见 第 三 卷 
“8113) 且 等 于 一 HogM(9 为 朗 德 因 子 ). 约 化 矩阵 元 为 ( 见 第 三 卷 (29.7)) 





《Julnw = V+ D)(27 + ImIM|pzInIM) = —kogV TT + 1)(27 + 1). 
结果 , 我 们 得 到 所 求 的 概率 为 中: 
2 二 1 


wnNITF 一 mw 有 一 二 3F TV 一 1— nJIF) 


2F 一 

外 氢 原 子 的 基态 能 级 (1s3) 的 超 精细 结构 分 量 之 间 的 跃迁 是 一 个 有 趣 的 例子 . 这 
里 , B1 跃迁 和 E2 跃迁 是 严格 禁 戒 的 (后 者 是 由 于 J+J =1 的 四 极 跃迁 禁 戒 的 选择 定 
则 ). 这 个 跃迁 的 频率 为 w=2x x 1.42 x 109 s ~1 (波长 和 = 21 cm). 设 g=2, I=5, J = 
五 =1 F' 二 0 我 们 得 到 











dw3p8 一 15 一 1 
也 一 ah 一 2.85X10 Ys™. 
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a (J+ITF+IIHI FI+1) 
~ BoaF + 1)F 下 


x(F+JI-D(F- J+T. 


此 式 和 (50.8) 式 的 区 别 仅仅 是 标记 的 变化 , 并 多 了 一 个 因子 g?. 

2. 求 单一 原子 能 级 的 塞 曼 组 分 之 间 jM1 跃迁 的 概率 . 

解 : 这 是 指 n,J 值 都 不 变 时 的 本 M 一 1 跃迁 . 跃迁 频率 为 (参见 下 面 
的 (51.3) 式 ): fw 二 Hog 囊 (9 为 衣 德 因子 ). 矢量 jz 的 球 分 量 J_1 的 纸 阵 元 为 





(J — M+1)((J+M) 
2J(J + 1)(27 +1) 





[ng,M -1p in = | [adaln)| 





= po SM + D+ M) 
(参见 第 三 卷 (27.12) 和 上 题 ). 跃迁 概率 为 


dws 2 2u3H3 
也 一 3 一 LU_inJW = anacs (J — M+ DT+M). 





851 原子 辐射 : 塞 曼 效应 和 斯 塔 克 效 应 


在 外 磁场 五 (假定 它 很 弱 ) 中 , 每 一 个 总 角 动量 为 J 的 原子 能 级 分 裂 为 
2J 十 1 个 能 级 





Em = EV) + yogMH, (51.1) 


式 中 E(0) 为 非 微 扰 能 级 , po 为 镍 尔 磁 子 , 9 为 朗 德 因子 , M 为 角 动 量 7 在 磁 
场 方向 上 的 分 量 (参见 第 三 卷 8113). 因此 , 角 动 量 方向 上 的 简 并 被 完全 解除 . 

由 两 个 分 到 能 级 之 间 的 跃迁 而 产生 的 谱 绪 也 相应 地 发 生 分 裂 . 谱 线 的 组 
分 数 由 量子 数 M 的 选择 定 则 决定 . 按照 这 个 定 则 , 对 偶 极 辐射 必定 有 


m=M— M’=0,+1. (51.2) 
除 此 定 则 外 , 如 了 = J 则 MM = MI’'=0 的 跃迁 也 是 被 禁 戒 的. 这 一 点 可 
从 第 三 卷 中 任意 矢量 的 矩阵 元 的 一 般 表 达 式 (29.7) 直接 看 出 . 
由 m==0 与 m= 土 l 的 跃迁 所 产生 的 组 分 分 别称 为 7 组 分 与 o 组 分 , 它 
们 的 频率 为 























hr = lit) + poH(g — 9)M, 
(51.3) 
hwo = fl) + yoHlgM — g'(M 41). 











851 原子 辐射 : 塞 曼 效应 和 斯 塔 克 效应 .187 
在 9g=9' 的 特殊 情形 下 , 不 管 M 值 是 多 少 , 我 们 有 
hr = hy OD), hws = fv) 4 pogH, (51.4) 


所 以 在 此 情形 下 , 谱 线 分 烈 成 三 重 线 : r 组 分 在 原来 位 置 , 而 两 个 o 组 分 则 对 
称 地 分 布 在 其 两 边 (所 谓 正 常 塞 曼 效 应 ). 

在 所 有 方向 上 辐射 的 总 概率 正比 于 模 的 平方 |(w ITM'd_mlnJM)P?， 所 
以 , 利用 j = 1 的 公式 (46.19) 可 知 , 光谱 线 的 每 个 塞 曼 分 量 的 相对 辐射 概率 


等 于 
4 -EE (51.5) 
M’ mm —M 


在 “正常 ” 塞 曼 效应 的 特殊 情形 下 , 总 共 只 有 三 个 组 分 , 每 一 个 组 分 都 是 
在 m 给 定 的 条 件 下 由 M 的 所 有 初 值 的 跃迁 产生 的 . 由 于 


7 1 J 1 
2 人 2 =3 (51.6) 
(参见 第 三 卷 (106.12) 式 ), 所 以 , 在 此 情形 下 , 三 个 组 分 的 发 射 是 等 概率 的 . 

然而, 当 在 特定 方向 (相对 于 辐射 源 的 外 磁场 方向 ) 上 进行 观察 时 , 我 们 
最 感 兴趣 的 是 塞 曼 组 分 的 相对 强度 . 按照 (45.5) 式 , 在 已 知 方向 mn 上 的 发 射 概 
率 (也 是 相应 的 谱 绪 强度 ) 和 >》 le* .dpi 成 正比 , 其 中 , 求 和 是 对 已 知 n 的 两 
个 独立 的 极 化 e 进行 的 . 

当 沿 着 场 (z 轴 ) 观察 时 , 这 个 求 和 为 








(dei 十 (dp 
或 写成 球 分 量 
[oz 十 [GDP 
这 意味 着 在 纵 的 ( 沿 着 场 ) 方向 上 只 能 观察 到 两 个 o 分 量 (m = 土 1). 它们 的 


强度 正比 于 
( (51.7) 
MT 干 ] 十 1] 一 M 


这 两 条 谱 线 具有 确定 的 m 值 ( 角 动 量 在 传播 方向 上 的 投影 ), 或 为 右 旋 (m = 1) 
圆 极 化 , 或 为 左旋 (m = -1) 圆 极 化 ( 见 $8). 
在 垂直 于 场 的 方向 (例如 沿 z 轴 ) 观察 时 , 谱 线 强度 正比 于 求 和 





(da)sil + (dy)sil = |(do)sil + {lail + ld) le}. 
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因此 , 在 横 的 方向 上 观察 到 两 个 c 分 量 和 一 个 并 分 量 , 它们 的 强度 分 别 正比 于 
2 
可 1 a | 人 
2 \MF1 +l 一 M M 0 一 M 


(c 组 分 的 强度 是 纵向 观察 时 的 3). 区 组 分 沿 z 轴 极 化 , 而 在 这 个 方向 上 观察 
到 的 o 组 分 是 沿 y 轴 极 化 的 . 

我 们 看 到 , 塞 曼 组 分 的 相对 强度 完全 取决 于 J 和 M 的 初 值 与 终 值 , 而 和 
能 级 的 其 它 性 质 无 关 

选择 定 则 禁止 同一 能 级 的 塞 曼 组 分 之 间 的 电 偶 极 跃迁 , 因为 它们 具有 相 
局 的 字 称 . 这 些 路 迁 是 通过 磁 偶 极 跃迁 实现 的 , 其 原因 和 上 节 末 对 能 级 超 精细 
结构 组 分 之 间 的 跃迁 讨论 结果 相同 . 由 于 M 的 选择 定 则 , 跃迁 只 发 生 在 相信 
的 组 分 之 间 (M’- M = 41).® 

原子 能 级 在 弱电 场 中 的 分 裂 (斯 塔 克 效 应 ) 不 同 于 在 磁场 中 的 分 裂 , 它 不 
能 完全 解除 角 动 量 方向 上 的 简 并 . 除了 M = 0 以 外 的 所 有 能 级 仍然 是 一 重 简 
并 的 : 每 一 能 级 都 有 角 动 量 分 量 为 M 和 一 M 的 两 个 状态 

一 条 光谱 线 的 斯 塔 克 组 分 的 相对 强度 的 计算 和 上 面 对 塞 曼 效应 给 出 的 计 
算 完全 类 似 @. 这 时 必须 注意 , r 分 量 的 强度 中 包含 着 (M 0 时 ) M -，M 和 
一 M 一 -M 跃迁 的 贡献 ,o 组 分 的 强度 中 包含 着 (M 关 0 时 M 一 M 土 1 和 
_M 一 (M 土 1) 跃迁 的 贡献 . 因此 , 当 对 这 个 效应 进行 横向 观察 时 , 7 组 分 的 


强度 正比 于 
过 
a 1 i 
M 0 _M 





























而 o 分 量 的 强度 正比 于 


六 区 A 
Mil1 1 -MI) 2\-MF1l +1 MI) \M+i1 于 -M 
(请 记 住 , 第 二 行 的 所 有 量子 数 改 变 符号 时 , 37 符号 只 可 能 变 号 , 因而 它们 的 平 
方 不 变 ). 

在 外 场 中 (哪怕 是 很 弱 的 外 场 ), 总 角 动 量 了 不 再 严格 守恒 ; 在 均匀 场 中 ， 
只 有 人 角 动 量 分 量 M 是 严格 守恒 的 . 所 以 , 在 弱 场 中 发 生 辐 射 跃迁 时 , 角 动 量 

这 些 跃 迁 的 频率 一 般 在 厘米 波段 , 可 以 在 吸收 和 受 激 辐射 (电子 顺 磁 共振 ) 中 观 
察 到 ; 吸收 原子 处 于 恒定 强 磁场 (产生 塞 曼 分 裂 的 磁场 ) 和 共振 频率 的 弱 射 频 场 中 . 


名 这 里 所 指 的 是 一 切 原子 ( 除 氢 以 外 ) 所 固有 的 二 次 斯 塔 克 效 应 (参见 第 三 卷 876)， 
假定 场 很 弱 , 它 所 引起 的 能 级 分 裂 其 至 比 精细 结构 间隔 还 小 . 


iC 
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守恒 不 是 严格 遵守 的 , 在 原子 光谱 中 可 能 出 现 通常 的 选择 定 则 所 禁 戒 的 一 些 
谱 线 . 

这 些 谱 线 强度 的 计算 , 等 价 于 计算 偶 极 抢 矩 阵 中 的 修正 , 这 又 要 求 确定 对 
定 态 波 函数 的 修正 . 在 微 扰 论 的 第 一 级 近似 中 (对 弱 外 场 而 言 ), 波 函 数 中 出 现 
了 由 非 零 微 扰 矩阵 元 (在 电场 中 为 - 吾 : qd) 与 初 态 相 联系 的 一 些 态 的 “混合 ”: 
在 一 个 态 办 中 混入 了 另 一 个 态 wo: 


—E. dal 
Ei— EE» 


结果 , 在 “ 禁 戒 ”跃迁 的 矩 阵 元 中 出 现 了 一 项 


—(E. d21)d32 
EE 





2. 





如 果 由 “中 间 态 ”2 跃迁 到 初 态 1 和 终 态 3 是 容许 的 , 这 一 项 便 不 等 于 零 . 


$52 原子 辐射 : 氯 原子 


氢 原 子 是 路 迁 抢 阵 元 能 够 完全 用 解析 方法 计算 的 唯一 例子 (W. Gordon， 
1929). 

氧 原子 状态 的 宇 称 为 (-1)', 也 就 是 说 , 它 可 以 由 电子 的 轨道 角 动 量 唯一 
地 确定 (确定 状态 宇 称 的 量子 数 ! 在 精确 的 相对 论 性 波 函 数 中 , 即 考虑 自 旋 轨 
道 相互 作用 时 , 仍然 是 有 意义 的 ). 所 以 , 宇 称 选择 定 则 严格 禁 和 戒 ! 不 变 的 电 侦 
极 跃迁 , 只 有 1 一 1 土 1 的 跃迁 才 是 可 能 的 . 主 量子 数 n 的 改变 则 不 受 限制 . 

氢 原 子 的 偶 极 所 等 价 于 电子 的 径 矢 :@ = er. 由 于 和 氨 原 子 中 电子 的 波 函 数 
是 角度 部 分 和 径 向 函数 Rn 的 乘积 , 所 以 , 位 矢 的 约 化 矩阵 元 也 可 以 写成 积 的 
形式 : 











(2 一 划 rllmz) = Q— 1|zl) 下 Rt_ir Rrar?dr. 
其 中 《一 1llvl) 是 7 方向 上 的 单位 矢量 vv 的 约 化 矩阵 元 , 它 等 于 
人 《一世 = (Wr — 1)* =iv! 
(参见 第 三 着 (29.14) 式 ). 所 以 ， 


(一下 rap = -nrln’, 1) =iVi J, Rt_1 Ruridr. (52.1) 
0 
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氧 原子 离散 谱 的 非 相对 论 性 径 向 函数 由 第 三 卷 的 (36.13) 式 给 出 @: 


(十 1 or/n 27 
Ri i / xF(- n+1+D21 二 2 和 
(52.2) 
含有 两 个 合流 超 几 何 函 数 之 积 的 积分 (52.1)， 可 以 利用 第 三 卷 对 中 的 公式 计 


算 @, 结果 是 





Vi 二 人 十 站 (十 Dl (dnn) tin on) tr 一 2 一 2 
VD DD) mm 


dnn’ 
一 n+ 1, —n’ + 1, 21, 
x{r( ntl+1,—n +1,2 CE 


n—n\? dnn’ 
人 人 有 十 1/ 1,—n | nt) (52.3) 


其 中 F(a, 6,Y,z) 为 超 几 何 函 数 . 由 于 参量 a, 6 在 此 情形 为 负 整 数 或 零 , 这 些 
函数 就 简化 为 多 项 式 @. 

为 引用 方便 , 下 面 列 出 一 些 在 特殊 情形 下 , 由 (52.3) 式 得 到 的 表示 式 (1 值 
用 光谱 符号 s,p,d,:… 表示 ): 





(一 于 lm = 











81i7(m 12n-5 
Islrlnpj = 2 = 





(pnTTDanf5 

217n7(n2 ~ 1)(n 2)2n-6 
Le (52.4) 

2197 9 (m2 一 JJ) 一 2)2n-7 
|(2pllrllnd) = = 
|(2pllrllmsyj2 = 215n9(n — 2)2n-6 


3 + 2)2nT6 


(52.3) 式 不 适用 于 主 量子 数 n 不 变 的 跃迁 (能 级 的 精细 结构 组 分 之 间 的 
跃迁 ). 为 了 在 此 情形 下 (n = m) 进行 积分 , 我 们 将 径 向 函数 表示 成 广义 拉 盖 


尔 多 项 式 : 
2 (n a 1 et 1)! —r/n 27 21+41 2 
eS J a (2 


@@ 本 节 采 用 原子 单位 . 在 通常 的 单位 中 , 下 面 所 写 出 的 坐标 矩阵 元 的 表达 式 应 该 
乘 以 忆 /me? (如 果 是 原子 序数 为 Z 的 类 氢 离 子 , 则 应 乘 以 及 /m2e?). 

@ 在 那里 所 用 的 标记 中 , 必须 计算 积分 J 革 (+L+L -mw 二 人) 完 成 这 个 积分 用 
到 了 公式 (f.12) 一 (f.16). 

@ 氢 的 跃迁 矩阵 元 和 跃迁 概率 的 数值 可 以 在 下 列 书 中 找到 : H. A. Bethe, E. EE. 
Salpeter, Handbuch der Physik 35, 88-436, Springer, Berlin, 1957. 
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在 积分 本 
站 Ri_1Rruridr x [ op t2 Lt (pa lp)dp 


中 , 我 们 把 其 中 的 一 个 多 项 式 用 其 母 函 数 表示 (参见 第 三 卷 $4): 


Dt et 
Lo (p) = 2 (&) ep 


作 (n 一 1 一 1) 次 分 部 积分 后 , 我 们 得 到 如 下 形式 的 积分 : 


oo d n—l—l 
[ e Pp™t! (&) PTL2 (pdp, 


在 此 积分 中 , 可 将 拉 盖 尔 多 项 式 写 成 其 显 函 数 形 式 : 








0 = "nD, ee a a 


在 求 和 中 进行 微分 后 , 只 翻 下 三 项 初等 积分 . 给 出 简单 的 结果 为 : 
(n,1— 1lrlnd) = ivV7. mV 一 212. (52.6) 


[ Rt_1 Rmridr 一 ) Xn Li(rXni)dr 
0 0 


(其 中 x = rRm) 是 函数 rxni 按照 正 交 函数 系 xw Pi (mn = 1,2,…) 展开 的 
系数 . 这 些 系 数 的 模 的 平方 和 等 于 被 展 函 数 平方 的 积分 @. 所 以 


MnO —1llrlnDdE = :/ r2x21dr. (52.7) 
nn 0 





利用 态 nl 中 7 的 平方 平均 的 熟知 的 表示 式 (参见 第 三 卷 (36.16) 式 ) , 我 们 求 
出 如 下 求 和 法 则 : 


> [7 1lrlnDE = 1 en? +1— 3 +1). (52.8) 


在 给 定 n,i 值 且 wn' 值 较 大 的 条 件 下 , nl 一 ml 的 跃迁 矩阵 元 按 如 下 规律 
衰减 : 
KA 3 

这 既 可 以 从 特殊 表示 式 (52.4) 看 出 , 也 可 以 从 一 般 公式 (52.3) 看 出 来 . 这 个 结 
果 是 理所当然 的 : 当 n’ 值 较 大 时 , 库仑 能 级 BF' = 一 1/2n? 的 分 布 几乎 是 连续 


@ 求 和 既 可 对 离散 谱 状 态 进 行 ,也 可 对 连续 谱 状 态 进行 . 


(52.9) 
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的 , 跃迁 到 间隔 d 内 的 能 级 上 的 紧 迁 概率 和 这 些 能 级 的 分 布 密 度 成 正比 , 而 
能 级 的 分 布 密 度 又 正比 于 m 一. 

我 们 知道 , 氢 中 的 斯 塔 克 效 应 是 独特 的 ( 见 第 三 卷 877): 能 级 分 裂 和 电场 
的 一 次 震 成 正比 . 这 里 假定 场 足 够 弱 可 应 用 微 扰 论 ,但 又 能 使 能 级 分 裂 比 精细 
结构 要 大 . 在 这 种 条 件 下 , 角 动 量 的 大 小 一 般 是 不 守重 的 , 能 级 将 按照 抛物 线 
量子 数 n,n2,m 分 类 . 磁 量子 数 m 仍然 用 来 确定 轨道 角 动 量 在 z 轴 ( 场 的 方 
向 ) 上 的 分 量 , 当 忽 略 自 旋 轨道 相互 作用 时 , 这 个 分 量 是 守恒 的 . 因此 , 对 磁 量 
子 数 m 仍 有 通常 的 选择 定 则 

















m—m=0,， 十 1. (52.10) 


对 ni 与 na 的 改变 则 没有 限制 . 
偶 被 矩 的 矩阵 元 在 抛物 坐标 系 中 还 可 以 解析 地 计算 . 但 是 , 所 得 到 的 公式 
很 繁 , 这 里 就 不 给 出 了 针 ， 





习 题 


1. 求 氢 能 级 的 斯 塔 克 分 裂 , 假设 分 裂 比 精细 结构 的 间隔 小 (但 又 比 兰 姆 
移 位 大 ). 
解 : 在 所 给 条 件 下 , 只 剩 下 1=j 土 3 非 微 扰 能 级 的 二 重 简 并 , 并 且 , 斯 塔 
克 分 裂 在 场 中 仍 为 线性 的 . 分 裂 的 大 小 A 由 如 下 久 期 方程 确定 : 
< —E(ds)12 


= 0, A= 土 E|(dz)12| 
一 已 (dz )21 一 人 


(指标 12 对 应 1=j 士 3 与 给 定 磁 量 子 数 n 的 状态 , 微 抗 Vd。 对 于 是 
对 角 化 的 , 对 于 1 则 没有 对 角 元素 ). 轨道 量 ds 的 给 阵 元 可 利用 第 三 卷 的 (29.7) 
与 (109.3) 式 计算 : 

mm 
j(7+1)(27+1) 


; : 1 一 1 了 1/2 
,7 =— 1aljd 二 一 25 十 了 | ， 
了 l 1 


,1 ~ 1alljD, 





(j,1— 1,mldzljlm) = 
| (~ 1ldll), 
其 中 我 们 必须 设 1 一 j 十 5; 量 (1 一 ll) 根据 (52.6) 式 取 值 . 结果 我 们 得 到 


3 nm 
和 A 二 土 - n2 一 +1 2) 一 一 一 已 . 
21V™ {+1/2) jG 


名 这 些 公式 和 相应 的 数 表 , 可 在 前 面 引用 过 的 了 H. A. Bethe 和 EE. E. Salpeter 的 书 中 
找到 . 
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2. 试 求 备 原 子 在 跃迁 254 一 18 中 发 射 光子 的 概率 (G. Breit, EE. Teller, 
1940). 

解 : 对 El 跃迁 , 这 个 过 程 是 字 称 选择 定 则 严格 禁 戒 的 ; 对 2 跃迁 , 这 个 
过 程 是 选择 定 则 (46.15) 严格 禁 戒 的 . 因此 , 我 们 必须 计算 M1 跃迁 的 概率 , 这 
由 (47.5) 式 给 出 . 但 是 , 在 现在 的 情形 下 (1 = 0), 磁 和 天 是 纯粹 的 自 旋 量 , 当 忽 略 
自 旋 轨道 相互 作用 时 , 其 矩阵 元 为 零 , 由 于 不 同 主 量 子 数 的 轨道 波 函 数 互相 正 
交 . 这 意味 着 为 了 得 到 非 索 的 结果 , 泡 利 方程 近似 已 经 显得 不 够 了 , 必须 从 完 
整 的 狄 拉 克 方 程 出 发 讨论 

在 波 函 数 的 标准 表示 中 , 跃迁 流 为 外 

jpi = Pro: = PFONXi + XO pi: 


按照 (35.1), (24.2) 与 (24.8) 式 ,1 一 0,j 一 了 态 的 波 画 数 为 

et f(r)w(m) 

x) -ign)(e mw 
其 中 ==7/r7, 而 w(m) 为 三 维 单位 旋 量 , 和 自 旋 投影 值 m 相对 应 . 因此 
1 
JFi 一 Zr {fr9wr 0 (0 “Mw; — gifiwr (on)owi}. 

将 此 式 代入 (47.4) 并 对 方向 ni 积分, 我们 得 到 

HFi = -wi(o x go)wiT = 30wil 


(根据 泡 利 答 阵 的 对 易 法 则 : og x o = 2ig); 这 里 


rs (frgi + figr)r dr. (1) 
光子 的 发 射 概率 (47.5), 对 my 求 和 后 为 
2 13 2503 
= 人 六 @) 
根据 (35.4) 式 , 我 们 有 ( 当 x = 一 1 时 ) 
EE eo 
A E+m+a/r ~ 2m (e Wo > 4rm2 7 


在 第 二 项 中 , 精确 函数 有 换 成 非 相 对 论 性 的 径 向 函数 如 果 取 近似 g = 
R'/2m, 由 于 函数 Rj 和 忆 正 交 , 积分 为 


1 /oa 3 ee 
了 二 人 全 /7r3 en o 2 
| (BR Ri)'radr ee (3) 


本 题 中 我 们 采用 相对 论 单位 . 





. 194 . 第 五 章 辐射 





在 下 一 级 近似 中 , 考虑 到 (3), 我 们 求 出 


1 有 mm | {RF Railes — EF) (RjRi)'} rdr. (4) 


和 
由 精确 函数 和 的 正 交 性 , 当 xii == xp 时 ， 我 们 有 
[ (fsfr + gi91)r" dr =0, 
分 部 积分 后 , (4) 中 的 第 一 项 可 写成 
3 .rn2 3 .2 ~ Wr 
i | frfir dr = | gf9ir dr 所 Bm 人 RrRer’ dr. 


在 计算 积分 中 利用 函数 





Rr = 2(ma) se mor， R; = 
(参见 第 三 卷 836), 以 及 能 量 差 
W= Ei—£ i 1 和 a 
BE 22) 8 


给 出 了 = 23/2a2/9m. 因此 跃迁 概率 为 (用 通常 的 单位 ) 





25 65 h2003 moatl 
36m2c4 ”24 x 33 





w 二 =5.6 x 10-68 一 !. 


对 应 的 2s3 态 的 寿命 是 很 长 的 , 实际 上 , 同时 发 射 两 个 光子 的 概率 还 要 大 
得 多 (参见 859 的 注 ). 


853 双 原 子 分 子 的 辐射 : 电子 光谱 


分 子 光谱 的 特征 , 主要 是 由 于 分 子 能 量 分 为 电子 能 量 、 振 动能 量 和 转动 
能 量 三 部 分 , 并 且 , 每 个 后 一 部 分 都 比 前 一 部 分 小 . 双 原 子 分 子 的 能 级 结构 在 
第 三 卷 第 十 一 章 中 已 经 详细 研究 过 了 . 这 里 我 们 将 研究 这 种 能 级 结构 所 产生 
的 光谱 图 , 并 计算 谱 线 强度 . 包 

我 们 先 讨 论 一 般 情 形 , 其 中 分 子 的 电子 态 在 跃迁 时 改变 (一 般 来 说 , 同时 
还 伴 有 振动 态 和 转动 态 的 改变 ), 这 种 跃迁 的 频率 处 于 光谱 的 可 见 区 和 紫外 区 . 


@ 下 面 的 讨论 基于 第 三 卷 的 878,882-88. 为 简洁 起 见 ,下面 我 们 将 不 再 列 出 对 这 些 
章节 的 引用 . 
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它们 的 总 体 叫做 分 子 的 电子 光谱 . 我 们 将 总 是 考虑 电 偶 极 跃迁 , 其 它 类 型 的 路 
迁 在 分 子 光谱 中 一 般 是 不 重要 的 . 
和 任何 系统 中 的 偶 极 路 迁 一 样 , 分 子 的 总 角 动量 ] 遵从 如 下 选择 定 则 : 


{7 -J&1gI+T. (53.1) 

在 现在 这 个 情形 , 系统 宇 称 的 严格 选择 定 则 对 应 于 符号 的 选择 定 则 , 用 分 

子 光 谱 学 中 常用 的 术语 来 说 , 在 反 演 时 ( 即 电子 或 原子 核 的 坐标 改变 符号 时 ) 

波 函 数 不 改 变 符号 的 状态 称 为 正 状 态 , 改变 符号 的 叫 负 状态 . 因此 , 有 严格 的 
选择 定 则 ; 








十 一 一 ， 一 一 十 . (53.2) 


如 果 分 子 由 全 同 原子 (其 核 为 相同 同位 素 ) 组 成 , 按 交 换 原子 核 坐 标 时 波 
函数 的 对 称 性 质 , 能 级 可 分 为 对 称 能 级 (s) 和 反对 称 能 级 (a). 前 者 的 波 函 数 
对 这 种 变换 不 改变 符号 , 而 后 者 的 波 函 数 改变 符号 . 由 于 电 偶 极 和 矩 算 符 不 受 这 
种 变换 的 影响 , 所 以 只 对 不 改变 这 种 对 称 性 的 跃迁 : 





6 一 5，a 一 ww (53.3) 




















其 矩阵 元 才 不 为 零 @. 但 是 , 由 于 能 级 的 对 称 性 取决 于 分 子 中 核 的 总 自 旋 了 的 
取 值 , 这 个 法 则 并 非 绝 对 严格 的 . 尽管 原子 核 的 自 旋 和 电子 的 相互 作用 十 分 微 
弱 , 因而 很 好 地 保持 了 总 自 旋 了 的 守 伍 , 但 是 , 仍然 不 是 严格 的 . 当 考 虑 这 种 相 
互 作用 时 , 了 将 不 再 具有 确定 值 , 对 称 性 (s 或 a) 不 再 保持 , 选择 定 则 (53.3) 也 
不 再 适用 . 

由 相同 原子 组 成 的 分 子 的 电子 谱 项 也 可 以 用 它们 的 字 称 (9 或 u) 描述 ， 
即 用 核 坐 标 保持 不 变 而 电子 坐标 (由 分 子 中 心算 起 ) 变 号 时 波 函 数 的 行为 措 
述 . 电子 谱 项 的 这 种 性 质 一 方面 和 原子 核 的 对 称 性 密切 相关 , 另 一 方面 又 和 这 
个 电子 谱 项 转动 能 级 的 符号 有 紧密 的 联系 . 属于 偶 (g) 电子 谱 项 的 能 级 可 以 
是 s+ 或 o--, 而 属于 奇 (w) 电子 谱 项 的 能 级 可 以 是 ~ 或 w+, 因而 , 由 选择 定 
则 (53.2) 或 (53.3) 还 可 以 得 到 如 下 选择 定 则 

















gu Ug. (53.4) 


对 于 由 同 种 元 素 的 不 同 同位 素 组 成 的 分 子 , 选择 定 则 (53.4) 依然 近似 成 
立 . 由 于 核电 荷 相等 , 在 研究 不 动 核 的 电子 谱 项 时 , 所 处 理 的 是 一 个 处 在 具有 
对 称 中 心 (位 于 原子 核 连 线 的 中 点 ) 的 电场 中 的 电子 系统 . 电子 波 函 数 在 空间 
反 演 下 的 对 称 性 确定 该 电子 谱 项 的 字 称 . 由 于 电 侦 极 矩 矢量 在 这 种 变换 下 变 
巴 显然 , 这 一 法 则 也 适用 于 任 一 多 极 牙 迁 . 
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号 , 于 是 我 们 得 到 选择 定 则 (53.4). 但 是 , 用 这 种 方法 得 到 的 选择 定 则 是 近似 
的 , 因为 必须 把 原子 核 看 成 是 不 动 的 . 因此 , 当 考 虑 电子 态 和 分 子 转动 之 间 的 
相互 作用 时 , 这 个 选择 定 则 将 不 再 适用 . 

进一步 的 选择 定 则 有 较 于 对 分 子 中 各 种 相互 作用 的 相对 大 小 ( 即 分 子 的 
耦合 模型 ) 做 某 种 具体 的 假设 , 因而 这 些 选 择 定 则 只 能 是 近似 的 . 

双 原 子 分 子 的 大 多 数 电子 谱 项 属于 a 型 耦合 或 型 耦合 . 这 两 种 耦合 类 
型 的 特点 是 : 轨道 角 动 量 和 轴 的 耦合 (分 子 中 两 个 原子 的 电 相互 作用 ) 比 所 有 
其 它 的 相互 作用 都 大 , 所 以 存在 量子 数 4 和 3( 电 子 的 轨道 角 动 量 在 分 子 轴线 
上 的 分 量 和 电子 的 总 自 旋 ). 轨道 量 (电子 的 轨道 角 动 量 ) 算 符 和 自 旋 算 符 对 
易 , 因而 

















8 -3S=0 (情形 a 和 加. (53.5) 
量子 数 4 的 改变 必须 满足 如 下 选择 定 则 
A -A 二 0， 土 ] (情形 a 和 b)， (53.6) 
对 于 4= 0 的 状态 ( 卫 谱 项 ) 之 间 的 跃迁 , 还 有 一 个 附加 的 选择 定 则 : 
Dt 一 了 +t， -一 加” (情形 a 和 5b). (53.7) 


( 态 2+ 和 52- 对 于 分 子 轴线 的 平面 内 的 反射 变换 的 性 质 不 同 ). 选择 定 则 
(53.6)、(53.7) 是 在 固定 于 核 上 的 坐标 系 中 研究 分 子 时 得 到 的 (参见 第 三 卷 
$87); 选择 定 则 (53.6) 类 似 于 原子 中 磁 量 子 数 的 选择 定 则 . 

a 型 耦合 和 型 耦合 的 区 别 是 “ 自 旋 - 轴 ” 相 互 作用 能 和 转动 能 (转动 能 
级 之 差 ) 之 间 的 关系 不 同 . 前 者 在 a 型 耦合 中 比较 大 , 而 在 "型 耦合 中 则 小 得 
多 . hp a md 情形 . 

情形 a 这 时 存在 量子 数 也 一 一 总 自 旋 沿 分 子 轴 的 分 量 (以 及 量子 数 
1 = 加 十 4 一 一 总 角 动 量 的 分 量 ). 如 果 初 态 和 终 态 二 者 都 属于 情形 a, 就 有 
选择 定 则 








只 一 了 =0 (情形 @)， (53.8) 

它 是 根据 偶 极 官 和 自 旋 算 符 的 对 易 性 得 出 的 , 这 种 对 易 性 已 在 前 面 指出 过 . 由 
(53.6) 和 (53.8) 式 得 出 马 : 

2/ -2 = 0, 土 1. (53.9) 





@ 在 情形 。 (轨道 角 动 量 和 轴 的 耦合 比 “ 自 旋 轨 道 ” 耦 合 小 ) 时 , 这 个 选择 定 则 仍 
成 立 , 尽管 量子 数 4 和 忆 不 能 分 别 单独 存在 . 
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如 2 = 2 =0, 则 除了 一 般 选择 定 则 (53.1) 外 , J/ = JJ 的 跃迁 也 是 被 禁 戒 的 @: 





J 一 J]= 土 ] 当 0= 0 =0 (情形 o)， (53.10) 


现在 研究 属于 两 个 不 同 电 子 谱 项 (a 型 ) 的 任意 两 个 给 定 的 振动 能 级 之 
间 的 唉 迁 , 当 考 虑 电子 谱 项 的 精细 结构 时 , 这 两 个 能 级 都 分 裂 为 若干 个 组 分 . 
根据 (53.5) 式 , 这 两 个 能 级 的 分 裂 数 (25 十 1) 相同 . 按照 选择 定 则 (53.8), 一 个 
能 级 的 每 一 个 组 分 只 和 相同 刀 值 的 另 一 能 级 的 一 个 组 分 结合 . 

其 次 , 我 们 取 具 有 相同 区 的 一 对 能 级 . 它们 的 9 和 02' 值 (和 4 和 4 一 
样 ) 相差 0 或 士 1. 当 考 虑 转动 时 , 其 中 的 每 一 个 都 分 裂 成 一 系列 能 级 , 每 个 能 
级 有 不 同 的 了 值 和 .1 值 .7 和 J 的 取 值 范围 为 J > |n|, 也 >12|. 跃迁 概率 对 
这 些 量子 数 的 依赖 关系 可 以 按照 一 般 的 方法 推出 (H. Hinl, F. London, 1925). 

路 迁 nA48JMj 一 由 2 (其 中 代表 除 8 和 4 以 外 的 电子 谱 项 特 
征 ) 的 矩阵 元 为 


(nA 0 TM adn AR TM)| 
ey 7 1 J 
= VQI FIT TI 
-人 0 1 —M’; 9 M 
x|(w A danAd)), (53.11) 


其 中 d 与 dy, 分别 为 偶 极 矩 矢 量 在 静止 坐标 系 zyz 与 动 坐标 系 Enc¢ (5 轴 
沿 分 子 轴 线 ) 中 的 球 分 量 . 这 个 公式 是 用 第 三 卷 (110.6) 式 推出 的 .和 矩阵 元 
(mh'ldyInA) 和 转动 量子 数 J,，J' 无 关 , 而 仅仅 依赖 于 电子 谱 项 的 特征 (并 
且 在 此 情形 下 也 不 依赖 于 量子 数 卫 @), 所 以 在 矩阵 元 的 标记 中 上 略 去 了 指标 
化 = 水 十 刀 和 有 = 4 十 允 . 

跃迁 n48J 一 nw4'8'J' 的 概率 和 第 阵 元 (53.11) 对 M$ 求 和 后 的 平方 成 
正比 . 利用 第 三 卷 的 公式 (106.12): 


售 
SD 7 1 JY 1 
7 \—My 9 Mr 9 

















全 这 个 选择 定 则 类 似 于 原子 情形 下 当 M = M' =0 时 禁 戒 了- 7 的 路 迁 (851), 不 
过 在 那里 只 有 在 存在 外 场 时 才 有 意义 . 而 在 这 里 此 选择 定 则 直接 来 源 于 (53.12) 式 . 由 
于 +J+1 为 奇数 , 当 了 二 J 时 ,3; 符号 (10 ) 为 零 

@ 这 一 点 的 证 明 类 似 于 第 三 卷 829 开头 对 标量 所 做 的 证 明 . 在 现在 这 个 情形 , 括 
量 < 的 算 符 和 守恒 的 矢量 5 的 算 符 对 易 , 而 了 是 9 在 转动 坐标 系 中 < 轴 上 的 分 量 在 
， 这 个 转动 坐标 系 中 , 必须 考虑 4 和 5 的 对 易 性 . 
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我 们 求 出 


2 
A ! . Bn, n; 4’, A), 
-2 -1 1 
(53.12) 

其 中 系数 B 不 依赖 于 J 与 7 (当然 , 我 们 忽略 了 不 同 J、J 的 跃迁 概率 的 差 
别 , 这 些 差别 相对 而 言 是 非常 小 的 ). @ 

如 果 将 (53.12) 式 对 了 求 和 , 则 由 于 37 符号 的 正 交 性 (第 三 卷 (106.13) 
式 ), 结果 简单 地 是 Btn/,m; 4', 4. 因此 , 从 8 态 的 转动 能 级 J 跃迁 到 9 态 的 
所 有 能 级 7 的 总 概率 和 J 无关. 

情形 b. 这 里 , 除 总 角 动 量 J 外 , 还 存在 一 个 量子 数 K, 它 是 不 考虑 自 旋 
时 分 子 的 角 动 量 . 这 个 量子 数 的 选择 定 则 和 任何 轨道 矢量 (例如 电 偶 极 矩 ) 的 
一 般 选 择 定 则 相同 : 


uw(n4O2J AQT) =(27 十 1 ( 





IK'-K|g<lgK+K' (情形 b), (53.13) 
另外 当 4 = WW =0 时 还 禁止 = K' 的 跃迁 (对 应 (53.10)): 
K'-K=+il 当 4=A4=0. (53.14) 


对 属于 5b 型 的 两 个 电子 态 的 确定 的 振动 能 级 , 我 们 来 研究 它们 的 转动 分 
量 之 间 的 跃迁 . 这 种 跃迁 的 概率 由 公式 (53.12) 决定 , 只 是 其 中 的 J 了 .0 由 KK、4 
代替 . 当 考 虑 精细 结构 时 (对 于 5S 关 0), 每 一 个 转动 能 级 KK 分裂 成 29 十 1 个 组 
分 :J= |K 一 5|,… ,KK 二 5, 结果, J 一 了 不 再 是 一 条 谱 线 , 而 是 多 重 谱 线 . 由 
于 在 此 情形 下 , 我 们 将 K 和 5 这 两 个 自由 的 (未 与 分 子 轴线 耦合 的 ) 角 动 量 
相 加 , 多 重 线 中 不 同 谱 线 的 相对 跃迁 概率 公式 与 原子 光谱 中 精细 结构 组 分 的 
对 应 公式 (49.15) 相同 , 在 那里 , 相应 的 角 动 量 (在 LS 灯 合 中 ) 为 L 与 5. 

这 样 , 我 们 对 双 原 子 分 子 中 可 能 出 现 的 各 种 基本 情形 考察 了 选择 定 则 ,这 
些 选 择 定 则 支配 着 在 各 种 情形 中 会 出 现 怎 样 的 光谱 线 . 

两 个 给 定 的 电子 -振动 能 级 转动 分 量 之 间 的 跃迁 产生 的 谱 线 群 , 在 光谱 
学 中 叫 光 谱 带 . 由 于 转动 能 级 的 间隔 很 小 , 带 中 的 谱 线 分 布 很 密 . 这 些 谱 线 的 
频率 由 下 式 给 出 : 






































hw = const + BJ(J+1) —B'J(J+1), (53.15) 


@@ 当 考 虑 4 加 倍 时 , 每 一 个 转动 能 级 还 要 分 裂 为 两 个 能 级 ,其 中 一 个 是 正 的 , 男 一 
个 是 负 的 , 这 样 根据 选择 定 则 (53.2), 将 有 两 个 牙 迁 (而 不 再 只 是 了 一 也 一 个 跃迁 ): 一 
个 是 由 能 级 7 的 正 组 分 跃迁 到 能 级 7 的 负 组 分 , 另 一 个 是 由 能 级 7 的 负 组 分 跃迁 到 
能 级 7 的 正 组 分 . 这 两 个 跃迁 的 概率 相等 ， 
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式 中 B 与 B' 为 两 个 电子 态 中 的 转动 常数 (为 避免 不 必要 的 复杂 , 电子 谱 项 假 
设 是 单 态 的 ). 当 了/ = J 土 1 时, (53.15) 式 由 三 条 抛物 线 分 支 表 示 (图 2), 曲线 
上 和 整数 J 对 应 的 点 决定 频率 的 数值 (图 2 中 三 条 曲线 的 分 布 对 应 着 B' < B 
的 情形 . 当 B' > B 时 , 曲线 的 开放 端 指 向 w 值 小 的 方向 , 而 且 最 上 面 的 曲线 
为 =J 一 DG@. 由 图 可 见 , 弯曲 分 支 的 存在 使 得 谱 线 越 来 越 密 地 趋 于 某 个 极 
限 位 置 ( 谱 带头 ). 


















































8 
6 +- -上 
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图 2 


和 谱 线 强度 相 联 系 , 还 应 该 提 及 在 相同 同位 素 双 原 子 分 子 的 电子 光谱 中 
一 种 奇特 的 强度 交 变 效应 (W. Heisenberg, F. Hund, 1927). 由 核 自 旋回 有 的 对 
称 性 条 件 得 到 如 下 结果 , 在 电子 的 区 谱 项 中 , K 值 为 偶数 和 奇数 的 转动 组 分 
相对 于 核 的 对 称 性 是 相反 的 , 因此 有 不 同 的 核 统计 权重 g, 和 ga (参见 第 三 卷 
8$86). 按照 选择 定 则 (53.14), 两 个 不 同 的 工 谱 项 之 间 的 跃迁 , 只 有 J = J 土 1 
是 允许 的 , 并 且 由 于 (53.4), 一 个 卫 谱 项 应 该 是 偶 的 , 另 一 个 是 奇 的 . 其 结果 
是 , 对 给 定 的 J 一 J 本 值 , 在 两 个 对 称 能 级 和 两 个 反对 称 能 级 之 间 交 蔡 地 发 生 J 
相继 取 值 的 跃迁 (图 3 给 出 了 区 态 和 + 态 的 例子 ). 另 一 方面 , 所 观察 到 的 
谱 线 强度 正比 于 该 初 态 中 的 分 子 数 , 因而 正比 于 它 的 统计 权重 . 这 样 , 相继 谱 
线 (J = 0,1,2,…) 的 强度 将 大 小 交替 地 改变 , 交替 地 正比 于 gs 和 gs( 此 行为 
午 加 在 由 (53.12) 式 所 给 的 单调 变化 上 ).®@ 

当 两 个 不 同 的 电子 谱 项 之 间 发 生 跃 迁 时 , 振动 量子 数 的 改变 没有 任何 严 
格 的 选择 定 则 . 但 有 一 个 定 则 (弗兰克 - 康 登 原理 ) 可 以 用 来 预言 振动 态 最 可 
能 的 改变 . 其 根据 是 : 因为 原子 核 的 质量 比较 大 , 其 运动 是 准 经 典 的 (比较 第 
三 卷 890 中 对 预 离 解 所 作 的 讨论 全 ). 

在 确定 电子 谱 项 为 U(r) 和 U(r) 振动 能 级 和 EE’' 之 间 的 跃迁 矩阵 元 的 
积分 中 7 二 ro 的 邻 域 的 贡献 最 为 重要 , 在 此 邻 域 ， 















































U(ro)— U(ro)=E-E (53.16) 


和 跃迁 了 = J+1,JJ 一 1 所 对 应 的 一 族 曲 线 分 别 叫 P、Q 和 号 分 支 . 
@ 这 里 假定 总 核 自 旋 值 不 同 的 所 有 状态 是 均匀 占据 的 . 
@@ 严格 来 说 , 还 需要 振动 量子 数 足 够 大 . 





"200 ， 











( 即 在 两 个 状态 中 原子 核 相 对 运动 的 动量 相等 :p = p). 对 于 给 定 的 已 值 , 跃迁 
概率 作为 终 态 能 量 B' 的 函数 在 差 -UV 与 BF' 一 U 减 小 时 将 增 大 , 并 在 





E-U(r)= EF-U(r0)=0 (53.17) 


时 , 即 当 “转变 点 ”ro (方程 (53.16) 的 根 ) 和 核 的 经 典 转折 点 重合 时 , 跃迁 概率 
达到 最 大 值 (图 4 画 出 了 EB 和 最 概 然 的 饭 之 间 的 这 个 关系 ). 更 直观 地 可 表 
述 为 , 在 核 的 经 典 转折 点 附近 , 跃迁 是 概率 最 大 的 , 核 在 那里 的 停留 时 间 相 对 
来 说 比较 长 . 





U(r) 


U(r)\ 五 
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对 于 分 子 的 电子 态 不 变 的 跃迁 , 上 节 所 给 出 的 选择 定 则 和 跃迁 概率 公式 
仍然 成 立 @. 这 里 我 们 仅 讨论 这 些 跃迁 的 车 干 特点 . 

首先 , 在 由 相同 原子 组 成 的 分 子 中 , 选择 定 则 (53.4) 禁 戒 所 有 电子 态 不 变 
的 偶 极 跃迁 , 因为 在 这 种 跃迁 中 , 电子 谱 项 的 字 称 保持 不 变 . 由 853 中 的 讨论 


名 振动 态 (以 及 转动 态 ) 改变 的 跃迁 构成 分 子 的 振动 光谱 ; 它 处 于 近 红 外 区 域 ( 波 
长 < 20km). 而 仅 有 转动 态 改 变 的 跃迁 构成 转动 光谱 , 它 处 于 远 红 外 区 (波长 > 20pm)，. 
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可 知 , 具有 当 考 虑 核 自 旋 和 电子 的 相互 作用 时 , 或 者 分 子 是 由 同一 元 素 的 不 同 
同位 素 组 成 时 , 由 于 转动 对 电子 态 的 影响 , 这 样 的 跃迁 才 是 允许 的 . 

偶 极 矩 矩 阵 元 的 计算 可 以 在 随 分 子 一 起 转动 的 坐标 系 中 得 到 简化 (按照 
第 三 卷 887 的 公式 ). 在 此 坐标 系 中 , 分 子 的 波 函 数 为 两 部 分 之 乘积 : 一 部 分 是 
核 间距 离 给 定时 电子 的 波 函 数 , 另 一 部 分 是 在 电子 和 核 的 有 效 场 U(r) 中 核 
的 振动 波 函 数 . 当 完全 忽略 原子 核 运动 对 电子 态 的 影响 时 , 所 研究 的 跃迁 中 ， 
初 态 和 终 态 的 电子 波 函 数 是 相同 的 . 因而 , 对 电子 坐标 的 积分 在 矩阵 元 中 只 给 
出 分 子 的 平均 偶 极 矩 5 (显然 , 它 沿 着 其 轴线 方向 ), 它 是 距离 7 的 函数 . 由 于 
振动 很 小 , 函数 d(7) 可 以 展开 成 振动 坐标 g =7 一 ro 的 宪 级 数 . 当 牙 迁 包 括 振 
动态 的 改变 时 , 由 于 同一 个 场 U(q) 中 的 振动 波 鲨 数 互相 正 交 , 矩阵 元 中 不 会 
出 现 级 数 的 零 次 项 , 因而 只 剩 下 和 4 成 正比 的 项 . 如 将 振动 看 成 谐振 动 , 则 按 
照 线 性 振子 的 已 知性 质 (第 三 卷 823), 只 有 相 邻 振动 态 之 间 的 跃迁 矩阵 元 才 不 
为 零 . 所 以 , 对 于 振动 量子 数 v, 将 有 选择 定 则 


以 一 0 = 土 1 (54.1) 


然而 , 在 考虑 到 振动 的 非 简 谐 性 和 通 数 da) 的 高 次 项 时 , 这 个 选择 定 则 将 不 
再 成 立 . 

对 于 纯粹 的 转动 跃迁 (振动 态 也 不 改变 ), 可 以 认为 , 偶 极 抢 沿 动 坐标 轴 ¢ 
的 分 量 的 矩阵 元 等 于 分 子 的 平均 偶 极 矩 d = df(0).@ 结果 , 对 了 一 了 一 1 跃迁 
的 概率 , 我 们 得 到 公式 











_ 4 0 
31 J(27+1) 
由 此 公式 我 们 不 仅 可 以 计算 相对 概率 (如 在 (53.12) 式 中 ), 而 且 可 以 用 来 计算 
绝对 概率 . ((54.2) 式 是 对 情形 a 写 出 的 ; 在 情形 中 , J 与 2 必须 换 成 KK 与 
A.) 
纯 转 动 跃 迁 的 频率 由 转动 能 量 BJ(J +1) 之 差 给 出 : 
fw 1 = 2B. (54.3) 


相 邻 两 条 谱 线 的 间隔 相等 , 为 2B. 
855 核 辐射 
对 于 核 的 > 辐射 , 通常 系统 的 线 度 ( 核 的 半径 R) 确实 比 光 子 波长 小 . 但 


是 , 核 的 能 级 间 的 间隔 (因此 也 是 7 量子 的 能 量 ) 一 般 要 比 核 中 每 个 核子 的 能 
@@ 在 相同 原子 组 成 的 分 子 中 , 由 于 对 称 性 , 很 明显 4 = 0. 


wn 一 mi 一 1) (54.2) 
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量 小 . 所 以 , 量 R/ 和 并 不 直接 和 核子 在 核 中 的 速度 v/c 相 联 系 , 并 且 , 它 一 般 要 
比 v/e 小 得 多 . 因此 , M1 辐射 的 概率 通常 比 ,1+1 辐射 的 概率 大 (比较 850 
的 开头 ). 

对 于 核 辐射 , 总 角 动 量 (“ 自 旋 ”) 和 字 称 的 一 般 选 择 定 则 , 和 任何 系统 的 
辐射 是 一 样 的 . 核 辐 射 的 特征 在 于 其 通常 会 发 生 高 阶 多 极 跃迁 和 原子 辐射 
一 般 是 电 偶 极 辐射 不 同 , 在 核 辐射 中 , 由 于 选择 定 则 的 存在 , 低能 级 的 电 侦 极 
跃迁 比较 少 . 

如 果 可 以 将 核 的 辐射 跃迁 看 成 单 粒子 跃迁 核 中 一 个 核子 的 状态 改 
变 时 , 其 余部 分 的 状态 不 变 , 那么 对 这 个 核子 的 角 动 量 有 附加 的 选择 定 则 . 不 
过 , 这 样 的 “ 单 粒 子 ” 选 择 定 则 实际 上 只 是 近似 成 立 的 . 

同位 旋 的 选择 定 则 是 核 所 特有 的 . 同位 旋 分 量 Ts 由 原子 量 和 核电 荷 数 
决定 : 












































1 A 
B= 5(2-N=2-3. 

在 给 定 家 值 后 , 同位 旋 的 绝对 值 可 取 了 > |T3| 的 任何 值 . 在 辐射 跃迁 中 将 出 

现 关 于 量子 数 了 的 选择 定 则 , 这 是 因为 当 用 核子 的 同位 旋 算 符 表 示 时 , 核 的 

电 符 和 磁 符 算 符 是 一 个 标量 与 一 个 矢量 在 同位 旋 空 间 中 的 zs 分 量 之 和 (参见 

第 三 卷 8116), 因此 它们 的 和 矩阵 元 只 在 

















T' -T=0,+1 (55.1) 


时 才 不 为 零 . 但 是 这 个 选择 定 则 并 没有 对 轻 核 中 的 跃迁 加 以 任何 特别 的 限制 
(只 有 对 于 轻 核 才 能 以 合理 的 精确 度 讲 同位 旋 和 守恒 ); 问题 在 于 这 些 核 的 低能 
级 中 实际 上 就 没有 人 > 1 的 能 级 . 

但 是 , 对 于 El 跃迁 , 还 有 一 附加 的 选择 定 则 . 这 是 因为 电 偶 极 矩 中 没有 
同位 旋 标 量 部 分 , 其 算 符 简 单 地 只 是 同位 旋 矢 量 的 zs 分 量 (参见 第 三 卷 8116). 
所 以 , 若 玉 =0, 则 AT=0 戒 的 , 换 句 话说 , 在 中 子 数 和 质子 数 
相等 的 核 中 (W = 2,4=22), 只 





T'-T=+1 (B=0) (55.2) 

















时 , B1 跃迁 才 是 可 能 的 . 当然 , 遵守 这 个 选择 定 则 的 准确 度 取决 于 核 同 位 旋 守 
恒 的 精确 度 . 

核 中 EF1 跃迁 的 概率 大 小 , 还 要 受到 一 个 特定 核子 运动 时 核 的 其 余部 分 
反 冲 效应 的 影响 . 这 种 反 冲 效应 使 得 质子 的 有 效 电 荷 变 为 e(1 - 2Z/4) 而 不 是 
e, 中 子 的 有 效 电 荷 为 ~-e2/4 而 不 是 0 (参见 第 三 卷 8118). 质子 有 效 电荷 的 减 
小 将 使 五 1 跃迁 的 概率 有 所 减 小 . 
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非 球形 核 的 能 级 具有 转动 结构 , 因而 这 种 核 的 辐射 谱 将 显示 出 一 种 特 
有 的 转动 结构 . 

核子 在 “固定 的 ” 非 球 形 ( 轴 向 ) 核 中 运动 时 场 的 对 称 性 , 和 电子 在 “固定 
的 ” 同 核 双 原子 分 子 中 运动 时 场 的 对 称 性 是 相同 的 (点 群 Coon). 因此 , 非 球形 
核能 级 的 对 称 性 (以 及 与 之 相关 的 第 阵 元 的 选择 定 则 ) 和 双 原 子 分 子 能 级 的 
对 称 性 相似 (参见 第 三 卷 8119). 特别 是 , 和 同 核 双 原子 分 子 一 样 , 同一 转动 谱 
带 内 的 电 偶 极 跃迁 ( 即 核 的 内 豪 状 态 不 变 的 跃迁 ) 是 禁 式 的 (比较 854). 所 以 ， 
这 时 的 跃迁 是 作为 EB2 或 M1 跃迁 出 现 的 . 在 第 一 种 情形 下 , 原子 核 的 总 角 动 
量 J 可 以 改变 2 或 1, 而 在 第 二 种 情形 下 改变 1 

按照 (46.9) 式 , 四 极 跃迁 概率 对 终 态 核 总 角 动 量 的 分 量 值 M' 求 和 结果 











为 
ws (E) 2 
Wp2 一 Tp 2, (TQM'Q; mT QM)| 








(J 为 核 的 总 角 动 量 , 2 为 。 m = 二 M 一 M'). 利用 第 三 
卷 (110.8) 式 , 这 个 求 和 可 以 表示 为 给 定量 的 平方 , 这 个 给 定 的 量 为 对 核 的 内 豪 
态 对 角 化 的 跃迁 四 极 矩 Qs、, Qo、 是 对 核 坐 标 轴 énc 0 这 里 ,入 == 一 2 和 
所 以 , 在 所 考虑 的 情形 (2 = 82) 下 出 现 的 只 有 分 量 @w0. 按照 定义 , 量 








eQ0 = e | me — £2 — 71)dtdndc = —2e(@20)i 


简单 地 称 为 核 的 四 被 矩 . 因此 得 到 














wa( QT = 07) = a QO (站 (55.3) 
写成 明显 形式 为 

waa(2J 一 2,J 一 1T)= 二 08 i 

wa QT — 0, —2)= i 全 





但 是 , 对 这 些 公 式 必 须 作 如 下 说 明 . 这 些 公 式 中 的 矩阵 元 是 用 形 如 
VINAM = Const. xQDH (n) 


的 波 函数 计算 的 (zo 为 核 内 豪 态 的 波 函 数 ). 这 些 函 数 和 角 动 量 在 6 轴 上 的 分 
量 的 确定 值 (大 小 与 符号 都 确定 ) 相对 应 . 但 是 , 在 核 中 , 只 有 状态 的 宇 称 和 和 角 
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动量 的 分 量 值 是 确定 的 (后 者 通常 取 为 2). 所 以 当 1 关 0 时 , 初 态 和 终 态 的 波 
函数 应 该 是 如 下 形式 的 组 合 : 
-0ron 士 仇 ) Ph， 声 Grom 土 WBy,- 9,M'). 
第 一 项 的 乘积 与 第 二 项 的 乘积 将 给 出 和 前 面 对 四 极 矩 矩阵 元 相同 的 值 ; 但 是 
若 20 < 2, 截面 将 给 出 非 零 的 积分 .© 因此 , 严格 来 说 , 当 2 = 了 或 1 时 , (55.3) 
式 并 非 精 确 成 立 的 . 在 这 些 情形 下 , 跃迁 概率 中 将 出 现 一 个 附加 项 , 它 是 不 可 
能 用 四 极 和 抢 平 均值 表示 的 . 包 
由 类 似 于 (55.3) 式 的 推导 , 我 们 对 M1 跃迁 概率 得 到 





dw3 J-1 1 J 
WwMIi(QT 一 有 7 D = 了 sw2(27 | 


本 4o3 天 一 有 2 
“3h! 7TC7TTT' 


(55.4) 
其 中 为 核 的 磁 矩 (此 公式 在 2 = 5 时 不 成 立 ). 
4856 光电 效应 : 非 相对 论 情形 

在 $49 一 $52 中 , 我 们 研究 了 离散 谱 原 子 能 级 之 间 的 辐射 了 迁 ( 带 有 光子 


发 射 或 吸收 ). 光电 效应 和 这 种 光子 吸收 过 程 的 区 别 只 是 其 终 态 是 属于 连续 谱 
的 . 





对 氢 原 子 和 类 和 氧 离子 (核电 荷 数 2 <& 137), 光电 效应 的 截面 可 以 用 解析 
方法 精确 计算 . 

在 初 态 中 , 电子 在 离散 能 级 s; = -7 (其 中 了 为 原子 的 电离 势 ) 上 , 光子 上 其 
有 确定 的 动量 k. 在 终 态 , 电子 具有 动量 p (和 能 量 sr = s). 由 于 p 取 一 系列 
连续 值 , 所 以 光电 效应 的 截面 公式 为 





do = 2z| 们 由 dp 
0 一 2rlVpi 6(—T+w—e€) (7) (56.1) 


© 对 于 2! 极 矩 的 矩阵 元 , 被 积 函 数 中 将 包含 乘积 
DC 和 DO pO. 
当 g = -22 时 , 角度 积分 将 不 为 零 , 而 且 Y 只 能 取 -: 到 ;的 值 . 所 以 必定 有 22 <&1. 
@ 事实 上 , 只 有 在 2 = 3 时 , 核 的 转动 和 内 襄 态 之 间 的 耦合 特别 大 , 这 一 项 才 给 出 
较为 重要 的 修正 (参见 第 三 卷 8119). 
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(和 (44.3) 式 比较 ), 并 且 电 子 终 态 的 波 函 数 归 一 化 为 在 体积 站 = 1 中 有 一 个 粒 
子 . 光子 波 函 数 仍然 按 以 前 的 方式 妇 一 化 ; 为 得 到 截面 dc, 概率 dw 应 该 除 以 
光子 的 通 量 密度 (等 于 c/V = o), 但 是 当 用 相对 论 单位 时 , 将 不 影响 (56.1) 式 

和 (45.2) 式 一 样 , 我 们 取 光 子 的 三 维 横向 规范 . 这 时 

1 
Ve 二 -eA “3F 二 一 E 人 
其 中 

Msi = / (Qa. e)et "ydsr (56.2) 


信 =% 和 WwW = wi 是 电子 的 初 态 和 终 态 波 表 数 )， 在 (56.1) 式 中 令 d3p 一 
p>d|pldo = elp|ldedo, 并 对 de 积分 消去 6 函数 , 这 个 公式 可 改写 为 


do = 2 Pril2do. (56.3) 


我 们 将 对 以 下 两 种 情形 进行 计算 , 这 两 种 情形 的 区 别 在 于 光子 的 能 量 
小 不 同 , 即 w 六 了 与 w 安 m. 由 于 了 ~ me422 & mm 所 以 , 这 两 个 区 域 部 分 重 
合 ( 当 了 <w < 女 m 时 ), 因此 ,研究 了 这 两 种 情形 , 实质 上 就 给 出 了 光电 效应 的 
完全 描述 . 

首先 我 们 来 研究 





wWwEMm (56.4) 


的 情形 . 这 时 无 论 在 初 态 还 是 在 终 态 , 电子 速度 都 很 小 , 因而 对 电子 而 言 , 完全 
属于 非 相 对 论 问题 . 所 以 , 我 们 可 以 用 速度 的 非 相对 论 算 符 全 = iv/m 代替 
(56.2) 式 中 的 a (比较 845). 此 外 , 我 们 还 可 以 取 偶 极 子 近似 , 令 es” 心 1, 即 
和 电子 动量 相 比 较 忽 略 光子 的 动量 . 于 是 ， 





do = 2 ml ‘vi do, vii = f wvy . d37. (56.5) 


我 们 将 从 氢 原 子 (或 类 氢 离 子 ) 的 基态 能 级 研究 光电 效应 . 这 时 
和 (Ze2m)3/2 —Ze2mr 
= De 
(在 通常 的 单位 中 , me? 一 1/ao, 这 里 ao = 外 /me2 为 玻 尔 半径 )， 
波 函数 图 必须 取 为 使 其 渐 近 形式 包含 一 个 平面 波 eip* 与 一 个 人 射 的 球 
面 波 (参见 第 三 卷 8136, 在 那里 这 个 函数 标记 为 W 力 . 由 于 1 的 选择 定 则 , 以 


(56.6) 
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s 态 为 初 态 的 跃迁 只 可 能 以 p 态 为 终 态 ( 偶 极 子 情形 ). 于 是 , 在 展开 式 包 
全 ) 一 元 S21 + De Ry(r)P(n. ni) (56.7) 
l=0 


中 (nm = p/p;,ni 二 7/7r) 只 保留 1=1 的 项 就 够 了 . 略 去 无 关 紧 要 的 相 因 子 , 我 
们 有 
w= 天 名 -N41) Rpi(7). (56.8) 


采用 (56.6) 和 (56.8) 式 给 出 的 函数 世 和 w', 我 们 有 





ce2m)5/2 , ， 
1 nn eje ™ ™ Rl (r)doi .rdr 


ni(Ze2m 
= VE 六 maf r2 eZ2e mr Re, 1(7)dr. 


E 2Fi 一 


按照 第 三 卷 (36.18) 与 (36.24) 式 , 径 向 函数 (在 此 所 用 的 单位 中 ) 为 


V8TrZe27m 1 十 7Z2 ee 
Ry = 3 和 ea Pe PF(2 十 ip 4, 2ipr), 


Ze? Ze? 
eh (= 和 从) (56.9) 


所 需要 的 积分 可 利用 下 式 计 算 : 





其 中 








[ e271F(G,Y, kz)dz =T(YM (Ah) 
0 


(参见 第 三 卷 (£.3)). 再 注意 到 


‘A\ iy 
Z 十 1 一 27arccot DZ 
并 一 @ 这 
eek 


27/2mza(m 。 e) @™2varccotv 
ll a 
子 (或 类 氧 离子 ) 基态 能 级 的 电离 能 为 了 = 22e4m/2. 因此 





我 们 得 到 





E 327 二 


了 p? 2 
二 :过 一 一 -一 (1 56.10 
WwW tl 3 + ) (56.10) 


”人 @ 在 本 节 的 余下 部 分 ,用 p 标 记 |pl. 
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应 用 这 个 关系 式 , 我 们 得 到 在 立体 角 元 do 内 发 射 一 个 电子 的 光电 效应 截面 的 
最 后 表示 式 : 














do = 27 nao? ( 4 ) 一 (me)2do (56.11) 
hw) 1—e-2 ， 
其 中 am = 有 尼 /mZe? = ao/2 (此 处 和 以 后 都 采用 通常 的 单位 ). 我 们 看 到 , 光电 
子 的 角 分 布 由 因子 (n. e)? 决定 . 这 个 因子 在 和 入 射 光子 的 极 化 方向 平行 的 
方向 上 最 大 , 而 在 和 e 垂直 的 方向 上 (包括 人 射 方向 ) 为 零 . 对 于 非 极 化 光子， 
(56.11) 式 应 该 对 方向 e 求 平均 , 这 等 价 于 作 代 换 





(n: e)” 一 (no x nm) 


式 中 no = k/k (参见 (45.4b) 式 ). 
将 (56.11) 式 对 所 有 和 角度 积分 , 就 得 到 光电 效应 的 总 截面 


29T2 I 4 e 一 包 arccotz 
本 aa2 ( 霹 ) 和 (56.12) 





(M. Stobbe, 1930). 

当 fiw 一 了 ( 即 v 一 00) 时 , o 的 极限 值 为 
29r2 2 23%2 aai 
B30 90 22 
(分 母 中 的 e 为 自然 对 数 的 底 2.71.…!). 光电 效应 在 其 阐 值 附近 趋 于 一 个 恒定 
的 极限 , 这 正 是 一 个 产生 带电 粒子 的 反应 所 必须 的 (参见 第 三 卷 8147). 

hw 交工 (但 仍 有 i < me) 的 情形 对 应 于 玻 恩 近似 (z = Ze?f/jiw 禄 1， 


(56.12) 式 变 为 os 
0 一 < (总 ) (56.14) 
(mo = e4rm/2 记 为 氧 原子 的 电离 能 )， 
和 光电 效应 相反 的 过 程 是 电子 与 静止 离子 的 辐射 复合 过 程 . 此 过 程 的 截 
面 (cree) 可 以 利用 细致 平衡 原理 (第 三 卷 $144) 由 光电 效应 截面 (opn) 求 出 . 按 
照 细致 平衡 原理 , 过 程 1 一 上 和 过 程 f 一 i (在 ;和 /状态 都 有 两 个 粒子 ) 的 截 





GT 一 


a2 
= 0.23 (56.13) 











gipios — f = gpp4o4 + 
其 中 pi 与 py 为 粒子 相对 运动 的 动量 , gi 与 gj 为 4 和 上 态 的 自 旋 统 计 权重 . 考 
虑 到 光子 的 g = 2 (有 两 个 极 化 方向 ), 而 自由 电子 和 离子 的 统计 权重 等 于 氢 原 
子 基态 的 统计 权重 , 对 这 个 状态 , 我 们 得 到 
2 
arec 一 my (56.15) 
(p= 二 mv 为 人 射电 子 的 动量 ,为 所 发 射 的 光子 的 动量 ). 
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习 题 
1. 试 直接 利用 非 相 对 论 情 形 中 的 玻 因 近似 推出 (56.14) 式 . 
解 : 在 玻 恩 近似 中 , (56.5) 式 中 的 久 就 是 平面 波 内 一 eip7, 而 功 仍 为 函数 
(56.6). 这 时 


1 ZeLm)3/2 oar 
Vfi = Vif = i/ vows 2 2 Z js 


傅 里 时 分 量 由 (57.6b) 给 出 , 因而 
Vfi SO 8Vnp m3/2 (Zee) /2n. 


代入 (56.5) 式 并 对 do 积分 , 便 得 到 (56.14) (这 时 , p?/2m 入 中 足够 准确 成 立 )， 
2. 试 计算 快速 但 仍 为 非 相 对 论 性 的 电子 (T < mv? 和 mc 和 了 < 女 137 
的 原子 核 的 辐射 复合 的 总 截面 . 
解 : 将 (56.14) 代入 (56.15) 就 可 以 得 出 俘获 到 及 这 层 ( 主 量子 数 为 nn 二 1) 
上 的 截面 : 


(E = mv?/2 为 入 射电 子 的 能 量 ; ju 心 e). 在 所 得 到 的 原子 的 其 余 状 态 中 只 有 
3 态 是 重要 的 : 在 计算 玻 思 近似 的 给 阵 元 时 , 小 7 的 束缚 态 波 函数 的 值 比较 重 
要 (在 857 中 将 要 看 到 ), 这 个 函数 值 在 1> 0 时 比 1 二 0 时 小 . 将 人 由 按 7 的 因 展 
开 , 只 取 前 两 项 就 够 了 . 对 于 1 二 0 且 nn 为 任意 值 的 状态 , 这 两 项 为 


1 7 
i 4 
即 nn 仅 仅 以 公园 于 mn-3/2 的 形式 出 现 (此 式 是 通过 展开 第 三 卷 的 函数 (36.13) 
得 到 的 ). 所 以 , 总 复合 截面 为 


oo Co 


1 
arec 一 Do En afec >》， = C(3)oiec， 


n=1 n=1 


(6 地 数值 为 : 5(3) = 1.202). 
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现在 我 们 来 研究 
wT (57.1) 
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的 情形 . 这 时 我 们 仍 有 = =w- 了 工交 也 因此 , 原子核 的 库仑 场 对 光电 子 波 函数 
(w') 的 影响 可 以 用 微 扰 论 计算 . 我 们 将 ww 写成 如 下 形式 : 





wp a 摊 / eip7 + p(n). (57.2) 


光电 子 可 以 是 相对 论 性 的 , 因此 将 (57.2) 式 中 的 非 微 抗 波 函 数 写成 相对 论 性 
的 平面 波形 式 (23.1). 

虽然 在 初 态 中 电子 是 非 相 对 论 性 的 , 但 是 由 于 下 面 的 原因 , 其 波 函 数 光 必 
须 包 含 相 对 论 修正 项 (~ Ze2). 这 个 函数 由 下 式 给 出 (参见 839 的 习题 ): 


i 化 
也 ( 本 >) oo (57.3) 
式 中 的 Wan 为 非 相 对 论 性 束缚 态 波 函数 (56. 6)， u 为 静止 电子 的 双 旋 量 振 
幅 , 归 一 化 条 件 为 zw = 2m. 
将 函数 (57.2) 和 (57.3) 代入 矩阵 元 (56.2) 台 : 


MR /fa 人 fi (7 …e) 【人 wen- eritp 一 多 
十 不 ?oraeerupo rar (57.4) 


为 了 推出 此 量 按 Ze2 的 答 展 开 的 第 一 项 , 可 用 常数 (Zezm)]3/2/v 替换 大 括号 
中 第 二 项 的 加 oa 当 p 一 kk 去 0 时 , 这 样 处 理 则 第 一 项 将 消失 ( 正 是 由 于 这 
个 原因 , 在 中 还 必须 考虑 正比 于 Ze? 的 第 一 级 相对 论 修正 . 当 wv 和 ~ 1 时 ,这 
个 修正 对 截面 的 贡献 和 加 on_r 按 Ze? 展开 的 第 二 项 的 贡献 有 相同 的 数量 级 ). 

对 (57.4) 式 的 第 一 项 进行 分 部 积分 , 使 算 符 V 从 作用 于 如 on-r* 上 转 到 作 
用 于 指数 因子 上 . 结果 得 到 





(Ze2m)3/? 


1 St e2mr 
Mi = Se zw (Ye) + a 了 :人 一 有 | ue se mr)p k 


+ (ye)u 上 (57.5) 





@ 函数 (57.3) 是 对 距离 + ~ 1/mZe? 推出 的 , 在 这 个 距离 , 修正 项 的 相对 数量 级 为 
2e?. 但 是 对 于 基态 (以 及 所 有 的 s 态 , 由 于 指数 函数 (56.6) 的 导数 (因而 (57.3) 中 的 修 
正 项 ) 总 是 和 Ze2 成 正比 的 , (57.3) 式 对 任何 > 都 适用 , 因此 可 以 应 用 于 现在 所 研究 的 
问题 (这 时 , 很 小 的 * 都 不 能 忽视 ; 当 v ~ 1 时 ,7 ~1/m 就 不 能 忽略 ). 
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其 中 , 矢量 的 下 标 标 记 空间 的 傅 里 时 分 量 . 精确 到 Ze? 项 , 我 们 有 @: 

(57.6) 

为 计算 傅 里 叶 分 量 Ww 我 们 写 出 函数 w 中 所 满足 的 方程 : 
(Yet+iy.:Y— mw = = e(y’Ap)u'e ip 了 


2 
< 二 Tuie Tr 

















( 它 是 将 (57.2) 代入 (32.1) 得 到 的 ). a (yre+iy:Y+m) 
作用 , 我 们 得 到 : 


i 
(A+p WY = Ze (ye tiy: V+m)(y er" 


对 此 方程 两 边 乘 以 e 7 并 对 dz 积分 , 同时 在 含 A 和 的 项 中 进行 分 部 积 
分 , 可 以 得 到 








全 一 全 = 一 Zez00e — yk + mu) 日 
-Pp 


= -Ze (2ey 一 站 一 中) Ds 大 


在 最 后 一 行 中 , 考虑 到 振幅 满足 方程 





(ey -pyY-m)wu =0， 或 (ey 二 p:Yy 一 mmow = 0. 
由 此 我 们 求 出 


—(1) 2ey +7Y-(k—p) 0 











Wp = py = 一 drZen pa py (57.7) 
将 (57.6) 和 (57.7) 代入 矩阵 元 (57.5), 可 以 把 它 写成 
_ dx/?(Ze2m)s/2 
Ep 
@ 在 方程 i 
(A— A) = 4An8(r) 
的 两 边 取 传 里 叶 分 量 , 我 们 得 到 
EAT dr 
人 E+ 0 
此 式 对 参数 和 微分 给 出 
ry (57.6b) 


(gq? 二 入 2)2 “ 
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式 中 
A=a(Y:e) + (ye (YD + 0 (Ye), 
el ee a 
TEP mp-p’ oo amp "om(k? py) 
截面 为 


do 一 SE EE au ye, 
其 中 4= ?704+230 (参见 865). 此 式 还 必须 对 电子 自 旋 的 终 态 方向 求 和 并 对 初 
始 方向 求 平均 ; 求 和 与 求 平均 时 , 用 到 $65 中 的 规则 以 及 初 态 与 终 态 的 极 化 密 
度 和 矩阵 : 








1 1 
pm tl Wa" ptm) 
(在 初 态 中 p = 0,e = m). 得 到 的 表示 式 为 


2/ 2 ，\5 
二 16e*(Ze*m) P| 
mwlk — p)4 


其 中 阵 迹 的 计算 (利用 (22.22) 式 ) 是 纯 代 数 运算 , 结果 为 


(pApA)do. 





tr(p ApA) = 1 lap—(b—o(etm) +4dm(b. el(e +m)(c'e)+a(p:e)l. 


(假定 矢量 e 为 实 的 , 即 假设 光子 是 线性 极 化 的 ). 

光电 效应 截面 公式 的 最 终 形式 , 将 采用 极 角 6 和 的 方位 角 yp 来 表示 ， 
这 时 方向 就 是 z 轴 , 而 平面 k, e 就 是 平面 zz (因此 pe= |p|cosypsin0). 当 
w 污 了 时, 能 量 守 恒 可 以 写成 e 一 m=w 的 形式 (而 不 是 < 一 mm ==w 一 了 . 容易 
证 明 , 这 时 


k2— p=-2me—m), (kp):=2e(e—m)(l—wvcosd), 


其 中 v= p/e 为 光电 子 的 速度 . 经 过 简单 计算 最 后 得 到 
v3(1 一 v2)3sin20 
(一 VIL 一 22)5(1 一 vcos0)1 
(1 ~ V1 ~ v2)? 
人 2(1 = v2)3/2 


_ (I~V1l—v)(l -vcos 9 a eleo 


1—v? 


do = Z5a47? 








(1 — v cos0) 


+ |2 (57.8) 





其 中 Ye 一 e2/m. 
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在 极端 相对 论 情 形 下 (< 六 m), 光电 效应 截面 在 小 角度 (9 ~ V1 一 改 ) 有 
一 尖峰 , 即 电子 主要 在 光子 人 射 方向 上 发 射 . 在 此 峰值 附近 ， 


1 一 vcosb oO la 一 22) 十 的]， 


(57.8) 式 的 首 项 给 出 





~ 75 42 (1 — v2)3/2 
do O34Z°0 re (57.9) 


(57.8) 式 对 角度 的 积分 是 初等 的 , 但 很 元 长 ; 积分 给 出 如 下 的 总 截面 (F. 
Sauter, 1931): 


2 _1)3/2 
二 D 75 4..2 (7 
0 一 2r2”a ro 1 ys 


3 70 -2 1 y+ V1 
Xx 《二 十 1 In ， (57.10) 
1 7Y+1 WR 7 一 V 


为 简洁 计 , 式 中 引入 了 “ 洛 伦 兹 因子 ”: 


1 _E m+uw 








9 (57.11) 
在 极端 相对 论 情形 下 , 此 式 可 简化 为 
o = 2NF5 0 r2)y. (57.12) 


在 了 安 w 之 m 情形 下 , (57.10) 式 中 的 一 1 很 小 , 其 极限 值 给 出 我 们 已 知 的 结 
果 (56.14). 
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气 核 的 一 个 独特 的 性 质 是 其 结合 能 小 (和 势 阱 深度 相 比 ). 这 就 使 我 们 在 
描述 有 气 核 参加 的 反应 时 不 需要 有 关 核 力行 为 的 知识 , 只 要 用 结合 能 就 可 以 
了 (参见 第 三 卷 8133). 这 里 假设 磁 撞 粒子 的 波长 大 于 核 力 的 作用 力 程 a. 

这 也 适用 于 ka 1 的 Y 量 子 引 起 的 气 核 的 光 致 赔 变 . 同时 还 假定 pa < 1， 
PD 为 所 释放 的 中 子 和 质子 相对 运动 的 动量 (这 个 条 件 比 ka < 1 更 强 虽 ). 

将 光电 效应 截面 的 非 相 对 论 公式 (56.5) 对 所 有 方向 积分 , 得 到 





e2p M 4 
Le Dr 3 3 lvp)sdl ， 





@ poslitae=15x10-13cm) 时 光子 的 能 量 为 15MeV， 
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其 中 p 为 质子 和 中 子 相 对 运动 的 动量 2, 而 (56.5) 式 中 的 m 换 成 它们 的 折合 
质量 M/2 (MM 为 核子 质量 ). 矩阵 元 为 质子 速度 wp 的 矩阵 元 , 因为 只 有 质子 和 
光子 有 相互 作用 . 将 w 用 动量 p 表示 (wp = w/2 = p/M), 我 们 有 
2 
oF) = a lpril. (58.1) 
上 标 (E) 表示 此 式 对 应 于 电 偶 极 唉 迁 : ep/M = evp = d, 因此 epyi/M = iwdyi. 
气 核 初 态 (基态 ) 的 归 一 化 波 函 数 为 


py ns (58.2) 


2T 7 
其 中 了 = 2.23MeV 为 结合 能 (参见 第 三 卷 8133)@. 终 态 波 函 数 可 以 取 为 自由 
运动 波 函 数 , 即 平面 波 





wp 一 ep7. (58.3) 
其 原因 在 于 : 在 我 们 所 考虑 的 理论 中 ,“ 和 气 核 的 线 度 ”1/x 和 相互 作用 的 有 效 
半径 a 相 比 是 很 大 的 . 因而 , 质子 和 中 子 之 间 的 相互 作用 只 在 5 态 中 才 必 须 
考虑 , 而 在 1 关 0 的 态 中 可 以 略 去 , 因为 其 波 函 数 在 小 距离 上 很 小 . 然而 按照 
选择 定 则 , 两 个 5 态 (基态 和 连续 谱 的 5 态 ) 之 间 的 电 偶 极 跃迁 是 禁止 的 , 所 
以 , 在 此 情形 下 忽略 终 态 中 核子 间 的 相互 作用 是 可 能 的 . 
利用 分 部 积分 法 求 出 矩阵 元 


人 
Pfi /f° 二 an? 3 2x 2D2 十 和 


(参见 857 第 2 个 注解 ). 
在 利用 表示 能 量 守恒 的 方程 : 














(2 +) =1+ 名 = 
我 们 最 后 得 到 光 致 晓 变 的 截面 (用 通常 单位 ) 为 


2 _ 7T\3/2 


3 (hy (BY 





在 本 节 中 ,p 代表 |pl. 
@ 引入 一 个 和 a 的 有 限 性 相关 的 修正 , 可 以 使 此 函数 更 准确 些 , 为 此 , 只 要 将 (58.2) 


式 中 的 归 一 化 系数 换 成 
2 
WU 2r(1 — ax) 


即 可 (参见 第 三 卷 (133.13)). 相应 地 , 在 截面 公式 中 也 会 出 现 因 子 1/(1 -ax). 应 该 说 ， 
这 个 修正 实际 上 是 很 大 的 : 对 于 气 核 基态 , axc s 0.4. 

气 核 基态 是 351 态 和 少量 3Di 态 的 “混合 ”, 这 是 由 于 张 量 核 力作 用 的 结果 (参见 
第 三 卷 8117). 我 们 将 不 考虑 这 种 混合 ,因此 将 忽略 张 量力 . 
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(HH. A, Bethe, R. Peierls, 1935). 它 在 fw = 27 时, 有 一 个 极 大 值 ; 而 在 hs 一 工 
或 fiw 一 co 时 , 趋 于 零 . 

然而 , 用 (58.4) 式 描 述 的 光子 的 电 偶 极 吸收 对 光电 效应 阅 附 近 (jw 接近 
于 了 的 截面 并 没有 多 大 贡献 . 这 是 因为 : 在 这 个 区 域内 , 主要 的 影响 来 自 到 9 
态 的 跃迁 , 而 在 电 偶 极 吸收 中 不 出 现 这 种 跃迁 . 在 电 四 极 吸收 中 也 不 出 现 这 种 
跃迁 : 虽然 在 此 情形 下 到 5 态 的 跃迁 并 不 违反 有 关 字 称 的 选择 定 则 , 但 却 为 
所 道 角 动量 的 选择 定 则 所 不 容 (因为 我 们 忽略 了 张 量力 , 所 以 五 和 3 分 别 守 
恒 ). 因此 , 要 计算 阔 值 附近 的 光 致 晓 变 截面 , 我 们 就 必须 考虑 磁 偶 极 吸 收 , 磁 
偶 极 吸收 所 遵从 的 选择 定 则 容许 5 态 之 间 的 跃迁 (E. Fermi, 1935). 

在 (58.1) 式 中 用 磁 抢 代替 电 矩 , 我 们 有 


1 
oD = 3 Mplpral (58.5) 


轨道 运动 的 磁 矩 对 AP 没有 贡献 , 因为 轨道 角 动 量 工 对 5 态 之 间 的 跃迁 没有 
和 矩阵 元 . 自 施 磁 矩 


VL = 2hpsp + nsn 三 2(Hp — Hn)sp + 2unS, 


其 中 5S = sp 十 sn, 而 pp 与 jn 分别 为 质子 与 中 子 的 磁 矩 . 当 忽略 张 量 核 力 时 ， 
总 自 旋 守 恒 , 因此 其 算 符 不 会 引起 跃迁 . 所 以 





Hfi = 2(8p)Fi(Hp — pn): 

















在 相同 近似 下 (忽略 张 量力 ), 自 旋 与 坐标 变量 是 分 离 的 . 和 波 函 数 一 样 , 矩阵 
元 是 自 旋 部 分 与 坐标 部 分 的 乘积 : 


pas = Aftp — pon) (sn "MleplepSM) 人 owndss 


但 是 , 自 旋 - 自 旋 核 力 的 存在 使 得 坐标 函数 (7) 满足 的 波动 方程 包含 自 旋 值 
5 作为 一 个 参量 . 若 8’ = 9, 则 w(7) 与 (7) 为 同一 算 符 的 本 征 函 数 , 因而 它 
们 是 正 交 的 . 因此 , 从 初 态 35 只 能 光 臻 赔 变 到 连续 谱 的 15 态 . 

当然 , (58.5) 中 的 平方 |pyi|? 应 该 对 初 态 中 自 旋 5 的 分 量 M 求 平均 , 于 
是 问题 归结 为 计算 量 


jg 2 sp8 M" |splspSM)|, 


其 中 sp = sn = 5,S =1, 8'= 0. 按照 角 动量 相 加 时 矩阵 元 的 普遍 公式 , 此 量 
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等 于 


Ss’ sn 
sp 1 





2 
1 7 
GSI rl sls = | a | (spllsplisp)l 


= sl(spllsollsn) | 
(此 处 用 到 第 三 卷 的 (107.11), (109.3) 式 ). 约 化 矩阵 元 为 
(spllspllsp) = /sp(sp + 1)(2sp + 1) = V373. 
是 (58.5) 式 变 为 
7 a 


初 态 波 函 数落 由 (58.2) 式 给 出 ; 而 终 态 波 函 数 为 





o00 = SoMp(p ~ pn) (58.6) 








光一 二 Po 


这 就 是 展开 式 (56.7) 的 第 一 项 (1 = 0), 该 函数 的 渐 近 形式 由 一 个 平面 波 与 一 
个 人 射 球面 波 组 成 ; 略 去 不 重要 的 相 因 子 . 由 于 积分 是 对 核 力作 用 力 程 范围 
外 区 域 进行 的 , 所 以 径 向 函数 为 

23in(pr + 5) 


7 


相 角 5 和 “质子 + 中 子 ” 系统 在 93= 0 时 的 虚 能 级 值 (1 = 0.067MeV) 相 联系 : 
cot 6 = 了 x1i= VMI 


Rro(7) = 


(参见 第 三 卷 8133). 于 是 
Moe 5 (27) )3/2 m/e —xrTrtipr eiidr = Es (as Im Es 
过 简单 的 代数 简化 , 我 们 对 光 致 暗 变 截面 得 到 如 下 表示 式 (用 通常 单 


oo0= DE (pe i . (58.7) 

当 js， 了 时 , 此 截面 因 V 现 二 了 而 趋 于 零 , 这 和 反应 阐 能 附近 截面 行为 的 一 
般 性 质 一 致 ( 见 第 三 卷 8147)， 

光 致 赔 变 的 逆 过 程 是 质子 被 中 子 辐射 俘获 . 俘获 截面 ce 可 以 借助 细致 

平衡 原理 由 光电 效应 截面 0 得 到 (比较 (56.15) 的 推导 过 程 ) 中 子 与 质子 的 


ee 
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自 旋 统 计 权重 等 于 2 x 2 =4. 尔 核 (在 5=1 的 态 中 ) 与 光子 的 统计 权重 等 于 
3x2=6. 所 以 
_ 3 (hw) 3(hw)? 


一 ce 二 万 


Oe 
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一 个 电子 系统 (为 确切 起 见 , 下 面 我 们 就 指 的 是 原子 ) 对 光子 的 散 映 包括 
吸收 一 个 初 态 光 子 k&, 并 同时 发 射 另 一 个 光子 kr. 散射 后 , 原子 的 状态 有 两 种 
可 能 : 或 仍 处 在 初 态 能 级 , 或 处 在 另 一 个 离散 能 级 . 在 第 一 种 情形 下 , 光子 的 频 
率 不 变 ( 瑞 利 散射 ), 而 在 第 二 种 情形 , 光子 的 频率 发 生 改 变 : 


0 = sR — E,, (59.1) 


其 中 万 与 Bo 分别 为 原子 的 初 态 与 终 态 能 量 © ( 拉 曼 散射 *). 如 果 原 子 的 初 态 
是 基态 , 在 拉 曼 散射 时 , Bo > Bi, 因而 w' < w: 散射 使 频率 降低 (所 谓 斯 托 克 
斯 情形 ). 在 受 激 原 子 上 的 散射 既 可 能 是 斯 托 殉 斯 情形 , 也 可 能 是 反 斯 托 克 斯 
情形 (w' > ww). 

由 于 电磁 微 扰 算 符 对 同时 改变 两 个 光子 占有 数 的 跃迁 没有 和 矩阵 元 , 因此 
散射 效应 只 有 在 微 扰 论 的 二 级 近似 才 出 现 . 必须 将 散射 看 成 是 通过 某 个 中 间 
态 发 生 的 , 中 间 态 可 能 有 两 种 类 型 ; 

(D 光子 被 吸收 且 原 子路 迁 到 其 一 个 可 能 的 状态 轧 ,; 接着 再 跃迁 到 终 
态 , 同时 发 射 一 个 光子 人; 

(11) 原子 发 射 光子 k' 且 跃 迁 到 为 , 态 , 接着 跃迁 到 终 态 , 同时 吸收 一 个 光 
子 有 . 


外 在 本 章 中 , 下 标 工 与 2 分 别 用 来 标记 散射 系统 初 态 与 终 态 的 量 . 

* 译 者 注 : 俄 文 原文 将 无 谱 线 移动 的 散射 称 为 “ 非 混合 散射 ”; 而 将 有 谱 线 移动 的 
散射 称 为 “组 合 散射 ”或 “混合 散射 ” 我 们 按照 中 国 的 《物理 学 名 词 1996》( 科 学 出 版 
社 1997 年 2 月 ), 将 前 者 译 为 “ 瑞 利 散射 ”; 而 将 后 者 诺 为 “ 拉 曼 散射 ”. 
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在 此 过 程 中 , 矩阵 元 表示 为 如 下 求 和 
ce ‘ Von Vnl Van Vi 
各 = (和 +) (59.2) 


(参见 第 三 卷 (43.7) 式 ), 其 中 “原子 + 光子 ”系统 的 初 态 能 量 为 61 = Bi 十， 
而 中 间 态 能 量 则 为 








C=E, Ei=B,+w+w, 

TY 为 吸收 光子 的 矩阵 元 , V' 为 发 射 光子 ji 的 矩阵 元 ; 对 n 求 和 不 包括 初 态 

(由 求 和 号 上 的 撤 号 表示 ). 散射 截面 为 

2 do 2do! 
(2m)3 

这 里 的 do' 为 尼 方向 上 的 立体 角 元 . 单位 时 间 内 散射 到 立体 角 do' 内 的 光 能 

量 d7 可 通过 入 射 光 强度 了 (能 流 密度 ) 表示 


do 一 27x|Va1| (59.3) 


1 
de 
ww 





我 们 假设 初 态 与 终 态 光子 的 波长 比 散 射 系 统 的 线 度 o 大. 因此 , 所 有 跃迁 
都 按 偶 极 近似 处 理 . 如 果 用 平面 波 描述 光子 态 , 那么 这 个 近似 相当 于 用 1 代替 
因子 e*". 这 时 , 光子 波 函 数 (在 三 维 横向 规范 中 ) 为 








1 
e 三 € = 
4 = 人 一 VAn er 
w 


V2u/ 
在 上 述 条 件 下 , 电磁 相互 作用 算 符 可 以 写成 


V = -d. 互 (59.4) 


其 中 忘 -= -作为 场 强 算 符 , G 为 原子 的 偶 极 矩 算 符 (类 似 于 电场 中 一 个 小 尺度 
系统 能 量 的 经 典 表 达 式 ; 参见 第 二 卷 842). 他 的 矩阵 元 为 


Wh = 一 iV2ru(e. dn), Vi, = iV2nw’(e” .don). 











将 这 两 个 式 子 代入 (59.2) 与 (59.3), 我 们 得 到 散射 截面 (用 通常 的 单位 )@: 





ws 


dc = Rcd 





(Gm er)d 0) dan: dn en ws 
| } do'/, (59.5) 


wnl—wW~—i0 wnl 十 ww' 一 i0 








nn 


hwni = En — Bi ww —w = wi2. 


这 个 公式 是 H. A. Kramers 和 Wi. Heisenberg 在 量 子 力 学 建立 之 前 首次 推导 出 来 
的 ， A. Kramers, W. Heisenberg, 1925). 
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求 和 对 所 有 可 能 的 原子 态 进行 , 包括 连续 谱 的 态 (这 时 态 1 与 态 2 从 求 和 中 自 
然 消去 , 因为 对 角 抢 阵 元 dil = dz2 = 0). 分 母 中 的 盛 限 小 虚 项 来 自 微 扰 论 中 
通常 的 极点 绕 行 法 则 (参见 第 三 卷 843): 在 求 和 变量 思 , (中 间 态 的 能 量 ) 上 附 
加 一 负 的 无 限 小 虚 部 ; 当 (59.5) 式 中 变量 及, 的 极点 落 入 连续 谱 区 时 , 绕 行规 
则 很 重要 (例如 , 若 1 态 是 原子 基态 , 当 j 超过 原子 的 电离 阐 值 时 , 就 出 现 这 
种 情况 ) 包 ， 

我 们 引入 符号 (通常 的 单位 )@ 





(cik)21 = 3 et 十 dr)an (dm (59.6) 


wnl—wW—i0 wnit+w 一 加 
(i,k 二 x,y,z) 为 三 维 矢量 指标 ). 利用 这 个 符号 , (59.5) 式 可 以 改写 成 


w(w 十 1l2)3 


c4 


标记 (59.6) 的 好 处 在 于 能 将 这 个 求 和 表示 成 某 个 张 量 的 矩阵 元 . 最 简单 
的 证 明 方法 是 定义 一 个 矢量 b, 其 算 符 满足 方程 


do |(cixr )21€ erl2do’. (59.7) 








证 十 wb ad. 
其 矩阵 元 为 pF 
bnl = nl ， bo 二 2 了 
WO— Wnl W 十 Cn2 
因此 


(cip)21 = (bpdi 一 dibk)21. (59.8) 


和 矩阵 元 (ci )z1 称 为 光 的 散射 张 量 . 

由 此 可 以 得 出 , 散射 的 选择 定 则 和 任意 二 秩 张 量 的 矩阵 元 的 选择 定 则 相 
同 . 我 们 立即 可 以 看 到 , 如 果 系 统 具 有 对 称 中 心 (因而 它 的 态 可 以 按 宇 称 分 类 )， 
那么 牙 迁 只 能 发 生 在 字 称 相同 的 态 之 间 (其 中 包括 态 没 有 变化 的 跃迁 ). 这 个 
选择 定 则 和 ( 电 偶 极 ) 辐射 的 宇 称 选择 定 则 相反 , 因而 产生 交错 禁 戒 : 在 辐射 
中 所 容许 的 跃迁 在 散射 中 是 禁 戒 的 , 而 散射 中 所 容许 的 跃迁 在 辐射 中 却 是 禁 
戒 的 ， 

张 量 cin 可 以 分 解 成 几 个 不 可 约 的 部 分 : 

Cik = C6ik 二 Ck 十 CC， (59.9) 
@ 对 分 子 而 言 ,电离 阐 就 是 离 解 成 原子 的 闹 能 . 


@ 以 下 859 一 861 中 所 引用 的 大 部 分 结果 来 自 G. Placzek 的 工作 (G. Placzek, 1931 一 
1933). 














1 1 1 
e0 it Cik Te 3 Cik 证 Cki) 二 COBip, ch Ee 本 (ca SS Cpi) (59.10) 


分 别 为 标量 、 对 称 张 量 ( 阵 迹 为 0) 与 反对 称 张 量 , 它们 的 矩阵 元 分 别 为 


Wnl 下 Wn2 
ij2n\Wijnl, .11 
6 党 er (di)ni (59.11) 











(ch)21 = 3 > el)on (dn)m + (di)on (i)n 


se (59.12) 
2w wi2 (qi ee ee nl (59.13) 





(ch )21 = > 


(为 简单 起 见 , 略 去 了 极点 绕 行 符号 ). 

我 们 来 研究 在 低频 光子 和 高 频 光子 的 极限 情形 下 散射 张 量 的 一 些 性 质 @. 

对 于 瑞 利 散射 (ul = 0), 当 w 一 0 时 散射 张 量 的 反对 称 部 分 趋 于 有 零 (由 
于 (59.13) 式 中 求 和 号 前 w 的 存在 ), 但 是 , 当 w 一 0 时 散射 张 量 的 标量 部 分 和 
对 称 部 分 趋 于 有 限 值 . 因此 , 当 w 很 小 时 , 截面 和 wt 成 正比 . 

在 相反 的 情形 下 , 当 频 率 w 比 (59.6) 式 中 所 有 重要 的 频率 wi, wno 都 大 
时 (当然 仍 应 保证 波长 六 @), 应 该 回 到 经 典 理论 的 公式 . 散射 张 量 若 按 1/w 的 
符 次 展开 , 展开 式 的 第 一 项 等 于 


E Sdn)an(di)n — (di)2n(dk)ni] = 了 (hd — didk)21, 


且 为 零 , 因为 上 和沙 对 易 . 展开 式 的 第 二 项 为 


(cig )21 = 三 》 oan (dk)an (di)at — (di)anwni (dp)nt] = (dd — didi)21. 


根据 定义 d = 》er ( 求 和 对 原子 中 所 有 电子 进行 ) 和 动量 与 坐标 的 对 易 关 系 ， 
我 们 得 到 
Ze? 
(Cig)11 = dk (Cik)21 = 0, (59.14) 
其 中 2Z 为 系统 中 的 总 电子 数 , m 为 电子 质量 . 于 是 , 在 高 频 极限 下 , 散射 张 量 
中 只 剩 下 标量 部 分 , 而 且 散 射 时 系统 的 状态 不 变 ( 即 散 射 是 完全 相干 的 , 参见 
下 面 ). 在 此 情形 下 , 散射 截面 为 




















do = 7222|e” .el?2do,, (59.15) 
名 共振 情形 ( 当 w 接近 wni 或 wan) 将 在 863 中 研究 . 
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其 中 re = e2m. 在 对 终 态 光子 的 极 化 求 和 以 后 , 我 们 得 到 : 


do = 7222{1— (e.n’)2}do 
(59.16) 


一 7222sin20 .do/， 


这 实际 上 就 是 经 典 汤姆 孙 公式 ( 见 第 二 卷 (80.7)); 9 为 散射 方向 和 人 射 兴 子 极 
化 矢量 之 间 的 夹 角 . 

我 们 来 研究 光 被 一 组 N 个 全 同 原子 集合 的 散射 , 这 些 原子 处 在 一 个 线 度 
小 于 波长 的 区 域内 . 相应 的 散射 张 量 将 等 于 每 个 原子 的 散射 张 量 之 和 . 然而 必 
须 注 意 , 一 起 考虑 的 几 个 相同 原子 的 流 西 数 (用 来 计算 偶 极 矩 的 矩阵 元 ) 不 能 
简单 地 认为 是 同一 函数 . 波 函 数 本 质 上 只 能 精确 确定 到 任意 相 因 子 的 程度 , 即 
每 个 原子 都 有 各 自 不 同 的 相 因 子 . 散射 截面 应 该 分 别 对 每 个 原子 的 相 因子 求 
平均 . 

每 个 原子 的 散射 张 量 (cin)z1 都 包含 因子 e(%?1-?23), 其 中 pl 与 pa 分 别 为 
初 态 与 终 态 波 函 数 的 相位 . 对 拉 曼 散射 来 说 , 态 1 与 态 2 是 不 同 的 , 并 且 这 个 
因子 不 等 于 1. 在 模 的 平方 
































2 
Er Eh > coa| 


中 ( 求 和 对 全 部 N 个 原子 进行 ), 属于 不 同 原 子 的 项 之 乘积 将 包含 这 样 一些 相 
因子 , 在 对 各 原子 的 相位 独立 求 平均 时 , 这 些 相 因子 将 消失 , 因而 只 剩 下 每 一 
项 的 平方 模 . 这 意味 着 , N 个 原子 的 散射 总 截面 是 一 个 原子 散射 截面 的 入 倍 
(散射 是 不 相干 的 ). 

但 是 , 如 果 原 子 的 初 、 终 态 相 同 , 那么 因子 et?1-?23) = 1. 在 这 种 情形 下 ， 
一 组 原子 的 散射 振幅 将 是 一 个 原子 的 散射 振幅 的 NN 倍 , 因此 散射 截面 将 相差 
一 个 N? 的 因子 (散射 是 相干 的 )@. 如 果 原 子 能 级 是 非 简 并 的 , 那么 瑞 利 散 财 
是 完全 相干 的 . 如 果 能 级 是 简 并 的 , 那么 由 于 原子 中 各 种 相互 简 并 的 态 之 间 跃 
迁 , 将 会 产生 不 相干 的 瑞 利 散射 . 值得 指出 , 这 是 一 种 纯 量 子 的 效应 : 在 经 典 理 
论 中 , 任何 频率 不 变 的 散射 都 是 相干 散射 

相干 散射 张 量 由 对 角 化 矩阵 元 (cip)ii 给 出 , 记 作 aik( 为 简单 起 见 , 略 去 了 
表示 原子 状态 的 下 标 ). 按照 (59.6) 式 ， 


(di)1in (dk )nl 和 ee | | 


wni—w—i0 wnt+w—id 














(59.17) 


aak(w) S (Cik)11 = > | 





@ 我 们 看 到 , (59.15) 和 (59.16) 中 的 因子 2? 的 来 源 相同 : 一 个 原子 中 Z 个 电子 相干 
散射 的 截面 为 一 个 电子 散射 截面 的 2Z2 倍 . 
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这 个 表示 式 也 可 写成 


aik(w) = 启 全 Z6ik 二 到 | Ca 中] (59.18) 


wnl 一 ww 一 iD wm 十 上 一 训 














用 到 极限 表示 式 (59.14). 其 中 p 为 一 个 原子 中 电子 的 总 动量 . 以 上 两 式 的 等 
价 性 是 不 难看 出 的 , 只要 注意 到 动量 矩阵 元 和 侦 极 矩 矩 阵 元 之 间 的 如 下 关系 
式 





epin/™m iwindin, 


再 利用 推导 (59.14) 时 用 过 的 关系 式 . 
如 果 和 和 与 差 Bi 土 w 不 等 于 任何 一 个 原子 能 级 (其 中 包括 连续 谱 区 域 
内 的 能 级 ), 则 可 略 去 分 母 中 的 i0 项 . 既然 pi,, = pni, 就 可 将 张 量 on 看 成 是 厄 
米 的 昌 : 
Qik 一 Qk;. (59.19) 
这 意味 着 其 标量 部 分 与 对 称 部 分 是 实 的 , 而 反对 称 部 分 是 虚 的 . 如 果 原 子 处 于 
非 简 并 态 , 反对 称 部 分 显然 等 于 零 . 这 种 状态 的 波 函 数 是 实 的 , 因而 对 角 和 矩阵 
元 也 是 实 的 . 
张 量 aik 和 原子 在 外 电场 中 的 极 化 度 有 关系 . 为 了 找到 这 个 关系 , 我 们 来 
计算 系统 在 处 于 如 下 外 电场 时 其 偶 极 矩 平均 值 的 修正 
1 


3 (Bet + E*eit). (59.20) 


为 此 , 可 利用 已 知 的 微 扰 论 公式 (参见 第 三 卷 $40). 如 果 系 统 受 到 的 微 扰 为 





























六 二 Foiwt 十 所 二 eit， 
那么 , 对 基 个 量 太 的 对 角 和 矩阵 元 的 一 级 修正 为 


SS ay ge Jo Fn it 
11 Wnl—wW—i0 wni+t+w+t+id 


n 


平 | pe 平 A a 


wnl 二 wm-i0 wim—w+i0 





( 微 扰 玉 应 该 看 成 是 从 t= -ce 时 无 限 缓慢 地 加 上 去 的 , 因而 在 第 一 项 中 钦 
应 该 理解 成 w 十 io, 而 在 第 二 项 中 则 应 理解 成 w 一 i0; 分 母 中 的 虚 部 就 是 ; 
加 上 去 的 ). 


Q 这 个 结果 是 由 于 忽略 了 光谱 线 的 自然 宽度 ,因而 也 忽略 了 入 射 光 被 吸收 的 可 能 
性 (参见 862). 
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在 现在 这 个 情形 下 , 所 = -d- 瑟 /2, 对 偶 极 撑 对 角 和 矩阵 元 的 修正 为 


a = et Ee) (59.21) 





其 中 d 是 一 个 矢量 , 其 分 量 为 





下 = ob) By, (59.22) 


张 量 a 四 (w) 的 表示 式 不 同 于 aix 的 表示 式 (59.17), 区 别 是 第 二 项 分 母 中 的 虚 
部 的 符号 相反 . 按照 定义 , a 久 (w) 是 原子 在 频率 为 w 的 场 中 的 极 化 张 量 . 如 果 
频率 值 使 得 分 母 中 的 虚 部 可 以 略 去 , 从 而 使 张 量 aik 成 为 厄 米 的 , 而 张 量 aa 
和 af 彼此 相合 . 特别 是 , 当 w = 0 时 , (59.22) 式 就 变 成 第 三 卷 中 的 (76.4) 式 ， 
而 由 (59.17) 得 到 的 ok(0) 就 和 第 三 卷 中 静态 极 化 张 量 的 表示 式 (76.5) 相同 . 
我 们 还 会 看 到 , 如 果 1 态 是 基态 9, 则 所 有 的 wai > 0, (59.17) 中 第 一 项 的 绕 行 
规则 只 有 当 w > 0 时 才 是 重要 的 , 而 第 二 项 的 绕 行规 则 只 在 w <0 时 才 重要 . 
在 这 种 情形 下 ， 

















oip(w) = oP (Jl). (59.23) 


散射 理论 的 公式 无 疑 有 w > 0; 因此 , 张 量 wk 和 极 化 张 量 相 同 . 

我 们 不 仅 需要 知道 截面 , 还 需要 知道 光子 的 散射 振幅 f. 和 通常 在 微 扰 论 
中 一 样 , 它 和 取 相 反 符 号 的 矩阵 元 (59.2) 只 相差 一 个 归 一 化 因子 . 归 一 化 因子 
的 选取 应 该 使 截面 (59.7) 能 够 写成 dc = |fl?2do' 的 形式 , 对 于 弹性 散射 振幅 ， 
我 们 求 出 





f 一 Wiker Ek. (59.24) 


按照 光学 定理 (参见 以 下 的 (71.10) 式 ), 向 前 散射 振幅 (动量 和 极 化 都 没 
有 变化 ) 的 虚 部 决定 对 给 定 的 光子 初 态 所 有 可 能 的 弹性 和 非 弹 性 过 程 的 总 截 
面 Ort: 


4 ik 一 Os 
Or 二 万 各 (w2aikeyeh) = deter. (59.25) 


由 此 可 见 , 总 截面 由 散射 张 量 的 反 厄 米 部 分 确定 . 

(59.25) 式 有 简单 的 经 典 含义 . 电场 吾 在 单位 时 间 内 对 电荷 系统 所 做 的 
功 为 》 ev. 马 = 马 .d. 将 场 写成 (59.20) 的 形式 , 而 将 偶 极 矩 写成 (59.21) 和 
(59.22) 的 形式 , 这 个 功 对 时 间 求 平均 , 得 到 


1 Qik 一 Qt7 
二 W| 责 | ?eyekr 一 一 一 一 多 
2 21 


@ 因为 激发 态 寿 命 有 限 , 所 以 只 有 这 种 情形 (以 后 我 们 将 遇 到 ) 才能 进行 精确 处 理 . 
参见 862. 
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(及 = eB). 另 一 方面 , 如 果 吾 是 人 射 光 的 场 , 那么 平均 能 流 密度 为 |B22|/8n, 而 
原子 所 吸收 的 能 量 为 








Bo 
8 
令 上 面 两 式 彼 此 相等 , 我 们 就 得 到 (59.25) 式 . 
如 果 原 子 基态 的 角 动 量 J 为 零 , 则 由 于 球 对 称 性 , op = oSix, 并 因此 


ot = 4rwIm a. (59.26) 


对 于 角 动 量 不 为 零 的 系统 , 对 角 动 量 的 所 有 空间 方向 求 平均 的 量 也 有 类 似 的 
关系 式 (参见 860). 
当 光 子 能 量 超过 原子 的 电离 立时 , 对 总 截面 me 的 主要 贡献 来 自 电离 过 程 
(在 光电 效应 中 吸收 光子 ). 散射 截面 是 e2 的 更 高 阶 的 量 ( 试 比较 , 例如 , (56.13) 
与 (59.16) 式 ) . 
如 果 光 子 能 量 低 于 电离 益 (但 又 距离 共振 较 远 , 即 离 原子 的 任何 一 个 离 
散 的 激发 频率 较 远 ), 那么 截面 (此 时 可 化 为 散射 截面 ) 与 振幅 的 虚 部 , 和 振幅 
的 实 部 相 比 , 是 更 高 阶 的 小 量 . 略 去 虚 部 , 我 们 就 重新 得 到 (59.19). 在 共振 的 
邻 域 情形 就 不 同 了 , 在 这 里 截面 将 增 大 ; 这 个 情形 将 在 863 中 讨论 . 
和 散射 一 样 , 二 级 微 扰 论 中 出 现 的 双 光 子 过 程 也 包括 二 重 发 射 , 即 一 个 原 
子 同 时 发 射 两 个 光子 . 
这 个 过 程 的 概率 表达 式 和 (59.5) 式 的 区 别 仅 仪 是 作 了 代 换 ww 一 -~w, e 一 
e* (发 射 光子 w 而 不 是 吸收 ) 和 一 个 额外 的 因子 
dk _ wdwdo 
(2m)3 (2m3 
这 是 在 频率 w 与 方向 的 给 定 范围 内 发 射 光 子 的 量子 态 数 ; 第 二 个 光子 的 频 
率 w 由 等 式 ww 十 w= wi 确定. 因此 , 在 单位 时 间 内 的 发 射 概率 为 台 






































dw = nae oi od dw, (59.27) 


其 中 





ea (Gi)2n(dr)n1 (dx)2n(di)nl 
(bi )21 = > 医 0 四 加 i .| 
和 (59.6) 式 中 (cat 的 区 别 只 是 书 符号 的 改变 ,将 此 式 对 光子 的 极 化 求 和 并 

对 其 发 射 方向 积分 @, 我 们 得 到 
8wa3w/3 
9rh2c6 ll 
@ 这 里 和 本 节 的 后 半 部 分 都 采用 通常 的 单位 . 
@ 这 个 运算 包括 对 方向 e 的 平均 : 5 呈 = 58ix, 再 乘 以 2x3x dr x dr 


dw 一 Di)all2dw. (59.28) 
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和 发 射频 率 为 w 十 w 的 单一 光子 的 概率 比较 , 发 射频 率 分 别 为 w 和 ww 
的 两 个 光子 的 概率 通常 是 很 小 的 . 选择 定 则 禁止 单 光子 发 射 过 程 而 义 允 许 发 
射 双 光 子 时 出 现 一 些 例 外 情形 . 例如 , J = 0 的 两 个 状态 之 间 的 跃迁 就 是 这 样 
的 . 在 这 个 例子 中 , 发 射 一 个 光子 的 任何 过 程 都 被 严格 禁 戒 . 另 一 个 例子 是 从 
氢 原 子 的 第 一 激发 态 (2s;) 到 基态 (1s3 ) 的 跃迁 . 不 论 是 对 B1 辐射 , 还 是 对 
M1 辐射 , 这 个 过 程 都 被 禁 戒 (参见 852 的 习题 2)@. 

如 果 原 子 处 于 一 个 入 射 光子 w, 流 的 场 中 , 那么 除了 自发 二 重 发 射 外 
(其 概率 为 (59.27)) , 还 存在 受 激 二 重 发 射 : 在 这 个 场 的 影响 下 , 除了 发 射 一 个 
wk' 光子 外 , 还 发 射 一 个 和 外 场 一 样 的 光子 . 这 个 过 程 的 概率 和 自发 发 射 的 
概率 相差 一 个 因子 Nk.。, 它 是 给 定 le 的 人 射 光子 数 密度 . 入 射 光子 流 密度 为 

d3k w2 


di = ck-e Ton)s = Ne rao 


用 d7 表示 Nk.e 并 用 df 去 除 以 过 程 的 概率 , 我 们 得 到 其 截面 
































dwdo. 





13 
do = Tz |(bin)12et ek do (59.29) 
类 似 地 , 如 果 原 子 处 在 wk' 光子 的 场 中 , 那么 当 光 子 w, k 入 射 在 它 上 面 时 ， 
就 会 产生 受 激 拉 曼 散射 ， 其 截面 和 光子 ww, 居 的 数 密度 成 正比 . 
对 具体 原子 计算 张 量 (cip)ia 或 (bip)12 时 , 要 求 计 算 如 下 形式 的 求 和 : 
d; nn d n 
(MR)2 = >， es ee (59.30) 


nn 


互 的 取 值 为 妃 土 有 或 如 土 用. 为 简洁 计 , 假定 我 们 讨论 的 是 氢 原 子 . 我 们 
将 (59.30) 式 的 求 和 写成 积分 形式 : 








(MO )a1 一 {Baer Ede dandy, (59.31) 


) 
尖 


G(r, rT’; E) = ara) i : 


将 算 符 至 一 已 作用 于 函数 G 上 , 其 中 六 为 原子 的 哈密 顿 算 符 . 由 于 
到 = Enwn, 我 们 得 到 


(59.32) 











(他 一 本 G= 》 ,pn(7) 巡 (r). 


加 对 于 二 重 发 射 ,能 级 2 的 寿命 约 为 0.15 
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由 于 波 函 数 系 加 是 完备 的 , 这 个 求 和 为 8 函数 6(r 一 7 人 ). 因此 , 函数 G 满足 
方程 

(HB -EG(r,r’; E) = 6(r — 7), (59.33) 
即 函 数 G 为 薛 定 雇 方程 的 格林 函数 ((59.32) 式 的 绕 行 规则 决定 了 这 个 方程 的 
解 应 该 如 何 选 取 ) . 于 是 , (59.30) 式 的 求 和 问题 就 归结 为 求解 原子 的 格林 函数 . 
然而 , 只 有 当 齐 次 薛 定 讨 方 程 的 精确 解 已 知 时 , 才 可 能 有 方程 (59.33) 的 精确 
解 . 所 以 , 实际 上 只 有 对 氧 原 子 才能 写 出 方程 (59.33) 的 精确 解 吕 . 


习 题 


计算 一 个 电子 ( 非 相对 论 性 的 ) 被 近似 单 色 光 的 驻 波 弹 性 散射 的 概率 (II. 
JI. Karmmrna, P. A. M. Dirac, 1933). 

解 : 驻 波 可 以 看 成 是 动量 为 kk 和 一 k 而 极 化 相同 的 光子 的 组 合 . 电子 的 散 
射 可 以 看 成 是 吸收 一 个 动量 为 尼 的 光子 再 发 射 一 个 动量 为 -kk 的 光子 . 结果 ， 
电子 的 动量 万 增加 2ji 并 转 一 个 角度 9 (大 小 不 变 ), 0 满足 关系 四 si 
这 个 过 程 的 概率 可 由 汤姆 孙 散 射 截面 (59.15) 


























do = rile”* .el2dqo =72do/， 


谚 以 动量 为 尺 的 光子 流 密 度 和 动量 为 ~- 尼 的 光子 数 得 到 . 
频率 在 dw 内 的 光子 流 密度 等 于 


cU,dw/ (2hw), 


其 中 Udw 为 驻 波 在 谱 间 晤 dw 内 的 能 量 密度 (因子 了 是 由 于 考虑 到 波 的 能 
量 被 在 相反 方向 上 运动 的 光子 平分 ). 形成 驻 波 的 所 有 光子 的 动量 都 平行 于 
一 定 的 方向 n ( 驻 波 的 “方向 ”). 换 句 话说 , 能 量 密度 是 频率 和 光子 方向 mn! 的 
函数 : Un 二 U8 四 (nm 一 n). 因此 , 动量 为 -kk 的 光子 数 等 于 

[EE Os | 
(比较 (44.8)). 这 样 ,我们 就 得 到 单位 时 间 内 电子 的 散射 概率 为 

2m3e4 
-a Vi 

由 于 已 假定 非 单 色 性 Aw 很 小 , 故 将 因子 w-4 提 到 积分 号 外 . 积分 的 数值 和 
Aw 成 反比 (在 给 定 总 强度 的 情形 下 ). 


人 参见 L. Hostler, Journal of Mathematical Physics 5, 591, 1964. 用 此 格林 函数 计算 氧 
原子 的 散射 振幅 , 请 参见 4. I. TT. panosckni, ;3 工 再. 56, 605, 1969. 














; 
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假如 原子 的 能 级 是 非 简 并 的 , 则 相干 散射 的 极 化 率 与 强度 由 同一 张 量 
Qik 三 (Cig)11 决定 . 但 假如 能 级 是 简 并 的 , 则 这 两 个 量 的 观察 值 由 对 该 能 级 所 
有 状态 求 平均 得 到 . 极 化 率 必须 定义 为 平均 值 











aik = (Cikp)11: 
观察 到 的 散射 强度 由 如 下 乘积 的 平均 值 决定 : 
(Cig )11 (Cim)11: 


极 化 率 和 散射 之 间 的 联系 变 得 较为 间接 . 

我 们 指出 , 尽管 每 个 (cix)il 可 能 是 复数 , 它们 的 平均 值 却 是 实数 (假定 没 
豚 收 , ask 为 厄 米 张 量 ). 实际 上 , 求 平均 时 可 以 任意 选择 (与 给 定 简 并 能 多 
相对 应 的 ) 一 组 独立 的 小 函数 , 这 时 总 可 以 使 得 所 有 的 函数 都 是 实数 . 

对 自由 (未 处 于 外 场 中 ) 原子 或 自由 分 子 而 言 , 能 级 的 简 并 通常 是 和 角 动 
量 在 空间 的 取 疝 自由 相 联 系 的 . 设 散 射 时 初 态 的 角 动 量 为 且 , 而 终 态 的 为 万, 
如 通常 那样 , 散射 截面 应 该 对 所 有 的 Mi 分 量 值 求 平 均 , 并 对 Mz 值 求 和 . 求 
平均 后 , 截面 不 再 依赖 于 M2, 因而 , 紧 接着 的 求 和 等 价 于 乘 以 (2 态 二 1). 所 以 ， 
平均 散射 截面 为 


























于 























do = ww S02l) exekefex do’, (60.1) 
其 中 
1 
》 (cn)2i(cim)ss = (2 + (nam , (60.2) 
2 所 十 1 a 


带 上 标 1 的 横 线 表示 对 Mi 求 平均 . 

对 于 瑞 利 散射 , 态 1 和 态 2 属于 同一 能 级 (wi2 = 0). 如 果 只 考虑 相干 散 
射 , 态 1 和 态 2 必定 完全 相同 , 所 以 , Mi = M2. 在 这 种 情形 下 , 要 对 M2 求 和 
且 因 此 (60.2) 中 的 因子 2 及 十 1 不 再 出 现 : 

cr = (Gr) Cam) . (60.3) 

这 个 平均 的 结果 并 不 需要 进一步 的 计算 就 可 以 写 出 来 , 因为 对 Mi 求 平 
均等 价 于 对 系统 的 所 有 取向 平均 , 此 平均 值 只 能 通过 单位 张 量 8ik 表示 . 这 时 ， 
只 有 散射 张 量 的 标量 部 分 、 对 称 部 分 与 反对 称 部 分 的 分 量 之 积 的 平均 值 可 以 
不 为 零 . 显然 , 由 单位 张 量 不 可 能 得 到 具有 交叉 乘积 对 称 性 的 表示 式 , 因此 





(QD) = GY Sand1m 二 cf)2 + el)e, (60.4) 


Ciklm iklm 
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其 中 
G9 = (2 + DN), 
cs = (2 + (od a (op ， (60.5) 
ce = (2 + Dd) atop . 

换 句 话说 , 自由 取向 系统 的 散射 截面 (以 及 散射 强度 ) 是 三 个 独立 部 分 之 和 , 它 

们 分 别 为 标量 散射 、 对 称 散 射 与 反对 称 散 射 . 

(60.4) 式 三 项 中 的 每 一 项 都 可 用 一 个 独立 量 表示 : 标量 散射 用 G9 表示 ; 
而 对 于 对 称 散 射 和 反对 称 散射 , 我 们 有 





ee 2 
人 全 车 “2 (seam + Sim Spi 一 jodi ) ; 


1 
G21 = (2J2 + 1)(c$)21(ch )21 ; 

1 (60.6) 
cl21)0 一 6 C21 (dudkm — Him Og), 


iklm 
| 
G3 = (2 + 1)(c& )21(c® )21 


(单位 张 量 的 组 合 根据 对 称 性 推出 , 公共 因子 由 成 对 指标 纪 ! 与 m 的 缩 并 求 
由 
将 (60.4) 一 (60.6) 式 代入 (60.1) 式 , 就 得 到 散射 截面 的 表示 式 : 


1 2 
d= ww Gnle" .el + Gh (ltle .el — le” .el 
10 3 
1 
+aGa(l —|e’. oD) ae (60.7) 


此 式 明显 表示 出 散射 的 角度 依赖 性 与 极 化 性 质 . 

通过 对 终 态 光子 的 极 化 求 和 并 对 初 态 光 子 的 极 化 与 人 射 方向 求 平均 , 不 
难 从 (60.1) 式 直 接 得 出 任何 方向 上 散射 的 总 截面 , 注意 到 , 如 果 不 仅 对 光子 的 
极 化 求 平 均 , 而 且 对 光子 的 传播 方向 求 平均 , 则 有 


EtEk 一 ip /3, 


(对 这 些 量 的 求 和 将 使 结果 增 大 一 个 因子 2 x 4n). 结果 为 





厅 一 ww 六 这 wuaG9 + G3 + G31). (60.8) 

我 们 已 经 指出 过 , 散射 的 选择 定 则 和 任意 二 秩 张 量 矩阵 元 的 选择 定 则 相 

同 . 由 于 散射 强度 可 分 解 成 三 个 独立 部 分 , 所 以 对 其 每 个 部 分 分 别 讨论 这 个 规 
则 是 方便 的 . 
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对 称 散射 的 选择 定 则 和 电 四 极 辐射 的 选择 定 则 相同 , 因为 后 者 也 由 不 可 
约 对 称 张 量 ( 电 四 极 张 量 ) 决定 . 反对 称 散 射 的 选择 定 则 和 和 磁 偶 极 辐射 的 选 
择 定 则 相同 , 因为 二 者 都 由 轴 矢 量 决 定 (反对 称 张 量 等 价 于 (或 对 偶 于 ) 轴 矢 
量 )@ . 但 是 这 里 有 一 个 差别 : 在 辐射 情形 中 给 出 电 抢 和 磁 和 抢 平 均值 ( 且 不 和 
辆 射 牙 迁 对 应 ) 的 那些 对 角 抢 和 阵 元 , 在 散射 情形 中 是 非常 重要 的 , 这 是 因为 它 
们 和 相干 散射 相 联 系 . 

标量 散射 的 选择 定 则 和 标量 和 矩阵 元 的 选择 定 则 相同 . 这 意味 着 只 有 对 称 
性 相同 的 状态 之 间 才 有 可 能 发 生 跃 迁 . 特别 是 , 总 角 动 量 J 及 其 分 量 M 的 值 
必须 相同 (并 且 M 的 对 角 和 矩阵 元 和 M 无 关 ; 参见 第 三 卷 (29.3)). 因此 , 对 瑞 
利 散射 , 态 1 和 态 2 必须 完全 相同 (不 仅 能 量 相同 , 而 且 M 也 相同 ), 而 且 瑞 利 
标量 散射 是 完全 相干 的 . 相反 , 由 于 标量 散射 中 的 所 有 状态 总 是 由 它们 互相 组 
合 的 , 因此 在 相干 散射 中 总 存在 一 个 标量 部 分 . 

对 于 在 空间 中 自由 取向 的 系统 , 和 上 面 对 散 射 截面 求 平 均一 样 , 极 化 张 量 
也 必须 对 角 动 量 厂 的 方向 求 平 均 . 这 个 平均 非常 简单 : 显然 , 我 们 有 

















EE 
Qik (Cig) 一 (c0)11 ik: 


由 于 6i% 是 唯一 的 二 秩 各 向 同性 张 量 , 散射 张 量 的 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 在 
平均 时 消失 . 

上 面 说 过 , 标量 的 对 角 和 矩 阵 元 不 依赖 于 Mi, 因此 (co)ii 上 的 求 平均 符号 
可 以 略 去 (这 个 量 对 任何 Mi 值 都 能 计算 ), 因此 极 化 率 为 








ai 三 (CO) 11 Big. (60.9) 
由 于 同样 原因 , 决定 相干 散射 标量 部 分 的 量 G9, 中 的 求 平均 符号 也 可 赂 去 : 
Gy = RoE = (0) (60.10) 


( 略 去 了 因子 272 十 1, 和 (60.3) 式 一 致 ). 这 样 一 来 , 平均 极 化 率 和 相干 散射 的 
标量 部 分 之 间 有 一 个 简单 关系 . 二 者 都 由 下 面 的 量 确定 : 


2 Wn 
(Ou =32, 全 do (60.11) 
n n 
习 题 


1. 求 线 偏 振 光 散射 时 的 角 分 布 和 退 偏振 度 . 
当然 , 这 里 指 的 是 和 对 称 性 相 联系 的 选择 定 则 , 而 不 是 辐射 情形 中 和 轴 矢 量 的 
具体 形式 相 联系 的 选择 定 则 ; 磁 矩 矢量 包含 自 旋 部 分 , 而 在 散射 情形 中 所 说 的 是 纯 轨 
道 (坐标 ) 量 的 矩阵 元 
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解 : 设 0 为 散射 方向 mw 和 入 射 光 的 偏振 方向 e 之 间 的 赤 角 . 散射 光 包 含 
两 个 独立 分 量 : 一 个 是 在 平面 mw', e 内 的 偏振 分 量 (强度 为 万 ), 另 一 个 是 与 此 
平面 重 直 的 分 量 (强度 为 万 ); 退 偏振 度 为 五 /万 , 强度 万 和 万 由 ef 取 适当 方 
向 时 的 公式 (60.7) 确定 . 

在 标量 散射 中 , 光 在 同一 平面 内 保持 完全 偏振 (12 = 0), 强度 的 角 分 布 为 


站 人 
2 


此 处 及 以 下 ,了 = 五 十 五 的 归 一 化 是 使 得 对 方向 求 平 均 时 为 1 
在 对 称 散 射 中 


3 本 万 3 
和 站 
00 0 
在 反对 称 散射 中 ， > 
了 一 = 2 二 = 一. 
It 十 co8“ 0)， -wa 


2. 同上 题 , 但 是 将 线 偏振 光政 为 自然 光 . 
解 : (60.7) 式 要 应 用 于 入 射 ( 非 偏振 ) 自然 光 , 必须 作 代 换 


1 
Ciekp ~ 3 (0ik 4 Ning), 


这 相当 于 在 给 定 入 射 方向 n 的 条 件 下 , 对 偏振 方向 e 求 平均 . 散射 光 将 是 部 
分 偏振 的 , 从 对 称 性 考虑 , 很 明显 , 其 两 个 独立 分 量 为 散射 平面 ma ml 内 的 线 仿 
振 光 (强度 为 用 ) 与 和 此 平面 垂直 方向 上 的 线 偏振 光 (强度 为 攻 ). 散射 角 (n 
和 mn’ 间 的 夹 角 ) 用 0 表示. 

对 于 标量 散射 ， 


3 了 
了 三 厂 十 媳 一 了 T(L+cos 0)， 7 = cos?6; 


对 于 对 称 散 射 





_3 四 /i 站 } 
T= 70(13+cos 0)， 一 = ; 


对 于 反对 称 散射 


了 
三 0 0)， 才 二 1+sin20. 
8 I 


3. 试 确定 圆 偏振 光 散射 中 的 反 转 因子 (“ 反 转 ”方向 上 国 偏 振 分 量 强度 
和 “正常 ”方向 上 偏振 分 量 的 强度 之 比 ). 

解 : 辕 偏 振 入 射 光 的 角 分 布 与 退 偏振 度 (7j/ 石 ) 和 自然 光 散射 中 是 相同 
的 ， 
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设 入 射 光 的 矢量 e 具有 分 量 (1,i,0)/V2 (坐标 系 取 法 如 下 : zz 平面 为 散 

射 平面 , z 轴 为 nl 方向 ), 这 时 , 散射 光 的 “ 反 转 ”和 “正常 ” 圆 偏振 分 量 的 极 化 
矢量 分 别 为 

7 1 - 。 7 1 , 

BE Or 和 e' 一 本 

利用 (60.7) 式 计 算 强 度 , 便 求 得 三 种 散射 的 反 转 因子 P: 


0 a 13 + cos20 十 10cosb Ee cos4(0/2) 
2 13+cos20—10cos0’ 1 一 sin4(0/2) 


一 Sin0)， 





(0 为 散射 角 ). 

4. 计算 低频 光子 被 基态 所 原子 散射 的 鹤 面 . 

解 : 低频 光子 只 可 能 受到 弹性 散射 . 由 于 氢 原 子 基 态 的 轨道 角 动 量 卫 = 0， 
选择 定 则 (忽略 自 旋 轨 道 耦合 ) 只 允许 标量 散射 . 原子 的 静态 极 化 (用 通常 的 


单位 ) 为 
9 外 站 
“=3 (2 ) 
(参见 第 三 卷 876 习题 4). 将 其 代入 (60.8) 式 , 便 得 到 所 求 的 蕉 面 : 
wd4f A 
ns 人 (zz) 


5. 计算 氛 核 对 YY 射线 弹性 散射 的 截面 (H. A. Bethe, 及 . Peierls, 1935). 
解 : 氛 核 基态 及 其 连续 谱 态 ( 离 解 的 氛 核 ) 的 波 函 数 为 


各 = 六 7 bp = ow”, x=VMI 


r 


你 见 (58.2) 和 (58.3) 式 ). 偶 极 矩 矩阵 元 dpo = ~ieppo/(JMwpo) 已 在 858 中 计 


由 过 : 
和 4nie x Dp 
PD MwpoV 2rxc2 十 22， 


并 且 频 率 为 upo = (p2 + xz2J/M. 极 化 张 量 为 


2 Wp ld 
Qik 一 
* 3 wo— a a 7 3 


第 一 项 和 和 氛 核 内 部 自由 度 的 虚 激 发 有 关 , 可 写成 (60.11) 的 形式 . 第 二 项 则 和 
波 场 对 氛 核 的 整体 平移 运动 的 作用 有 关 . 由 于 此 运动 是 准 经 典 的 , 因而 散射 张 
量 的 相应 部 分 由 (59.14) 给 出 ( 须 将 m 换 成 氛 核 的 质量 2M). 


> 


六 
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aik 的 计算 归结 为 求 积分 


1=3/ z4dz so2 _Mw w 
2/ GIT] x 











n=3 zdz 
1 2 (+) + 1 


当 了 <1L 时 ,被 积 函 数 在 复 变 量 z 的 上 半 平 面 内 有 极点 iivTT7, ivTIT 二 了; 
由 这 些 极 点 的 留 数 可 计算 积分 .有 0. 结果 为 


-3 {+ (a +- 二) 


9 274 274 872 yt 





用 aik 表示 总 散射 鹤 面 , 根据 (60.8) 和 (60.10), 它 等 于 (用 通常 单位 ): 


_8x/e ee 
3 me 
当 Y>>1 时 ( 即 在 氛 核 电离 阙 以 上 ) 的 散射 振幅 可 通过 解析 延 拓 由 y<1 


时 的 散射 振幅 得 到 ; 这 个 振幅 有 一 虚 部 , 且 必 定 为 正 的 (按照 (59.17) 的 绕 行 法 
则 ): 


4 2 
372 ”372 


em 


[1 +) + (1 TF 








_ 8 


i 4 2 3/2 2 sz 
的 a yl1. 
7 一 本 ( 吉 ) | ee a 了 





当 了 交工 时 ,我 们 得 到 ao = (8r/3)(e2/Me2)2. 如 应 该 的 那样 , 它 和 一 个 自由 质 
子 的 ( 非 相 对 论 ) 散射 一 致 . 
辐射 的 角 分 布 为 
do = 07(1 + eos OT, 


其 中 08 为 散射 角 . 根据 (59.24) 确定 散射 振幅 后 , 我 们 有 


_ 2e2 (y—1)3/2 
Im f(0) = 3MB J Y>1. 
按照 光学 定理 (59.26), 此 量 应 当 等 于 wos/4n, 其 中 oi 为 光 致 离 解 的 总 截面 
(58.4)， 由 于 弹性 散射 蕉 面 (~ e4) 是 比 离 解 堆 面 (~ e2) 更 高 阶 的 小 量 (参见 
(58.4 )), 因此 oi 等 于 离 解 截面 . 由 于 同样 原因 , 在 此 近似 中 , 当 J 了 <1( 即 在 离 
解 阀 以 下 ) 时 , 散射 振幅 为 实数 . 
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$61 分 子 散 射 


分 子 散射 的 特殊 性 质 和 构成 分 子 光谱 理论 的 基础 的 性 质 是 回 样 的 , 即 可 
以 将 原子 核 不 动 时 的 电子 状态 和 原子 核 在 给 定 电 子 有 效 场 中 的 运动 分 开 来 
处 理 . 

设 入 射 光 的 频率 w 小 于 电子 第 一 激发 能 量 w。. 于 是 在 散射 过 程 中 , 电子 
谱 项 不 可 能 被 激发 散射 将 是 瑞 利 散射 , 或 是 存在 转动 (或 振动 ) 能 级 激发 的 
拉 曼 散射 . 

其 次 , 我 们 假设 分 子 的 电子 基 项 是 非 简 并 的 ( 且 没 有 精细 结构 ). 也 就 是 
说 , 我 们 假设 电子 的 总 自 旋 和 电子 的 总 轨道 角 动 量 在 分 子 轴线 上 的 分 量 都 等 
于 零 (对 于 对 称 陀 螺 型 分 子 ). 对 于 双 原 子 分 子 , 这 意味 着 电子 基 项 必定 是 :2 
我 们 知道 , 大 多 数 分 子 的 基态 都 能 满足 这 些 条 件 握 . 

最 后 , 我 们 假设 频率 w 比 基 项 的 核 (转动 与 振动 ) 能 级 之 间 的 间隔 大 , 而 
差 w。 一 w 和 激发 项 的 核能 级 结构 有 类 似 关 系 . 于 是 , 人 射 光 的 频率 必定 离 共振 
相当 远 . 正 是 这 些 条 件 使 我 们 在 计算 散射 张 量 时 从 一 开始 就 不 考虑 核 的 运动 ， 
而 根据 给 定 的 核 的 组 态 来 讨论 问题 . 

在 这 类 问题 中 , 散射 张 量 就 是 极 化 张 量 aii = (cin)u1, 并 且 原 则 上 能 够 按 
照 一 般 公式 (59.17) 计算 ; 在 (59.17) 式 中 , 求 和 是 对 所 有 激发 电子 谱 项 进行 的 . 
这 样 得 到 的 uik 是 原子 核 组 态 坐 标 4 的 函数 (这 些 坐 标 是 电子 谱 项 的 能 量 和 
波 函 数 的 参数 ). 由 于 态 是 非 简 并 的 , 张 量 aix(a) 为 实 的 并 且 是 对 称 的 . 

张 量 oj (gq) 为 分 子 在 给 定 原子 核 组 态 下 的 电子 极 化 率 . 要 求解 实际 的 散 
射 问题 , 还 必须 考虑 初 态 与 终 态 中 原子 核 的 运动 . 设 Vs,(g) 与 ss(9) 为 这 两 个 
态 的 核 波 函数 , s1 与 s 为 振动 与 转动 量子 数组 . 所 求 的 散射 张 量 为 张 量 os (q) 
对 这 两 个 函数 的 矩阵 元 : 






























































《sa|oaak|s1) = [¥ (gq)ainYs dg. (61.1) 





由 于 张 量 aik(e) 是 对 称 的 , 张 量 (61.1) 也 是 对 称 的 (不 管 s1, sz 是 否 相 同 ). 于 
是 , 我 们 得 出 结论 : 在 上 述 条 件 下 , 不 论 是 在 瑞 利 散射 中 , 还 是 在 拉 曼 散射 中 ， 
都 没有 反对 称 部 分 , 散射 将 只 包含 标量 部 分 与 对 称 部 分 . 
极 化 率 的 标量 部 分 wo(q) 和 分 子 的 取向 无 关 , 而 只 依赖 于 分 子 中 原子 的 
内 部 组 态 . 设 v 为 分 子 的 振动 量子 数组 , ” 为 转动 量子 数组 (位 量子 数 m 除 
@ 然而 ,下面 给 出 的 结果 也 以 一 定 的 近似 性 适用 于 如 下 情况 ; 电子 基 项 的 简 并 是 
非 零 自 旋 引 起 的 , 但 是 自 旋 轨道 相互 作用 很 小 (因而 由 它们 所 引起 的 精细 结构 可 以 忽 
略 ). 在 这 个 近似 中 , 具有 不 同 自 旋 方 向 的 态 不 能 合并 , 从 这 个 意义 上 讲 , 它们 的 行为 看 
起 来 又 是 非 简 并 的 . 例如 , 具有 基 项 32 的 分 子 os 就 属于 这 种 类 型 . 
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外 ). 那么 矩阵 元 为 
(uaramaalaoluairirni) = (volon lv) ,7 Smim,. (61.2) 


对 量子 数 7, m 的 对 角 性 对 任何 标量 都 成 立 ，(61.2) 式 的 特点 是 : 这 个 矩阵 元 
和 这 两 个 量子 数 完全 无 关 . 因此 , 标量 散射 只 对 纯 振动 跃迁 才 发 生 , 而 与 转动 

对 称 散 射 由 张 量 a8 的 矩阵 元 决定 . 它 在 固定 坐标 系 zyz 中 的 分 量 可 以 
通过 随 分 子 一 起 运动 的 坐标 系 EmC 中 的 分 量 码 w 表示 : 





of = > yp Dii Dek, (61.3) 
ok’ 
其 中 Di 为 新 坐标 轴 对 旧 坐 标 轴 的 方向 余弦 .a ,和 分 子 的 取向 无 关 , 而 Di; 
和 分 子 的 内 部 坐标 无 关 . 因此 





(v27r2m2 [oS kr|21717021)》 一 (volay [vi) (ramal|Diri Dg|ri m1). 
dh 


不 难 证 明 , 这 些 量 模 的 平方 对 rzma, 饮 求 和 等 于 @ 
> 2 varamalois arim) bP = >》 (volay lv). (61.4) 
Wk 


Tr2m2 ik 
这 意味 着 , 对 于 从 给 定 振 动 -转动 能 级 ,ri 到 振动 态 v2 的 所 有 转动 能 级 的 
跃迁 , 总 的 散射 强度 和 71 无 关 . 
对 于 对 称 陀螺 型 分 子 来 说 , 还 可 进一步 求 出 散射 强度 和 每 个 跃迁 viri 一 
v272 的 转动 量子 数 之 间 的 关系 . 在 这 种 情形 下 , 量子 数 7 是 角 动 量 J 及 其 在 分 
子 轴线 上 的 分 量 k. 我 们 将 os 的 笛 卡 儿 分 量 用 相应 的 二 秩 球 张 量 代替 , 其 分 
量 用 as 表示 (入 = 0, 士 1, 士 9). 按照 第 三 卷 (110.7) 式 , 这 个 量 的 模 平方 为 





|(v2Jakom2las vi i km) 


2 2 

J 2 hn J 2 帮 

二 (21 十 1)(2Jz 十 1 v2 | |v1)|’, 
(271 + 1)(2 I . eS | (v2laa lv)| 


@ 对 求 和 作 变 换 时 , 我们 用 到 如 下 等 式 


> > (rimilDiDrglr2m2) (ram2|Dir Dg [rim1) 


ik Tr2m2 


一 (rim| DY Di Deg Div Dig |rim1) 一 rim | Sgg]rimi) 一 21855997 
ik 


此 式 表明 和 失 阵 Pi 的 么 正 性 . 
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其 中 aw (gq) 是 对 固定 在 分 子 上 的 坐标 轴 的 球 极 化 张 量 , 且 入 = 如一 各 . 对 m2 
与 入 = mz 一 mi 求 和 (m 固定 ), 我 们 得 到 (比较 第 三 卷 (110.8) 式 ): 


J2 2 di 


ba |(v2 J kormalaa|v ikmi)b = (2.72 十 1) 久 让 x i 


m2 入 


| (v2lav lov). 
(61.5) 
这 个 量 决定 振动 -转动 路 迁 vi1ki 一 v2 的 散射 强度 .由 于 和 矩阵 元 (v2|ax|v1) 
一 般 不 依赖 于 分 子 的 振动 , 因而 , (61.5) 式 也 确定 了 强度 与 1, J 和 ,ko 的 依 
赖 关系 . 我 们 看 到 , (61.5) 式 的 右 端 只 会 极 化 张 量 的 一 个 球 分 量 . 
将 (61.5) 式 对 .及 和 kz 求 和 , 我 们 得 到 人 





9 lhkomalos Tim) = [valax lw), 
A Jakam2 
于 是 , 我 们 回 到 了 求 和 法 则 (61.4). 
对 称 陀螺 的 一 种 特殊 情形 是 转子 一 一 一 种 线 状 分 子 (例如 双 原 子 分 子 ). 
角 动 量 在 这 种 分 子 的 轴线 上 的 分 量 等 于 零 (在 电子 轨道 角 动 量 为 零 的 非 简 并 
电子 态 中 )@. 因此 在 此 情形 下 , (61.5) 式 中 我 们 必须 取 加 = 有 二 0. 
最 后 , 我 们 来 考虑 振动 拉 曼 散射 中 的 选择 定 则 以 及 分 子 振动 光谱 发 射 谱 
(或 吸收 谱 ) 中 的 同类 问题 @. 
对 于 散射 , 问题 简单 地 归结 为 求 出 张 量 oak(g) 对 振动 波 函 数 加 (9) 的 和 矩 
阵 元 非 零 的 条 件 ; 这 时 , 标量 a? (对 于 标量 散射 ) 和 不 可 约 对 称 张 量 a& (对 于 
对 称 散 射 ) 应 该 分 别 考虑 . 在 发 射 (或 吸收 ) 中 起 相应 作用 的 是 矢量 d(q) 的 矩 
阵 元 , d(g) 为 原子 核 位 置 给 定时 分 子 偶 极 矩 对 电子 态 的 平均 值 (对 于 双 原 子 分 
子 , 这 一 点 在 854 中 已 经 讲 过 了 ). 
多 原子 分 子 的 振动 可 以 按照 对 称 类 型 分 类 , 即 按照 相应 点 群 的 不 可 约 表 
示 D。 分 类 , a 为 表示 的 编号 (参见 第 三 卷 $100). 这 些 表示 也 可 用 来 确定 分 子 
振动 波 函 数 的 对 称 性 (参见 第 三 卷 $101). 第 一 振动 态 (量子 数 ve = 1) 波 函 数 
的 对 称 性 和 振动 模式 的 对 称 性 D。 相同. 较 高 态 (v。> 1) 的 对 称 性 的 表示 为 
[DY”], 这 是 表示 D。 自 乘 ve 次 的 对 称 积 . 最 后 , 不 同 振动 c 和 2 同时 被 激发 的 


在 给 定 启 和 XX (因而 hz = ki 十 和 给 定 ) 的 条 件 下 对 . 求 和 , 我们 有 


2 
J2 2 吃 

2J2 十 1 i 
etn (总 六) 


J2 

















(参见 第 三 卷 (106.13)). 然后 在 给 定居 的 条 件 下 对 kz (或 等 价 地 对 和 X = 如一 种) 求 和 . 

@ 这 里 我 们 没 考虑 由 于 分 子 的 振动 与 转动 之 间 相 互 作用 引起 的 效应 (参见 第 三 卷 
§104). 

图 这 些 光谱 在 红外 区 ,一 般 在 吸收 谱 中 观察 到 . 
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态 的 对 称 性 由 直 积 [Dy] x [D8] 给 出 @. 各 种 量 (标量 、 矢 量 、 张 量 ) 按 不 同 对 
称 类 型 的 选择 定 则 已 在 第 三 卷 897 中 讲述 过 了 . 

由 分 子 的 对 称 性 质 得 到 的 选择 定 则 是 很 严格 的 . 此 外 还 有 一 些 建立 在 如 
下 假设 基础 上 的 近似 选择 定 则 : 振动 是 谐振 动 , 函数 aik(9) 或 dle) 可 以 展 成 
振动 坐标 g 的 罕 级 数 . 这 些 近 似 选 择 定 则 来 源 于 谐振 子 的 已 知 选择 定 则 ; 按 
照 谐 振子 的 选择 定 则 , 只 有 对 振动 量子 数 改 变 Au = 士 1 的 跃迁 , 谱 振 子 坐标 g 
的 矩阵 元 才 不 为 零 
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迄今 为 止 , 我 们 在 研究 光 的 辐射 和 散射 时 , 都 将 系统 (例如 , 原子 ) 的 所 有 
能 级 看 成 是 严格 离散 的 . 但 事实 上 激发 能 级 由 于 发 射 而 有 一 定 的 衰变 概率 , 所 
以 其 寿命 是 有 限 的 . 按照 量子 力学 的 一 般 原理 , 可 以 得 出 结论 : 能 级 是 准 离散 
的 , 具有 某 种 有 限 (当然 是 很 小 的 ) 的 宽度 (参见 第 三 卷 8134), 可 写成 一 iT/2 
的 形式 , (T= 了 /用 为 单位 时 间 内 该 状态 所 有 可 能 的 “ 训 变 ”过 程 的 总 概率 . 

我 们 来 研究 这 个 情形 基 如 何 影 响 辐 射 过 程 的 (V. Weisskopf E. Wigner， 
1930). 显然 , 由 于 能 级 有 一 定 的 宽度 , 因而 发 出 的 光 不 是 严格 单 色 的 , 其 频率 
是 有 一 定 范围 的 Aw ~ 了 (= 了 /月 . 这 时 , 由 于 辐射 系统 初 态 的 寿命 是 有 限 的 ， 
自然 就 提出 寻求 发 射 给 定 频率 光子 的 总 概率 的 问题 , 而 不 是 单位 时 间 内 的 发 
射 概率 , 首先 , 我 们 对 原子 从 某 个 激发 能 级 

















i 
-3 


到 基态 能 级 Ez 的 跃迁 计算 这 个 总 概率 . 基态 能 级 Bo 的 寿命 为 无 限 大 , 因此 
是 严格 离散 的 . 

设 多 为 原子 和 光子 场 的 波 函 数 , 五 = 下 (0) 二 他 为 这 个 系统 的 哈密 顿 算 
符 , 而 六 为 原子 和 光子 场 的 相互 作用 算 符 . 我 们 来 求解 苹 定 庙 方 程 : 








i = (FBO +V)v (62.1) 
写成 按 系统 非 微 扰 态 波 函数 的 展开 的 形式 : 
y= 0 = a(t)eietyh0). (62.2) 


四 当然 , 振动 波 函 数 的 对 称 性 质 和 振动 势能 的 具体 形式 无 闫 ,特别 是 和 第 三 卷 8101 
中 有 关 振 动 为 谐振 动 的 假设 无 关 . 
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对 系数 ay(t), 我 们 得 到 如 下 方程 组 : 


ee >》 (ly)av expfi(2 ~ Eu)t. (62.3) 

设 |v) 为 具有 能 量 及 = 2 十 w 的 态 , 在 这 个 态 中 , 原子 处 于 基态 能 级 柬 ， 
且 有 一 个 确定 频率 w 的 光量 子 ; 这 个 态 我 们 用 |w2) 表示 . 在 初始 时 刻 , 系统 处 
于 |1) 态 , 这 个 态 是 原子 被 激发 到 能 级 Ei, 且 没 有 光子 . 也 就 是 说 , 在 +=0 时 
我 们 必定 有 

















al=1,， av =0 对 |v’) |1). (62.4) 


方程 (62.3) 在 此 初始 条 件 下 的 解 ( 波 函 数 经 适当 的 归 一 化 ) 给 出 t 时 刻 原子 产 
生路 迁 1 一 2 并 发 射 一 个 在 频率 间隔 dw 内 光子 的 概率 : 





lawa( 旭 |2dw， 
我 们 感 兴趣 的 是 上 一 oo 时 的 极限 : 
dw = |awa(o0)P dw. (62.5) 


为 使 问题 更 为 明确 ,我 们 回顾 一 下 : 在 一 级 近似 中 求 牙 迁 1 一 2 在 单位 时 
间 内 的 通常 发 射 概率 (忽略 能 级 宽度 ) 时 , 必须 把 方程 (62.3) 右 端 所 有 的 av 人 的 
换 成 (62.4) 的 值 , 然后 将 这 样 得 到 的 解 对 大 的 t 值 进行 检验 (比较 第 三 卷 $42). 
现在 , 我 们 可 以 更 准确 地 阅 明 这 个 方法 : 它 所 涉及 的 时 间 比 激发 能 级 的 寿命 
短 ; 而 所 谓 大 的 t 是 指 比 时 间 1/( 志 一) 大 , 但 仍 比 1/ 碾 小 . 
在 现在 的 情形 下 , 所 考虑 的 时 间 可 以 和 1/ 六 相近, 函数 ai(t) 按 如 下 规律 
随时 间 衰 减 : 
a1(t) = e— ht/2. (62.6) 


但 是 , 对 于 原子 发 射 产生 的 态 | ), 函数 ov 随时 间 递 增 . 如 果 从 给 定 能 级 
请 不 但 能 跃迁 到 能 级 Bo, 还 能 够 跃迁 到 原子 的 各 个 不 同 能 级 , 那么 将 有 很 多 
递增 函数 uv 人, 其 中 每 一 个 都 对 应 着 一 个 态 , 在 这 个 态 原子 处 于 一 定 能 级 且 
有 一 个 适当 能 量 的 光子 . 然而 , 在 方程 (62.3) 的 右边 仍 只 保留 了 一 项 (lz =1 
项 ). 实际 上 , 非 零 矩阵 元 仅 存 在 于 这 样 的 跃迁 中 : 其 中 有 和 相同 能 量 的 光子 数 日 
改变 1. 因此 , 若 各 个 态 包含 能 量 不 同 的 光子 , 矩阵 元 必 定 等 于 零 . 

这 样 , 对 于 aw2(t), 我 们 有 方程 : 








.dawa 


了 
(wo23|7llD)eilza+w 一 tal = (w2|V|1) exp {i — wi2)t— 全 ， (62.7) 
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其 中 wiz = 到 一 杞 . 在 aw2(0) = 0 的 初 条 件 下 积分 , 求 得 


1 一 expfi(w — wi12)t — Tt/2} 
一 Wi12 十 i /2 . 





Qw2 = (w2|V|1) (62.8) 
此 概率 dw (62.5) 为 : 
dw 

(w 一 wwl2)? 十 72/47 
由 于 宽度 六 < 科 wiz, 所 以 在 因子 |(w2|YI1)2 中 可 取 w=wiz. 于 是 ， 量 2rjl(w2|Vl1)2 
为 发 射频 率 为 wi 的 光子 的 通常 概率 (单位 时 间 内 ), 所 发 射 的 光子 除 频率 外 
还 有 其 它 特 征 量 , 如 运动 方向 与 极 化 , 为 简洁 计 , 我 们 尚未 提 及 这 些 量 . 我 们 看 
到 , 概率 对 这 些 特征 量 的 依赖 关系 完全 由 因子 j(w2|Yl1)2 决定 . 因此 , 允许 能 
级 有 宽度 并 不 影响 辐射 的 极 化 性 质 或 角 分 布 . 

对 光子 的 极 化 与 运动 方向 求 和 


du 一 |(w2I7YIDP 











太一 2r》 |(w2l71D)， (62.9) 


得 到 通常 的 总 发 射 概率 . 这 也 是 能 级 i 中 由 跃迁 1 一 2 引起 的 宽度 部 分 (能 
级 分 宽度 ), 它 和 总 宽度 万 不 同 , 总 宽度 帮 是 由 该 准 稳 态 所 有 可 能 的 “衰变 ” 
方式 的 贡献 而 产生 的 信 . 

对 概率 dw 进行 类 似 的 求 和 , 我 们 得 到 如 下 发 射 光 频率 分 布 的 最 后 表示 


式 : 
dw 


了 1 

人 一 w)2 十 1 三 /4 
其 中 wi = 万 -?/ 六 为 跃迁 1 一 2 的 总 相对 概率 . 这 是 一 种 色散 型 分 布 . (62.10) 
式 所 描写 的 谱 线形 状 是 孤立 不 动 的 原子 所 固有 的 , 称 为 自然 形状 @. 

现在 设 原子 的 能 级 EE 也 是 一 个 有 有 限 宽度 六 的 激发 态 能 级 . 为 简单 起 
见 , 我 们 假设 这 个 宽度 是 由 于 原子 跃迁 到 基态 巧 并 发 射 一 个 光子 而 产生 的 
(最 后 结果 (62.12) 将 和 此 假设 无 关 ). 这 时 态 1 的 衰变 过 程 可 以 看 成 在 859 中 
研究 过 的 双 光 子 发 射 过 程 . 这 个 过 程 的 矩阵 元 ( 暂 不 考虑 态 2 寿命 有 限 ) 由 如 
下 公式 给 出 : 


dw 一 (62.10) 

















ww'OlV lw2)(w21V|1) 
Eo—E2+w +t+i0 


@ 当然 , 公式 (62.6), (62.9) 还 可 通过 对 a1(t) 求解 类 似 于 (62.7) 的 方程 得 出 . 

我 们 看 到 , 路 迁 到 连续 谱 的 态 (产生 一 个 有 限 的 能 级 宽度 ) 不 一 定 有 光子 发 射 . 高 
激发 (X 射线 ) 能 级 在 衰变 时 可 以 发 射 一 个 电子 并 形成 一 个 处 于 基态 的 正 离子 ( 俄 敬 效 
应 ). 

@ 它 不 同 于 原子 与 其 它 原子 相互 作用 所 引起 的 增 宽 (碰撞 增 宽 ), 或 者 由 辐射 源 中 
原子 的 不 同 速度 所 引起 的 增 宽 (多 普 勒 增 宽 ). 


(ww OV = ( 





(62.11) 
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公式 (59.2) 中 的 态 2 变 为 态 0, 在 对 n 的 求 和 中 只 剩 下 和 态 2 的 原子 所 对 应 
的 项 , 当 w' 接近 Bs 一 Eo 时 由 于 共振 , 这 一 项 变 得 很 大 . 现在 如 果 考 虑 到 态 2 
的 寿命 有 限 , 只 需 在 (62.11) 中 进行 代 换 到 一 Bo 一 iT2/2 即 可 , 这 就 给 出 

(ww OVIw2)(w2|V|1) 

Eo— E+w’ tily/2 





(ww!'O0lV D1)) = 





将 此 和 矩阵 元 值 代入 auuwz 人 的 的 方程 (该 方程 和 (62.7) 的 差别 只 是 符号 不 同 ), 经 
过 和 (62.8) 完全 类 似 的 推导 , 我 们 得 到 : 





(ww’O0lV lw2) (2|V|1) 
(ww 一 wao 十 ifra/2)(w + wm— wio+t i /2) 


发 射 wo 与 w' 光子 的 概率 为 





Qaww'0 (00) et 


dw = |awwo (0) dwdw 
_ 7 2 12 0 diwdew’ 
~ 2x 2x [0 wa0)2 + T/A + wwi0)? + TI/ 


此 式 当 wi’ s woo 与 w 守 wiz 时 有 尖锐 的 峰值 , 这 也 是 应 该 期 待 的 . 
和 跃迁 1 一 2 对 应 的 谱 线 形状 可 以 由 (62.12) 式 对 dw’ 积分 得 到 (积分 区 
域 可 以 扩展 为 从 -co 到 +eo). 如 果 利 用 复 变 量 w' 在 复 平面 上 半 部 的 无 限 大 
半圆 封闭 积分 路 径 , 则 积分 的 计算 变 得 非常 简单 , 其 结果 由 被 积 函 数 在 极点 
iT 


i 
=w0t+ 宇和 w=wio 一 w 十 可 





(62.12) 





的 留 数 之 和 决定 , 结果 为 
171 十 72 dw 
27 (2 — wi2)? + (Ti 72)2/4 


其 中 ww = 站 _ 272_y0/ 帮 DD 为 二 重 跃 迁 1 一 2 一 0 的 总 概率 名， 

谱 线 形状 (62.13) 和 (62.10) 的 区 别 只 是 作 了 一 个 代 换 六 一刻 十 To: 谱 
线 宽度 等 于 初 态 和 终 态 宽度 之 和 . 

一 般 来 说 , 谱 线 宽度 不 等 于 跃迁 1 一 2 本 身 的 概率 夏 _,, 也 就 是 说 , 它 并 
不 与 谱 线 强度 成 正比 (如 在 经 典 理论 中 那样 ). 由 于 万 十 刀 > 嘱 - 因此, 谱 
线 可 以 有 较 大 的 宽度 , 而 强度 相对 较 小 . 





dw = we (62.13) 





Q@ 在 更 复杂 的 情形 下 ,wi 为 从 跃迁 1 一 2 开始 并 在 能 级 0 上 结束 的 所 有 级 联 跃 迁 
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在 光 的 散射 问题 中 , 当 人 射 光 的 频率 w 接近 一 个 “中 间 ”频率 wi 或 wma 
时 , 考虑 能 级 的 有 限 宽度 是 很 重要 的 ; 这 就 是 所 谓 的 共振 荧光 (V. Weisskopf 
1931). 

我 们 来 研究 系统 (如 原子 ) 处 于 基态 时 的 瑞 利 散射 , 这 时 初 态 与 终 态 能 级 
相同 并 且 是 严格 离散 的 . 设 光 的 频率 接近 某 个 频率 wni, 这 里 nn 为 一 个 激发 能 
级 并 因此 是 准 离散 的 . 

解决 这 个 问题 可 以 用 上 节 所 阐述 的 方法 ,但 在 这 里 不 需要 那样 做 , 因为 这 
个 问题 和 准 离散 能 级 的 非 相对 论 共 振 散射 问题 完全 相似 , 请 参见 第 三 卷 8134. 
根据 那里 得 到 的 结果 , 散射 振幅 必定 包含 一 个 极点 因子 


人 


月 一 方面 , 当 lw 一 wni| 六 [时 , 公式 应 该 过 渡 到 非 共 振 公式 (59.5). 由 此 可 
见 , 所 求 的 散射 截面 可 由 (59.5) 式 作 简单 代 换 为 , 一 轧 , 一 iL,/2 得 到 , 并 且 对 
n 的 求 和 仅 限 于 共振 项 : 



































2 








》 (don ‘€”)(dni1: €) 
_ IM 441/ 
do = rr wdo.. (63.1) 
求 和 对 所 有 与 共振 能 级 轧 , 相对 应 的 状态 (具有 不 同 的 角 动 量 分 量 值 M,,) 进 
行 . 态 1 和 态 2 属于 同一 “基态 ”能 级 , 但 可 用 Mi 和 Mb 加 以 区 分 . 
截面 (63.1) 在 w = wnl 时 有 极 大 值 . 其 数量 级 为 cnax ~ wtd4/T2. 由 于 自 
发 跃迁 n 一 1 的 概率 并 因此 宽度 ,~ wad2, 所 以 此 值 等 于 








Cmax ~ WwW” ~ A2, (63.2) 


此 值 和 光波 长 的 平方 有 相同 数量 级 , 且 和 精细 结构 常数 无 关 , 这 一 点 和 共振 区 
域外 的 典型 值 ~ 72 可 作 比 较 . 

必须 强调 指出 , 由 于 散射 前 后 原子 都 处 在 严格 的 离散 能 级 (基态 能 级 ) 上 ， 

因此 初级 光子 和 次 级 光子 的 频率 是 完全 相同 的 . 所 以 , 如 果 人 射 光 是 单 色 的 ， 

那么 散射 光 也 是 单 色 的 . 如 果 人 射 光 具有 谱 强 度 分 布 1(w), 而 且 函 数 I(w) 在 

宽度 疙 内 变化 很 小 , 那么 散射 光 强 度 将 正比 于 

Twni)dw 
(w — wn1)? + T2/4 























(63.3) 
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这 样 一 来 , 散射 谱 线 的 形状 就 和 能 级 轧 , 的 自发 发 射 谱 线 的 自然 形状 完全 








截面 (63.1) 所 对 应 的 散射 张 量 为 


ddi)an (di)nl 
Mr, 
(ci )21 一 (63.4) 
特别 是 , 极 化 张 量 为 
》 (din(dnm 
Qik 一 (Cik)11 一 二 二 (63.5) 


可 以 立即 看 到 , 中 间 激 发 态 能 级 上 增加 的 虚 部 破坏 了 极 化 张 量 的 龙 米 性 
(甚至 当 频 率 低 于 电离 阐 时 ), 而 虚 部 的 出 现 直接 和 光 的 吸收 相 联 系 . 
原子 吸收 一 个 光子 后 , 迟早 要 重新 间 到 基态 并 发 射 一 个 或 数 个 光子 . 所 
以 , 从 这 个 观点 看 , 吸收 截面 不 过 是 所 有 可 能 的 散射 过 程 的 总 截面 ci@. 另 一 
方面 , 按照 光学 定理 (59.25), 这 个 截面 可 由 极 化 张 量 的 反 厄 米 部 分 表示 . 
由 (63.5) 式 计算 出 张 量 oip, 代入 (59.25) 式 , 我 们 求 出 吸收 一 个 频率 为 
w( 接 近 wni) 的 光子 的 截面 公式 : 






































1,/2 


pe . 
C T 2 1°'@| 0 (63.6) 


在 ,0 的 情形 , 这 个 公式 中 最 后 的 因子 趋 于 8 函数 5(w 一 wns). 这 一 
点 和 以 下 事实 是 一 致 的 : 在 此 情形 , 只 能 吸收 一 个 具有 特定 频率 的 光子 . 设 具 
有 给 定 能 谱 与 方向 的 能 流 密度 及 。( 和 (44.7) 式 比较 ) 的 光 人 射 在 原子 上 . 于 
是 光子 数 通 量 密度 为 人 dudo， 所 以 吸收 概率 为 

















diwa = oa edwdo. (63.7) 
如 果 函 数 Jke(w) 在 宽度 [上 变化 很 小 , 那么 , 对 频率 积分 后 , 我 们 得 到 


duwa = 4 》 |dni el? Tne (wni)dwdo. 
Mun 


按照 (45.5) 式 ， 


w3 w3 
diwep = 元 Yldn .er|?do = 》 |ani el?do 
Ju Mua, 

















为 自发 发 射 一 个 频率 为 wni 的 光子 的 概率 , 于 是 我 们 回 到 了 (44.9) 式 . 


@@ 必须 强调 指出 , 这 里 所 说 的 是 系统 处 于 稳定 基态 中 的 吸收 .对 于 激发 态 , 这 个 问 
题 必 须 有 不 同 的 说 法 , 这 是 因 实验 时 间 是 有 限 的 . 
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人 碰撞 问题 的 一 般 提 法 是 : 对 给 定 的 系统 初 态 (一 组 自由 粒子 ), 求 各 种 可 
能 的 终 态 ( 另 一 组 自由 粒子 ) 的 概率 . 如 果 用 符号 |i) 标记 初 态 , 碰撞 结果 可 写 
成 如 下 堵 加 : 
DAFIS), (64.1) 
f 


其 中 的 求 和 对 各 种 可 能 的 终 态 |/) 进行 . 这 个 展开 式 的 系数 (J|Si) (更 简单 地 
写成 4) 组 成 散射 矩阵 或 5 矩阵 @, 其 平方 |S7t 就 是 跃迁 到 状态 | 万 的 概 
率 . 





只 要 粒子 之 间 没 有 相互 作用 , 系统 的 态 就 不 会 改变 , 这 种 情况 相当 于 单位 
5 矩阵 (无 散射 情形 ). 在 任何 情形 下 , 总 可 以 方便 地 把 单位 矩阵 分 离 出 来 , 将 
散射 第 阵 写成 如 下 形式 : 





Spi = 88: + i(27) 8 (Pe — Pi)Tpi, (64.2) 


其 中 Ty; 为 另 一 和 矩阵. 在 第 二 项 中 分 出 了 一 个 表达 四 维 动量 守恒 定律 的 四 维 
8 函数 (PB 和 Py 分 别 为 初 态 和 终 态 中 所 有 粒子 的 四 维 动量 之 和 ), 甚 余 因子 则 
是 为 以 后 方便 而 引入 的 . 在 非 对 角 和 矩阵 元 中 , (64.2) 式 的 第 一 项 不 再 出 现 , 因 
而 对 于 4 一 跃迁, S 矩阵 元 和 荆 矩 阵 元 之 间 有 如 下 关系 : 





Si = i(2n)s89 (Pe — Pi)Tei. (64.3) 
@ 源 自 英文 Scattering 或 德 文 Streuung. 
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分 出 $ 函数 后 剩 下 的 矩阵 元 Ty; 称 为 散射 振幅 . 
当 取 模 |Syi| 的 平方 时 会 出 现 5 函数 的 平方 , 这 可 以 做 如 下 解释 : 8 函数 
来 自 积 分 
5(0(P 一 已) = Gry /eat (64.4) 


如 果 对 Pr = 忆 计算 男 一 个 同样 的 积分 (由 于 已 经 有 了 一 个 5 函数 ), 且 积 分 遍 
及 其 个 很 大 但 又 有 限 的 体积 六 和 时 间 间 隔 t, 我 们 将 得 到 Vi/(2n)* 的 结果 .@ 
于 是 , 我 们 可 以 写 出 


[Sr = (27)*89 (Ps 一 已 )TaP2V 
此 式 除 以 t, 就 得 到 单位 时 间 的 跃迁 概率 
Wi = (27)*8(® (Pp = PB)Tri2V. (64.5) 


每 个 ( 初 态 和 终 态 的 ) 自由 粒子 都 用 其 自己 的 波 函 数 一 一 振幅 为 % 的 平面 波 
一 一 描述 (对 于 电子 4 为 双 旋 量 ; 对 于 光子 则 为 四 维 矢 量 ; 等 等 ) 散射 振幅 Ty; 
的 结构 为 如 下 形式 





Tri = WU UU2 …， (64.6) 


其 中 左边 为 终 态 粒子 波 函 数 的 振幅 , 右边 为 初 态 粒 子 波 函数 的 振幅 ; @ 为 某 个 
矩阵 ( 它 与 所 有 粒子 波 郑 数 振幅 的 分 量 的 下 标 相关 )， 

最 重要 的 情形 是 初 态 只 有 一 个 粒子 或 两 个 粒子 的 情形 . 第 一 种 情形 为 豪 
变 , 第 二 种 情形 则 为 两 个 粒子 的 碰撞 . 

先 研 究 一 个 粒子 训 变 成 任意 个 动量 为 pl (在 动量 空间 体积 元 TId3ps 中 ) 
的 粒子 的 情形 ; 其 中 下 标 a 为 终 态 粒子 编号 , 因此 》 pi = Py. 在 这 个 体积 元 
且 在 归 一 化 体积 V@ 中 的 状态 数 为 





Vd3p’ 
ll (27)3 
表示 式 (64.5) 必须 乘 以 此 量 得 到 : 
eh (2n)459 (Pp 二 Pi)lTrpil 了 了 开交 Vd (64.7) 





名 这 一 点 可 以 用 另 一 种 方法 来 证 明 : 首先 在 有 限 范围 内 计算 (64.4) 式 中 每 一 个 坐 
标的 积分 , 然后 利用 第 三 卷 的 (42.4) 式 ， ee 
sin2 aw 
Ee Eo2 














= nxé(o). 


@ 为 使 计算 更 直观 起 见 , 在 本 节 中 我 们 不 假设 归 一 化 体积 等 于 1. 
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计算 矩阵 元 时 用 到 的 所 有 粒子 的 波 函 数 , 都 应 该 归 一 化 为 “体积 VV 中 有 
一 个 粒子 ”. 对 于 电子 , 这 就 是 平面 波 (23.1); 对 于 自 旋 为 1 的 粒子 , 就 是 (14.12) 
式 ; 对 于 光子 则 为 (4.3) 式 . 所 有 这 些 函 数 都 含有 因子 1/V2eV, es 为 一 个 粒子 
的 能 量 . 但 是 , 为 以 后 计算 方便 , 在 粒子 的 波 函 数 中 都 不 写 出 这 个 因子 , 而 将 其 
包含 在 概率 的 表示 式 中 . 于 是 , 电子 平面 波 为 











$= wet, Tu = 2m, (64.8) 
光子 波 函 数 为 
A= Vdnee its, ee*=—1, ek=0. (64.9) 
用 这 些 函 数 计算 的 散射 振幅 用 My; 表示 (以 便 和 Ty; 区 别 ). 很 明显 ， 
Ti = 2 (64.10) 


(QerV DerV .1 


对 每 一 个 初 态 或 终 态 粒子 , 分 母 中 都 有 一 个 因子 V2eV. 特别 是 , 我 们 可 以 将 
(64.7) 式 的 衰变 概率 写成 
dw = (2m)480(P — Pi)| Me 1] (64.11) 
. fil 2 (27)32es . 

其 中 = 为 衰变 粒子 的 能 量 ; 如 我 们 所 期 待 的 , 归 一 化 体积 在 此 公式 中 不 再 出 
现 .@ 

如 果 豪 变 产生 两 个 粒子 (动量 为 pi, ps, 能 量 为 e1, 2), (64.11) 式 可 以 通过 
消去 6 函数 得 到 更 确定 的 形式 . 在 衰变 粒子 的 静止 参考 系 中 , pi = -ps 三 了， 
ei 十 多 二 mm. 我 们 有 


人 


2 re m)d pid’ ps 


1 
dw = =|M 
We 


第 一 个 8 函数 在 对 d3ps 积分 时 消去 ; 微分 dsp4 可 改写 成 
61c9d(E41 + 29) 
E4 十 9 
这 个 公式 的 正确 性 很 容易 从 c2 一 m? 二 a 一 m2 二 p? 看 出 .对 d(e2 十 e2) 积 

分 消去 第 二 个 8 函数 , 我 们 得 到 





ds3p' = p?dlp’|do = |p'|do (64.12) 


1 21 7 / 
= 一 一 -一 | My; 64.1 
dw don | f | ip ldo ( 3) 


@ 如 果 终 态 粒子 中 有 N 个 是 全 同 的 , 为 求 总 概率 , 对 它们 的 动量 积分 时 应 该 引入 
因子 1/V4 这 个 因子 考虑 了 仅仅 用 粒子 的 交换 来 区 别 的 态 的 全 同性 . 
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现在 我 们 来 研究 动量 为 pl, pz 能 量 为 si, ea 的 两 个 粒子 的 碰撞 , 碰撞 的 
果 , 它们 变 成 动量 为 ps 的 一 组 任意 数目 的 粒子 . 代 蔡 (64.11) 式 , 现在 我 们 


训 潍 


dp 


dw = (2n) 8) (Py 一 号 MA 让 元 下 两 区 (2m)32c2 


然而 , 在 此 情形 下 我 们 感 兴趣 的 量 不 是 概率 , 而 是 截面 do. 对 洛 伦 兹 变换 


不 变 的 截面 可 由 dw 除 以 量 


TYElE2 
得 到 , 其 中 了 表示 四 维 标量 


T= 1/(p1p2)? — m2m3 (64.15) 


(参见 第 二 卷 812).@ 在 质心 坐标 系 中 (pi = 一 pa 三 p)， 


j= (64.14) 


了 = |p|(e1 + 2), (64.16) 


Ip| /1 1 v1 十 v2 
Ey i Ee 4.1 
V \el Eo V ， 人 


这 和 碰撞 粒子 流 密度 的 通常 定义 相同 (ul, vz 为 磁 撞 粒子 的 速度 @). 这 样 一 
来 , 我 们 就 得 到 截面 公式 


因此 


1 d3ps 
do = (27)48Y) (Pp — PM [I Gr (64.18) 


在 终 态 也 只 有 两 个 粒子 的 情形 下 , 由 上 式 消去 8 函数 , 可 以 将 其 写成 最 终 
形式 . 我 们 在 质心 坐标 系 中 研究 这 个 过 程 . 设 = el 十 62 二 ei 十 多 为 总 能 量 ， 
pi 二 一 pz 三 p 与 p1 = 一 p 三 p' 为 初 态 动量 与 终 态 动量 . 如 同 推导 (64.13) 式 
那样 消去 8 函数 ， 我 们 就 和 租 到 结果 为 








2 lp"| 
do=5 sa Mn head (64.19) 
@ 为 今后 引用 方便 ,IT 也 可 写成 男 一 种 形式 : 
12 =1/4ls ~ (mi + m2)]ls — (m1 ~ m2)], (64.15a,) 


其 中 s = (pl 十 pa)2. 
@ 在 任意 参考 系 中 ， 


了 一 GDV(w 一 22)2 — (v1 Xx v2)2. 
此 式 可 化 为 vi 和 ws 平行 情形 下 的 一 般 的 流 密度 : j = ju 一 vel/V. 
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(在 弹性 散射 的 特殊 情形 , 碰撞 中 粒子 的 性 质 不 变 : |2| = |p|). 
这 个 公式 还 ne i 一 种 形式 : 


t= (D1 一 太太 一 mm 十 0 全 一 2(plp1) 
= m? + mi — 2e1e’ + 2|pillpi| cosd, (64.20) 


其 中 0 为 p: 和 pi 之 间 的 夹 角 . 在 质心 坐标 系 中 , 动量 |pi| |p| 和 |p| 二 |p 
仅 由 总 能 量 = 决定 , 并 且 当 给 定 = 后 , 我 们 有 


dt = 2|p||p’|d cos 0. (64.21) 
因此 , 在 (64.19) 式 中 可 作 代 换 ， 


do' = -dpodcos0 = gpd 


2|pllp’| * 
其 中 为 pi 对 pi 的 方位 角 Q. 于 是 ， 
1 2dt dp 
= 二 一 4. 
do = gail Mil a (64.22) 


其 中 了 为 不 变量 (64.16). 方位 角 op 以 及 截面 (64.22) 在 不 改变 粒子 相对 运动 
方向 的 洛 伦 兹 变换 下 是 不 变 的 . 如 果 截 面 不 依赖 于 方位 角 , (64.22) 式 将 取 特 
别 简单 的 形式 





2dt 
eg 
本 | 1 丈 


如 果 有 一 个 碰撞 粒子 非常 重 (其 状态 不 因 碰 撞 而 改变 ), 那么 它 在 碰撞 过 程 中 
所 起 的 作用 就 是 一 个 不 动 的 恒定 场 源 , 另 一 个 粒子 就 在 这 个 场 中 被 散射 . 由 于 
在 恒定 场 中 系统 的 能 量 (不 是 动量 ) 守恒 , 当 散 射 过 程 可 以 这 样 处 理 时 , 就 可 
将 5 矩阵 元 写成 : 


(64.23) 














Spi 一 1 2n6(Er 一 Ei )Trpi. (64.24) 
在 |b 的 表示 式 中 , 一 维 8 函数 的 平方 必须 理解 为 
[Bs — EP =— (BE) _ Et. 


然后 (如 同 推导 (64.11) 式 那样 ) 将 Ty; 换 成 Mpi, 就 得 到 在 恒定 场 中 一 个 粒子 
被 散射 并 在 终 态 产生 一 定数 目 其 它 粒 子 的 过 程 的 概率 ; 





sl dpo 
dw = 2n6(Br 一 Mi 3p lI (27)32e4 








四 在 此 类 情形 中 , 微分 的 正 负 号 是 显而易见 的 . 为 简洁 计 , 我 们 将 把 d(--) 简写 成 
dt, 等 等 . 
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这 里 , e(= 妃 ) 仍 为 初 态 粒子 的 能 量 . ps 与 s 为 终 态 粒 子 的 动量 与 能 量 . 散射 
截面 由 dw 除 以 流 密度 7 = w/Y 得 到 ,wv = |p|/e 为 散射 粒子 的 速度 . 最 后 , 从 结 
果 中 消去 归 一 化 体积 , 我 们 得 到 


1 d3p/ 
do = 2n86(E, 一 ER] Ce 
oO TT (Er e)| f | 2jp| II (27)32e’ (64 25) 





在 弹性 散射 的 特殊 情形 下 , 终 态 只 有 一 个 粒子 , 且 具 有 相同 的 动量 (数值 
上 ) 和 相同 的 能 量 . 进行 代 换 d3p 一 p?d|p'|do' = |p'je'de'do', 并 对 ds' 积分 消 
去 5(e’ 一 e), 我 们 得 到 截面 





加 1 
~ 16m? 


最 后 , 如 果 外 场 依赖 于 时 间 (譬如 说 , 作 给 定 运动 的 粒子 系 的 场 ), 5 矩阵 
中 也 就 没有 能 量 的 6 函数 . 这 时 , Sy; = 这 ji 将 Tj; 按 (64.10) 式 换 成 Mj; 后 ， 
场 产生 给 定 的 一 组 粒子 (例如 说 ) 过 程 的 概率 为 


do |Mril2do'. (64.26) 


37/ 
dw= lp 了 dpa (64.27) 
1 1 (Qn)32e, 
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在 这 一 节 中 ,我 们 将 通过 一 个 简单 例子 说 明 , 在 计算 散射 截面 时 如 何 考虑 
参加 反应 的 粒子 的 极 化 态 . 
设 初 态 和 终 态 各 有 一 个 电子 . 于 是 , 散射 振幅 有 如 下 形式 





Mii = TY Au(= TH Aip uy), (65.1) 


其 中 心 与 w 为 初 态 与 终 态 电 子 的 双 旋 量 振幅 , 4 为 某 个 矩阵 (和 参加 反应 的 
其 它 粒 子 一 一 如 果 有 的 话 一 一 的 动量 和 极 化 有 关 ). 
散射 截面 和 rz 成 正比 . 我 们 有 


(Au)* = WY A 二 w* 470， 
或 者 


(TAu)* = Ay, (65.2) 
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其 中 @ 
A=~y AtYy. 
于 是 
[My = (TT Aw) AY) = WW A Um Ami. (65.3) 
如 果 初 态 电 子 处 于 密度 矩阵 为 p 的 混合 态 (部 分 极 化 ), 如 果 我 们 想 求 出 
终 态 电 子 处 于 某 指定 极 化 态 p' 的 过 程 的 截面 , 就 必须 对 双 旋 量 振幅 分 量 之 积 
作 如 下 代 换 : 
LE 一 pip WEm 一 Plm. 
这 时 
IMyil? = tr (pApA). (65.4) 


密度 矩阵 p 与 p' 由 (29.13) 式 给 出 : 
p= 50p+ mh — (ro) (65.5) 


(p' 与 此 相似 ). 
如 果 初 态 电子 是 未 极 化 的 , 那么 


p= Op 十 中) (65.6) 
此 代 换 等 价 于 对 电子 的 极 化 求 平均 . 如 果 想 要 确定 终 态 电子 具有 任意 极 化 的 
散射 截面, 还 必须 假设 w = (yp/ + mm)/2, 并 将 结果 乘 以 2; 这 个 运算 等 价 于 对 

电子 的 极 化 求 和 . 这 样 我 们 得 到 : 
1 xi = 3 {0 + m) A + m)A} (65.7) 

polar 

其 中 》 表示 对 初 态 与 终 态 的 极 化 求 和 , 而 因子 5 则 将 一 个 求 和 变 为 求 平均 
(65.4) 式 中 的 密度 矩阵 p/ 是 一 个 辅助 量 , 本 质 上 , 它 表征 将 终 态 电子 的 
两 种 极 化 分 开 的 检测 器 的 性 质 , 而 不 是 这 种 散射 过 程 本 身 的 性 质 . 于 是 就 出 


现 了 一 个 由 散射 过 程 本 身 产生 的 电子 极 化 态 的 问题 . 如 果 p(n) 为 表示 这 种 态 
的 密度 矩阵 , 那么 在 p' 态 中 检测 到 电子 的 概率 可 以 由 pt 在 p/ 上 的 投影 即 


@ 由 于 构成 矩阵 亏 的 需要 , 为 以 后 引用 方便 , 我们 给 出 以 下 容易 推出 的 等 式 : 





二 = YT = 一 yy Yr = yyt. {65.2a) 
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好 (pt)po0) 得 到 . 这 个 量 和 相应 的 截面 即 MPi|? 成 正比 . 和 (65.4) 式 比 较 , 我 们 
得 到 
op ~ ApA. (65.8) 


经 然 我 们 知道 pt 必须 有 (65.5) 形式 , 其 中 有 某 个 四 维 矢量 o(7), 因此 我 们 只 
需要 确定 这 个 量 . 为 此 , 可 利用 (29.14) 式 , 但 用 下 述 方法 则 更 为 简单 . 

我 们 在 829 中 看 到 , 四 维 矢量 a 的 分 量 可 用 三 维 矢量 ¢ 的 分 量 表示 , ¢ 是 
电子 在 其 静止 参考 系 中 自 旋 (二 倍 ) 平均 值 . 电子 的 极 化 态 完 全 由 这 些 矢 量 确 
定 , 并 且 用 它们 表示 散射 截面 也 很 方便 . 显然 , 无 论 是 对 初 态 电 子 的 矢量 〈, 还 
是 对 终 态 电子 的 矢量 6 , |Myil? 都 是 线性 的 . 作为 6 的 函数 , 它 有 如 下 形式 : 








[Mgil? =a+B.6, (65.9) 














其 中 a 与 8 本身 都 是 ¢ 的 线性 函数 . 
(65.9) 式 中 的 矢量 0 是 由 检测 器 分 出 来 的 终 态 电子 的 特定 极 化 . 和 密度 
矩阵 pt) 对 应 的 矢量 Ct 不 难 用 以 下 方法 求 出 . 根据 以 上 论证 ， 





IMyil? ~ tr (ppD). 





由 于 这 个 量 是 相对 论 不 变 的 , 可 以 在 任何 参考 系 中 计算 它 . 在 终 态 电子 的 静止 
参考 系 中 , 根据 (29.20) 式 , 我 们 有 


ppD ~ (+o. to. 6n). 
因此 
dpi ml te, 
和 (65.9) 式 比较 , 我 们 求 出 
CM = /ja (65.10) 


由 此 可 见 , 计算 出 作为 参数 6' 的 函数 的 截面 , 也 就 同时 给 出 了 极 化 C7. 
在 初 态 电子 数 或 终 态 电子 数 大 于 1 的 较为 复杂 的 情形 下 , 计算 方法 和 上 
述 方法 类 似 . 
例如 , 初 态 和 终 态 各 有 两 个 粒子 , 散射 振幅 将 有 如 下 形式 : 
Mei 一 (zi Au1) (Wy Bu2) 让 (zs Cu ) (0 Dus), 


其 中 w, wa 为 初 态 电 子 的 双 旋 量 振 幅 , wi ,ws 为 终 态 电 子 的 双 旋 量 振 幅 . |Myi|? 
将 包含 形 如 





[Awl [as Buol? 














: 
i 
和 
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(Ti Au1) (wh Bus) (th Cu 和 (人 Du2)” 
的 项 , 前 者 可 化 为 形 如 (65.4) 的 两 个 阵 迹 的 乘积 , 后 者 则 可 化 为 如 下 形式 的 阵 


tr (pi Ap1Cps Bp2D). 

正 电 子 用 “ 负 频 率 ” 的 振幅 w( 一 p) 描述 . 在 有 正 电 子 参 加 的 反应 中 , 和 上 
述 分 析 了 唯一 的 区 别 是 密度 和 矩阵 的 表示 式 中 m 前 的 符号 和 (65.5)、(65.6) 式 中 
的 不 同 (比较 (29.16) 与 (29.17) 式 ). 

现在 研究 参加 反应 的 光子 的 极 化 态 . 

每 个 初 态 光 子 的 极 化 以 一 个 四 维和 失 量 e 的 形式 线性 地 出 现在 散射 振幅 
中 , 而 每 个 终 态 光子 则 以 e 的 形式 出 现 . 在 每 一 种 情形 下 , 四 维 张 量 euey 都 
出 现在 截面 中 ( 即 在 |Myij? 中 ). mC 这 个 张 量 必须 换 
成 四 维 密度 矩阵 , 四 维 张 量 oo 


eney 一 ppv: (65.11) 
特别 是 , 对 于 非 极 化 光子 , 按照 (8.15)， 
Puv 一 -经 . (65.12) 





于 是 对 光子 极 化 的 平均 等 价 于 在 |Mrij? 中 对 相应 的 两 个 张 量 指标 上 v 进行 
缩 并 ®®， 

如 果 要 对 光子 的 极 化 求 和 而 不 是 求 平均 , 那 就 必须 将 ee; 换 成 一 个 大 二 
倍 的 量 : 

epey 一 一 gj (65.13) 

极 化 光子 的 密度 矩阵 (8.17) 式 给 出 . 其 中 所 出 现 的 四 维 矢量 co,eC) 的 
选择 通常 由 问题 的 具体 条 件 决定 . 在 有 些 情 形 中 , 这 些 矢 量 和 给 定 参 考 系 中 
某 个 特定 的 空间 方向 相关 ; 在 另 一 些 情形 中 , 将 这 些 矢量 和 表征 问题 的 四 维 矢 
量 , 即 粒子 的 四 维 动量 联系 起 来 更 为 方便 . 

在 (8.17) 式 中 , 光子 的 极 化 用 构成 “矢量 ”é& = (&1,&2,68) 的 斯 托 元 斯 参量 
描述 . 和 电子 的 情形 一 样 , 必须 将 终 态 光子 的 极 化 £7 和 检测 器 分 出 来 的 极 
化 &' 区 别 开 来 . 如 果 已 知 散射 振幅 的 平方 是 参数 & 的 函数 : 


Myil? = +p6B . &, 
那么 , 极 化 为 上 oO) = Bf/a, 和 (65.10) 式 完全 一 样 . 


@ (65.12) 式 将 对 光子 的 两 个 实际 可 能 的 极 化 求 平均 简化 为 对 四 维 矢量 e 的 四 个 
独立 的 方向 求 平均 . 
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我 们 来 研究 初 态 与 终 态 都 具有 两 个 粒子 的 散射 过 程 中 一 些 运动 学 关系 . 
这 些 关系 式 是 从 普遍 的 守恒 定律 推导 出 来 的 , 因此 , 它们 对 所 有 粒子 都 成 立 ， 
也 对 粒子 间 相 互 作用 的 所 有 规律 都 成 立 . 

将 四 维 动量 守恒 定律 写成 普遍 形式 ,这 里 , 我 们 没有 预先 规定 哪个 动量 属 
于 初 态 粒子 , 哪个 动量 属于 终 态 粒子 : 


q+q+ga+q=0. (66.1) 





此 处 , 二 gu 为 四 维 动量 矢量 , 其 中 两 个 属于 入 射 粒子 , 另外 两 个 属于 散射 粒子 ， 
散射 粒子 的 动量 为 -gs. 于 是 对 两 个 gs, 时 间 分 量 99 > 0; 对 另外 两 个 go, 时 
间 分 量 9 < 0. 

除了 四 维 动量 守恒 外 , 还 必须 遵从 荷 的 守恒 定律 . 这 里 的 “ 荷 ” 不 仅仅 悍 
解 为 通常 的 电荷 , 而 且 还 可 理解 为 任何 其 它 守 便 量 , 其 符号 对 粒子 和 反 粒 子 是 
相反 的 . 

当 参 加 过 程 的 粒子 类 型 给 定 后 , 四 维 矢 量 go 的 平方 就 是 粒子 质量 的 平方 
(gq2 = m2). 按照 时 间 分 量 9 取 的 不 同 数值 以 及 荷 的 不 同 , 可 发 生 三 种 不 同 的 
反应 . 这 三 种 反应 过 程 可 写成 





IL1+2 一 3 十 4， 
I.1+3 3+4, (66.2) 
Hl1+4 3+3. 


这 里 , 数字 代表 粒子 的 编号 , 数字 上 的 短 划 线 表示 对 应 的 反 粒 子 . 将 一 种 反应 
变 成 男 一 种 反应 , 即 把 粒子 从 公式 一 端 移 到 另 一 端 , 相当 于 改变 对 应 时 间 分 量 
dg9 的 符号 及 荷 的 符号 (即将 粒子 换 成 反 粒子 ). 过 程 (66.2) 的 逆反 应 自然 也 是 
可 能 的 . 

(66.2) 式 的 三 个 过 程 是 一 个 单一 的 (广义 的 ) 反应 的 三 个 交叉 道 . 

我 们 来 举 几 个 例子 . 如 果 粒 子 1 与 3 为 电子 ,2 与 4 为 光子 , 则 通道 I 为 光 
子 被 电子 散射 ; 由 于 光子 是 真 中 性 粒子 , 通道 五 与 I 相同. 通道 工 是 电子 - 正 
电子 对 变 成 两 个 光子 . 如 果 四 个 粒子 都 是 电子 , 则 通道 1 为 电子 -电子 散射 , 通 
道 五 和 下 为 正 电子 -电子 散射 . 如 果 1 与 3 是 电子 ,2 与 4 是 |p 子 , 则 通道 I 为 
e 一 散射 ,通道 五 为 e 一 散射 ,通道 开 为 电子 对 eé 变 成 册子 对 ph. 

在 散射 过 程 的 研究 中 , 由 四 维 动量 组 成 的 不 变量 是 特别 重要 的 . 不 变 散 
射 振幅 就 是 这 些 量 的 函数 (870). 
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由 四 个 四 维 动量 可 以 构成 两 个 独立 的 不 变量 , 因为 , 按 (66.1) 式 , 只 有 三 
个 四 维 矢量 gs 是 独立 的 . 设 它们 是 g, g2, 93. 由 它们 可 以 构成 六 个 不 变量 : 三 
个 平方 量 Ff, 又, 和 三 个 乘积 glga, 9193, q293. 但 是 , 前 三 个 是 给 定 的 质量 平 
方 , 后 三 个 则 满足 由 如 下 等 式 


I 
S 
I 


(91 十 ga 十 ga) 


得 出 的 一 个 关系 式 ®. 
然而 , 为 使 表示 更 为 对 称 , 采用 三 个 (而 非 两 个 ) 不 变量 是 更 加 方便 的 . 这 
三 个 不 变量 可 取 为 


5 二 (qi 十 gq) 二 (gs 十 Gd4) 2， 
t= (gi + qa) = (qz 十 gd)”， (66.3) 
w= (91 十 ga) 二 (qz 十 d3)2. 


容易 看 出 , 它们 满足 关系 式 
3 十 上 十 凤 一 用 (66.4) 


其 中 
h=m? + m+ m+ met. (66.5) 


在 主 道 (1) 中 , 不 变量 s 有 简单 的 物理 意义 : 它 是 碰撞 粒子 (1 与 2) 在 其 
质心 坐标 系 中 总 能 量 的 平方 ( 当 pi 十 p2 = 0 时 , s = (e1 十 52)?). 在 王道 中 t+ 起 
着 相同 的 作用 , 而 在 王道 中 则 是 起 着 同一 作用 . 因此 , 通常 将 11, 政道 分 别 
称 为 s,t 和 % 道 . 

用 每 一 个 道中 碰撞 粒子 的 能 量 与 动量 来 表示 每 个 不 变量 s, t, wu 是 很 容易 
的 . 我 们 来 研究 s 道 . 在 粒子 1 与 2 的 质心 坐标 系 中 , 四 维 动量 qu 的 时 间 分 量 
与 空间 分 量 为 





d1 三 pl 二 (e1, Ps), d2 二 02 一 (E2， 一 Ps)， 
(66.6) 


d 一 一 3 一 (一 <3， 一 Do)， d4 三 一 P4 一 (~—é4, ps) 


@@ 在 有 n(n > 当 个 粒子 参加 反应 的 一 般 情形 下 , 独立 的 不 变量 数 等 于 3n - 10. 实 
际 上 , 这 时 共有 4n 个 量 :” 个 四 维 动量 go 的 分 量 , 它们 之 间 有 nn 个 聘 数 关系 式 g2 = m2,， 
守恒 定律 y gs = 0 给 出 四 个 关系 式 . 可 以 任意 取 值 的 有 六 个 量 , 这 个 数目 和 定义 
一 般 洛 伦 兹 变换 (一 般 的 四 维 转动 ) 的 参量 数目 是 一 致 的 . 所 以 , 独立 的 不 变量 数 为 


4m 一 寻 一 4 一 6 一 37 一 10. 
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(ps, ps 中 的 下 标 s 表示 这 些 动量 属于 s 道 的 反应 ). 这 时 


5 一 E5， Es 一 El 十 ca 一 53 十 cd; (66.7) 
4sps = [8 一 (mi 十 ma)][s — (ma 一 mma)23]， ea 
4sp2 = |[s— (ma + ma) ls 一 (ma — ma)’]; 
2t =h -s+4ps :ps — Lm? — ma)(m —m}), 

(66.9) 
2u=h—s—4ps:ps+ = (mi — m2)(m3 — m4). 


对 弹性 散射 (ma = ma, ma = ma), 我 们 有 |ps| = |ps|, 因此 , sl = sa sz = 64. 这 
时 取代 (66.9) 式 , 我 们 得 到 更 加 简单 的 公式 : 
t=—(ps — ps)* = 一 2D2(1 ~ cos0,), 


(66.10) 
v= —2p2(1+ cos0s) 十 (sl 一 ca)2， 


其 中 0, 为 ps 和 ps 之 间 的 夹 角 . 在 此 , 不 变量 -:! 是 碰撞 中 动量 (三 维 ) 转移 的 
平方 . 

对 于 + 与 久 道 ,只 要 简单 地 交换 一 下 指标 就 可 得 到 类 似 的 公式 : 对 于 /上 道 ， 
只 要 在 (66.6) 一 (66.10) 式 中 交换 s 与 t,2 与 3; 对 于 wv 道 则 应 交换 s 与 ,2 与 
4. 


867 物理 区 域 


当 我 们 把 散射 振幅 看 成 独立 变量 s, t, wv 的 函数 时 (它们 仅 由 关系 式 十 
t 十 4 三 hh 相 联 系 ), 我 们 必须 划分 物理 上 它们 容许 取 值 的 区 域 和 不 容许 取 值 的 
区 域 . 和 散射 物理 过 程 对 应 的 值 必须 满足 一 些 条 件 , 这 些 条 件 来 自 四 维 动量 守 
恒定 律 和 每 个 四 维 矢量 w 的 平方 都 是 给 定 的 量 q? = m2 这 个 事实 . 

两 个 四 维 动量 的 乘积 ; 








Paps 之 Manop. (67.1) 
所 以 , 如 果 qa = pa, qo 一 ps (或 qo = 一 pago = 一 po), 就 有 
(ga + g6)? = (pa + pe)? > (mo + me)?, 
或 者 如 果 qa = pa, qo = 一 po, 就 有 


(ga + gb)? = (pa ~ pp) & (ma — mo)?, 
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因此 , 对 于 s 道中 的 反应 ， 


(m1 十 m2) < 8 之 (ms 十 17m4)2， 
(mi 一 ma3)2 >t < (m2 — ma)’, (67.2) 


(mi — ma} > u < (m2 一 mms) 


(在 t 道 和 %% 道 中 , 也 有 类 似 的 不 等 式 ). 
为 了 找到 其 余 的 条 件 , 我 们 构造 一 个 和 任意 三 个 四 维 矢量 go 之 积 对 偶 的 
四 维 矢量 卫 , 例如 
La = ENwpd WW. (67.3) 
在 一 个 粒子 ( 璧 如 说 , 粒子 1) 的 静止 参考 系 中 , qi = (q9,0). 这 时 工 只 有 空间 
分 量 : Li; = eior1999*44. 所 以 , 工 是 类 空 矢量 , 在 任意 参考 系 中 , [2? <0. 将 世 显 
式 写 出 来 , 我 们 得 到 条 件 


qi qd142 4143 
qd Gq293| 之 0. (67.4) 
dgl gag 8B 


此 条 件 可 通过 不 变量 s, t, wv 对 所 有 道 表 示 成 相 辣 形式 : 


stu > ast+btt eu, (67.5) 


) 
本 


ah = (mima — mem4)(mi + m3 — ms ~ m4), 


bh = (mim3 — m2m?)(m? + m3 — m2 — m2?), (67.6) 
ch = (mims ~ mam8s)(mi + ma — m2 ~ m3) 
(T. W. B. Kibble, 1960). 

为 了 图 示 变 量 s, t, 的 取 值 区 域 , 比较 方便 的 办 法 是 利用 平面 内 的 三 角 
坐标 ( 称 为 曼 德 尔 施 塔 姆 平面 , S. Mandelstam, 1958). 坐标 轴 是 三 条 直线 , 相交 
构成 等 边 三 角形 . 沿 着 和 这 三 条 直线 垂直 的 方向 计算 坐标 s, t, wu (指向 三 角形 
内 部 的 方向 为 正 , 如 图 5 中 的 箭头 所 示 ). 换 句 话说 ,平面 内 的 每 一 个 点 都 有 对 
应 的 s, t, wv 值 , 其 大 小 (连同 符号 ) 由 该 点 到 三 个 轴 的 垂 线 长 度 表示 . 按照 熟 
知 的 几何 定理 , 条 件 s 十 t 十 w= 是 成 立 的 (h 为 等 边 三 角形 的 高 ) 呈 . 

@ 例如 , 如 果 将 图 5 的 已 点 和 三 角形 4BC 的 三 个 顶点 连接 起 来 , 我 们 得 到 高 分 别 
为 s tw 的 三 个 三 角形 , 其 面积 之 和 等 于 三 角形 4BC 的 面积 , 于 是 我 们 得 到 所 求 的 关 
系 式 . 当 书 点 在 三 角形 ABC 外 时 , 也 可 以 用 同样 的 方法 证 明 . 
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我 们 来 研究 主 道 (s) 为 弹性 散射 的 重要 情形 ; 这 时 , 粒子 的 质量 是 两 两 相 
等 的 : 


m=m3m, m=m=k. (67.7) 
设 m > 内 在 条 件 (67.5) 中 我 们 有 


h=2(m +p), a=c=0, b= (m— pp), 





于 是 
sut > (m? — 12)2t. (67.8) 


由 此 不 等 式 确定 的 区 域 的 边界 包括 直线 t= 0 和 双 曲 线 
su = (m2 — p12), (67.9) 


此 双 曲 线 的 两 个 分 支 分 别 在 扇形 w < 0, s < 0 和 扇形 s > 0, wu > 0 内 , 而 轴 
s 二 0 和 久 ==0 为 双 曲 线 的 浙 近 线 . (67.8) 式 现在 可 写成 


t>0, su> (Mm 一 1 


或 


t<0, su < (m2 一 12)2. 


此 外 , 根据 条 件 (67.2), 在 s 道中 还 必定 有 不 等 式 s > (m 十 10)?, 在 久 道 中 还 必 
定 有 > (m 十 门 ?; 这 时 , 其 余 不 等 式 也 必定 满足 . 于 是 我 们 发 现 , 道 工 正 正 
(s,t,4) 对 应 于 图 6 中 的 阴影 部 分 , 称 其 为 物理 区 域 . 

如 果 j= 0, (粒子 2,4 为 光子 ), 双 曲 线 的 下 支 和 轴 + = 0 相 切 , 物理 区 域 
如 图 7 所 示 . 

如 果 m = jp, 区域 (67.8) 的 边界 和 坐标 轴 重 合 , 物理 区 域 为 图 8 所 示 的 三 
个 鹿 形 . 
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4 一 0 5 一 0 





& (mm 十 内 2 s=(m+p 
s=(m—p)? u=(m-—n 


Wh, 
5 


图 6 





在 四 个 质量 都 不 相等 的 一 般 情形 下 , 方程 
stu = as+ bt+ eu (67.10) 
确定 一 个 三 次 曲线 , 其 分 支 就 是 三 个 道 物理 区 域 的 边界 , 如 图 9 所 示 . 设 
m1 之 m2 > ms > ma. 


这 时 
a 之 b>c, a>0, b>0. 


曲线 (67.10) 和 坐标 轴 的 交点 在 直线 





as+bti+cu=0 


上 ( 见 图 9 中 的 虚线 ). 这 条 直线 和 ce 的 符号 的 关系 如 图 9 所 示 . 当 c < 0 时 ， 
4 道 的 物理 区 域 包含 一 部 分 坐标 三 角形 的 面积 . 因而 , 在 这 种 情形 下 , s, t, 
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可 以 同时 为 正 . 边界 曲线 的 三 支 都 以 相应 的 坐标 轴 作 为 渐 近 线 (利用 关系 式 
s 十 t 十 4 二 hh 从 方程 (67.10) 中 消去 一 个 变量 , 然后 令 其 余 两 个 变量 中 的 一 个 
趋 于 无 穷 大 , 就 能 证 明 这 一 点 ). 一 般 来 说 , 除了 方程 (67.10) 所 确定 的 边界 以 
外 , 条 件 (67.2) 不 会 再 给 出 任何 新 东西 . 和 (67.2) 中 的 等 号 相应 的 直线 与 图 9 
中 画 阴 影 线 的 物理 区 域 不 相交 , 其 中 有 的 与 这 些 区 域 的 边界 相 切 , 对 应 于 变量 
s,t 或 4 在 相应 道中 的 极 值 . 











图 9 





当 一 个 粒子 的 质量 大 于 其 余 三 个 粒子 的 质量 之 和 时 (ma > mz 二 ms 十 m4)， 
除了 道 工 , 瑟 以 外 , 还 可 能 有 第 四 个 反应 道 , 它 对 应 于 衰变 





JV.1I 一 2 十 3 十 4 (67.11) 
对 这 个 道 , 在 误 变 粒子 的 静止 参 考 系 中 ， 
qi = (mi,0), gq2 = (一 52, 一 pz)， gq3= (一 3 一 D3)， 04 = (一 4) 一 D4)， 
E2 十 E53 十 54 三 701， 2D2 十 Das 十 D4 三 (0. 


5 三 mi? 十 m2 一 2701E2， 
t=m? + m3 一 201E3， (67.12) 


公 一 7 十 m2 一 2Mm1eE4: 


由 (67.1) 式 我 们 可 以 得 到 : 


(ms + m4) & ss < (mi — m2)’, 
(mz + ma)? <t < (mi — ma), (67.13) 
(mz + ma)? < ug (mi— ma) 
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于 是 , 所 有 三 个 不 变量 都 是 正 的 , 即 衰变 道 的 物理 区 域 在 坐标 三 角形 的 内 部 . 
习 ”是 


1. 三 个 粒子 的 质量 相同 的 情形 求 物理 区 域 : mi 三 ml mz 二 m3 二 m4 三 内 
(例如 ,反应 十 TT 一 不 十 7). 
解 : 方程 (67.10) 可 写成 





stu = 1m — 2) (1) 
而 且 

3 十 上 十 全 一 312 + m2. 
区 域 工 开 亚 以 形状 相同 的 三 条 曲线 为 边界 (对 于 I:s>0,t<0,u<0; 对 于 五 
和 下 也 类 似 ). 如 果 m > 3H 则 方程 (1) 还 有 一 个 分 支 (闭合 曲线 ): s > 0,t> 0， 
>>0, 它 构成 道 IV 的 物理 区 域 边界 (图 10). 








图 10 


2. 同上 题 , 但 对 情形 : mi 三 mi m2 三 ms 二 m4 二 0,m > (例如 ,反应 
H+v et+r). 
解 : 条 件 (67.5) 可 写成 
stu > m2 12s, 
而 且 8s 十 t 十 4 二 2 十 让. 物理 区 域 的 边界 为 轴 s 二 0 和 双 曲 线 她 二 m212 的 
两 支 (图 11). 
3. 同上 题 , 但 对 情形 : mi = ms 三 m, m2 二 0, m4 二 并且 m > 24 (例如 ， 
反应 p 十 Y 一 p 十 70). 
解 : 边界 方程 (67.10) 变 成 
stu = a(s+u)+bt, ah= mp,, 
bh = m2m pp), hh=2m? 十 12. 
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uw t 






NS Eg s= (m+n)? 


消去 岂 我 们 得 到 
P+ (th)t+ 和 时 -0 
站 5 


对 给 定 的 s, 这 是 t+ 的 二 次 方程 , 在 s > (ma 十 由 2 的 条 件 下 (s 道 的 区 域 ), 每 
一 个 s 对 应 着 两 个 负 的 荆 值 . 当 s = (m + 1)? 时 , 二 次 方程 的 两 个 根 相等 : 
t= 二 一 m2/(m 十 几 ). s 道 的 区 域 边 界 如 图 12 所 示 . 边界 曲线 的 下 面 一 支 以 轴 
UU 二 0 为 渐 近 线 , 而 上 面 一 支 和 此 轴 相 交 于 点 t= 二/(12 一 m2). 

公道 的 区 域 和 s 道 的 区 域 是 对 称 的 , 而 t+ 道 的 区 域 如 图 12 所 示 . 








$68 按 分 波 振 幅 展 开 
在 分 析 如 下 类 型 的 反应 时 


Qa 十 D 一 c 十 q (68.1) 
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一 个 很 重要 的 步骤 是 将 散射 振幅 展开 成 分 波 振幅 , 每 一 个 分 波 振幅 (在 给 定 总 
能 量 = 下 ) 在 粒子 的 质心 坐标 系 中 , 都 对 应 着 粒子 的 一 个 确定 的 总 角 动 量 值 
J.© 


因此 , 这 些 分 波 振幅 是 角 动 量 表象 中 的 5 矩阵 元 : 

















(eT M'|SleIM). 


由 于 角 动 量 J 及 其 在 给 定 z 轴 上 的 分 量 M 是 守恒 量 , 所 以 5 矩阵 对 它们 (以 
及 能 量 =) 是 对 角 化 的 . 由 于 空间 的 各 向 同性 , 对 角 元 素 和 M 值 无 关 . 对 给 定 
的 J,M, e, 散射 矩阵 仍然 是 一 个 对 自 旋 量子 数 的 矩阵 , 我 们 将 此 矩阵 的 元 素 
写成 更 加 紧凑 的 形式 ; 














(EJMN|SleJ MN) 三 (XIS7(e)|A)， (68.2) 


其 中 入 与 X 为 自 旋 量子 数组 . 将 其 取 为 粒子 的 螺旋 性 是 最 自然 的 . 和 自 旋 在 
空间 任意 轴 上 的 分 量 不 同 , 螺旋 性 对 自由 粒子 也 是 守恒 量 . 它 既 和 粒子 的 动量 
对 易 , 又 和 粒子 的 角 动 量 对 易 ($16). 因此 , 在 散射 矩阵 的 动量 表象 和 角 动 量 表 
象 中 , 螺旋 性 均 可 应 用 . 

按照 螺旋 性 指标 写 出 的 5 矩阵 元 叫做 螺旋 性 散射 振幅 , 因此 和 与 入 分别 
代表 初 态 与 终 态 粒子 的 螺旋 性 : 入 = (Xa, 和 6), 入 = (Xo, 和 a). 

在 动量 表象 中 , 散射 矩阵 元 是 对 态 len 和 ) 定义 的 (其 中 n= p/|p| 为 质心 
坐标 系 中 相对 运动 的 动量 方向 ); 而 在 角 动 量 表象 中 是 对 态 |sJMA) 定义 的 . 它 
们 可 通过 展开 式 

















JMN = / VS (68.3) 


互相 联系 , 其 中 的 积分 是 对 方向 ” 进行 的 (为 简单 计 , 在 态 的 符号 中 略 去 了 能 
量 e). 由 于 此 变换 为 么 正 变换 (参见 第 三 卷 $12), 逆 变 换 的 系数 为 


(JMAnN) = (ATJMAN*. (68.4) 


按照 矩阵 变换 的 一 般 法 则 , 这 两 个 系数 给 出 两 个 表象 中 的 3 矩阵 元 之 间 的 关 
系 : 
(WX SInN) = mn XTIMXM (TMXISII MA (TMAInA). (68.5) 
JM 

利用 816 的 结果 , 不 难 求 出 展开 式 (68.3) 的 系数 . 

设 所 有 态 的 波 函 数 都 在 动量 表象 中 表示 , 即 可 表示 成 动量 方向 的 函数 (对 
给 定 能 量 ). 作为 一 个 独立 参数 , 这 个 方向 用 v 表示 , 以 区 别 作为 态 的 量子 数 的 
”名 868,869 中 的 大 部 分 结果 都 来 源 于 M, Jacob 与 G. C. Wick 的 工作 (1959). 
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方向 n. 在 这 个 表象 中 , 波 函 数 具 有 (16.2) 的 形式 : 


WA(Z) = ND — n). (68.6) 
将 (68.6) 代入 (68.3) 式 , 后 者 化 为 一 项 : 
$IMs = (VATMNuN. (68.7) 


两 个 粒子 的 螺旋 性 Xe 和 和 定义 为 粒子 自 旋 在 各 自 的 动量 方向 上 的 分 
量 , 如 果 粒 子 的 动量 为 pa = p, po = 一 p, 则 第 一 个 粒子 的 动量 方向 为 n, 第 二 
个 粒子 的 动量 方向 为 -n. 现在 如 将 系统 看 成 在 方向 上 有 具有 螺旋 性 4 的 一 
个 单一 粒子 , 则 4 = Xs 一 和. 按照 (16.4) 式 , 它 在 动量 表象 中 的 波 函 数 可 以 写 
成 








2J 十 1 
raA(z) = uN DN() Ax 


比较 (68.7) 和 (68.8), 并 将 v 换 成 n, 就 得 到 所 要 的 系数 : 


3J 41 
(nAJMAN) = ， (pin). (68.9) 


将 这 些 系数 代入 (68.5) 式 , 我 们 有 
2.j 十 1 
(WMSInN) = > 一 一 一 
2, 4 
A=AM mM A =AM— Na, 
式 中 采用 了 简化 符号 (68.2). 如 果 取 方向 n 作为 z 轴 , 则 


DN (n) = Sam 


(68.8) 


DEN (nDIR nNISTIN), (68.10) 


且 (68.10) 式 变 为 如 下 形式 : 


(XSInN) = 7 2 LD (a) (68.11) 
2 





我 们 看 到 , 按 分 波 振幅 展开 的 表示 式 中 , 函数 DW 是 作为 系数 出 现 的 
对 于 (68.1) 式 那样 的 反应 , 较为 方便 的 做 法 是 定义 一 个 散射 振幅 f, 使 质心 坐 
标 系 中 的 截面 为 








do = |(n’X|fInN) do (68.12) 
和 (64.19) 式 比较 , 可 以 将 这 个 振幅 和 矩阵 元 Myi 联系 起 来 . 散射 振幅 按 分 波 
振幅 展开 时 可 写成 


(XilnA = DT + DD (nN DI (n) NAIA), (68.13) 
JM 
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或 将 z 轴 选 在 n 方 向上， 
(XnN) = 5 27 + 1D) DAn NIN. (68.14) 


J 


此 式 为 无 自 旋 粒子 的 散射 按 分 波 振幅 展开 的 推广 (参见 第 三 卷 (123.14)). 由 于 
D4 = Pz(cos0), 当 粒 子 自 旋 为 零 时 , (68.14) 简化 为 按 勒 让 德 多 项 式 的 展开 


f(0) = (2L + 1)frPr(cosO). 
L 





截面 (68.12) 对 所 有 粒子 均 有 确定 螺旋 性 的 情形 都 成 立 . 如 果 粒 子 处 于 温 
合 极 化 态 , 则 截面 可 由 下 列 乘积 


QeXalf lAa XN) eXalf lA NS) 
对 粒子 的 极 化 密度 矩阵 
Malo xs) Velo Mg) Aslp NX) Nalp lx) 


求 平均 给 出 (参见 848 的 第 一 个 脚注 ). 例如 , 当 非 极 化 粒子 a,b 之 间 的 反应 生 
成 非 极 化 粒子 c, d 时 , 我 们 有 
do 


d. 二 一 一 一 一 一 1 1 
?so +I) +1) j QT + DF + DoXalf" exe) 


x OXalf” Dey DO RI DYY (Rn) (68.15) 


(z 轴 在 n 方向 上 , 并 表示 对 和 a, %, Xe Xa 求 和 ). 对 函数 DY 六 采用 第 三 卷 的 
(58.19) 式 的 表示 , 然后 利用 第 三 卷 (110.2) 的 展开 式 , 最 后 我 们 得 到 





1)4-4 ; 
Pe (2sa 十 站 十 1) pe (27 十 1)(2J 十 1) 
x (MeXalf "DAN) eXalf” MN)* DOL+1) 
L 
J yA L J J 大 
(1 一 4 | 4 区 “maceg (68.16) 


(0 为 mw 和 z 轴 之 间 的 来 角 ); 对 工 的 求 和 则 是 对 J 和 Jr 作 矢量 相 加 时 出 现 
的 所 有 整数 值 进行 . 

散射 振幅 按 分 波 振 幅 的 展开 式 , 给 出 和 空间 转动 对 称 性 相关 联 的 散射 角 
分 布 的 所 有 性 质 的 完全 表示 . 但 是 , 这 个 展开 式 并 没有 清楚 地 展现 出 和 空间 反 
演 对 称 性 相关 联 的 性 质 .如果 相互 作用 还 具有 P 不 变性 , 则 将 导致 不 同 的 螺 
旋 性 振幅 之 间 在 在 某 些 关系 (参见 869). 
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忆 T,C 变换 的 对 称 性 (如 果 粒 子 的 相互 作用 过 程 确实 具有 这 种 对 称 性 ) 
导致 螺旋 性 散射 振幅 之 间 存 在 一 些 确定 的 联系 , 并 因此 减少 了 独立 振幅 的 数 
目 @. 

为 了 确立 这 种 联系 , 我 们 首先 确定 二 粒子 系统 的 螺旋 性 状态 的 对 称 性 质 . 

我 们 在 二 粒子 的 质心 坐标 系 中 进行 研究 . 设 一 个 粒子 的 动量 为 pi = p, 对 
方向 p 的 螺旋 性 为 Ni; 另 一 个 粒子 的 动量 为 pa = -P, 对 方向 ~p 的 螺旋 性 
为 A2. 如 果 两 个 粒子 的 螺旋 性 都 对 同一 方向 p 定义 , 其 值 为 AN 和 一 Xo, 因此 ， 
两 个 粒子 将 分 别 用 振幅 为 uf? 和 wb* 的 平面 波 描述 , 而 二 粒子 系统 将 用 由 
ul) 和 wh 之 积 组 成 的 (多 分 量 ) 的 波 函 数 wa) 描述 . 

现在 , 我 们 将 系统 看 成 在 n= p/ip| 方 向 上 具有 螺旋 性 4= 和 1 一 和 9 的 一 
个 粒子 . 于 是 可 以 对 7, M, 和 1, 和 2( 以 及 总 能 量 e) 具有 确定 值 的 态 写 出 波 函 数 
(在 动量 表象 中 , 即 作 为 n 的 函数 ): 


WIMANs = A 到 二 1， DN (69.1) 
(比较 (68.8)). 由 于 4 是 总 角 动 量 在 p 方 向 上 的 分 量 , 我 们 必须 有 
jg (69.2) 
根据 (16.14) 式 , 在 反 演变 换 下 ， 
Pu (n) = mu (nn) = m1) "te)(n), (69.3) 


其 中 my oa 为 粒子 的 内 豪 字 称 . 利用 (16.10) 式 可 以 求 出 函数 (69.1) 的 变换 规 
律 : 





Py yan = mm (1)t yy a 2. (69.4) 

如 果 两 个 粒子 是 全 同 的 , 还 有 交换 对 称 性 问题 .粒子 的 交换 意味 着 交换 它 

们 的 动量 与 自 旋 . 为 了 说 明 对 函数 (69.1) 应 用 这 一 运算 的 含义 , 我 们 注意 到 在 

交换 的 定义 中 包含 着 一 个 不 对 称 性 , 即 两 个 粒子 的 角 动 量 在 同一 矢量 pi 三 P 

(第 一 个 粒子 的 动量 ) 上 取 投 影 . 交换 以 后 , 这 个 矢量 换 成 ps = 一 p, 角 动 量 放 

与 j2 在 此 矢量 上 的 分 量 将 是 -Xi 与 和 2 (而 不 是 在 p 上 的 分 量 Ni 与 -和 2). 因 
此 , 粒子 的 交换 算 符 五 。 对 函数 (69.1) 作用 的 结果 可 写成 


eh [37 +1 
PlaypiMmains = uA 2)(—n)D (mn) 4 ， 


@ 当然 , 独立 振幅 的 数目 本 身 并 不 依赖 于 87 矩阵 的 具体 表象 , 它 对 任意 选择 的 自 
旋 变 量 都 一 样 . 
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其 中 仍 有 4 = 入 一 和 2, 于 是 , 利用 (69.3) 与 (16.10) 式 , 我 们 求 出 
Baw MA xs = (一 D)2 /yj Ma, (69.5) 


其 中 s1 = ss 三 5. 
对 于 全 同 粒子 , 允许 的 状态 只 能 是 交换 对 称 态 (对 玻 色 子 ) 或 交换 反对 称 
态 (对 费 米子 ). 由 于 前 者 出 现在 粒子 的 自 旋 s 为 整数 时 , 而 后 者 出 现在 自 旋 s 
为 半 整 数 时 , 因此 在 两 种 情形 下 , 二 粒子 系统 所 容许 的 螺旋 性 状态 可 以 写成 如 
下 线性 组 合 的 形式 ; 
[二 (1)* By mn 


或 者 根据 (69.5) 式 , 写成 
pIMA Ns 十 (—1) WM (69.6) 


值得 强调 指出 , 此 式 对 玻 色 子 与 费 米子 是 同样 的 . 
对 于 由 粒子 与 反 粒 子 组 成 的 系统 , 交换 的 结果 也 可 以 用 (69.5) 式 表示 . 不 
过 , 和 全 同 粒子 的 情形 不 同 , 在 这 里 , 两 种 交换 对 称 态 都 是 允许 的 , 即 两 种 组 合 


PE = IM + (—1) WM (69.7) 


都 可 出 现 . 这 两 种 态 具 有 确定 的 电荷 宇 称 C. 电荷 共 驾 运算 可 以 看 成 两 个 粒 
子 的 所 有 参数 (电荷 和 宇 称 ) 完全 交换 接着 自 旋 变 量 (螺旋 性 ) 反 向 交换 的 结 
果 . 第 一 次 运算 的 结果 相当 于 两 个 全 同 粒子 系统 内 的 交换 , 由 此 可 见 , 当 (69.7) 
式 取 上 而 的 符号 (在 全 同 粒子 所 容许 的 态 (69.6) 中 取 相 同 符号 ) 时 , 系统 为 电 
荷 偶 宇 称 态 , 而 取 下 面 的 符号 则 为 电荷 奇 字 称 态 : 


Cyt = +yt. 


最 后 , 我 们 来 研究 时 间 反 演 运 算 . 自 旋 为 s, 其 分 量 为 o 的 静止 粒子 的 波 
函数 按照 下 式 变换 : 
Pyss = (—1) ws, 
(参见 第 三 卷 (60.2)). 两 个 粒子 在 其 质心 参考 系 中 的 波 函 数 (在 变换 性 质 方面 ) 
也 可 看 成 角 动 量 为 7 分 量 为 M 的 “静止 粒子 ”的 波 函 数 . 螺旋 性 和 1, 和 2, 是 
不 变 的 : 时 间 反 演 同 时 改变 了 动量 矢量 和 角 动 量 失 量 的 符号 , 因此 乘积 了 .p 
不 受 影响 . 所 以 ， 
Ty jmains = (—1)” My Ma %s. (69.8) 


现在 我 们 可 以 直接 写 出 螺旋 性 振幅 的 对 称 关系 式 . 
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如 果 相 互 作用 是 P 不 变 的 , 那么 , 对 于 反应 
a+b—c+d 


来 说 , 跃迁 振幅 
Aa) 一 XeXa) 与 PN) 一 百 XeAw) 


必须 相同 (对 给 定 的 7 与 s). 因此 , 利用 (69.4) 式 , 我 们 求 出 
(XecAzl57|XoXp) = en 一 Xal37| — Xa, 一 Xp). (69.9) 
allb 


如 果 选 择 有 确定 宇 称 的 态 , 即 选 取 组 合 
1 
V2 
(其 中 入 Xo = Xo 或 和 oAa) 而 不 是 有 确定 螺旋 性 的 状态 , 那么 , 宇 称 不 守恒 时 ， 
跃迁 振幅 为 零 . 
时 间 反 演 使 每 一 个 态 都 按照 (69.8) 式 变换 , 并 且 使 初 态 和 终 态 交换 . 因此 ， 
个 不 变性 导致 关系 式 


(Pin + Porm) 


(MXalS" (e)| Na Ns) = (XoXe|S7(ej| XeXa). (69.10) 


然而 , 这 两 个 振幅 属于 不 同 的 过 程 (反应 和 逆反 应 ). 只 有 在 弹性 散射 的 情形 下 ， 
这 两 个 过 程 才 是 实质 上 一 样 的 , 于 是 (69.10) 式 才 是 同一 反应 的 螺旋 性 振幅 之 
间 的 关系 . 

在 两 个 全 同 粒 子 的 弹性 散射 中 ,由 于 交换 对 称 性 , 不 同 振幅 的 数目 进一步 
减少 . 我 们 看 到 , 对 给 定 的 J, 可 能 出 现 的 态 或 者 是 Xi, 和 2 的 完全 对 称 态 , 或 者 
是 Nt Xz 的 完全 反对 称 态 . 因此 , 角 动 量 守恒 意味 着 对 螺旋 性 交换 的 对 称 性 必 
然 守 恒 . 

类 似 的 情形 出 现在 粒子 与 其 反 粒 子 的 弹性 散射 中 (或 者 一 对 粒子 - 反 粒 
子 变 成 另 一 对 粒子 - 反 粒 子 , 即 a 十 8 一 b+5 类 型 的 反应 ). 对 给 定 的 J 既 可 
能 出 现 对 Xi, Xa 对 称 的 态 , 又 可 能 出 现 对 和 Xi, Xa 反对 称 的 态 . 但 是 , 这 两 种 态 
所 对 应 的 系统 的 电荷 宇 称 是 不 同 的 . 由 此 得 出 , 如 果 粒 子 的 相互 作用 是 C 不 
变 的 , 因而 电荷 宇 称 和 守恒 , 那么 , 对 Ni， Xe 有 不 同 对 称 性 的 态 之 间 的 跃迁 是 禁 
戒 的 9. 然而 , 必须 强调 指出 , 有 一 个 和 全 同 粒 子 的 情形 完全 不 同 的 地 方 . 在 全 
同 粒子 的 情形 , 对 于 任何 给 定 的 J, 具有 一 种 对 称 性 的 态 是 不 存在 的 . 在 “ 镁 

包 非 全 同 粒 子 相 互 作用 的 各 向 同性 的 不 变性 也 可 以 产生 一 个 类 似 的 禁 戒 . 例如 ， 
在 质子 -中 子 散射 中 , 只 要 这 种 不 变性 成 立 , 那么, 对 Ni, Xa 有 不 同 对 称 人 性 的 态 之 间 的 
牙 迁 是 被 禁 戒 的 . 
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子 - 反 粒子 ”的 情形 , 只 禁止 对 称 性 不 同 的 态 之 间 的 跃迁 ; 但 这 些 态 本 身 (对 于 
每 一 个 J]) 却 是 存在 的 . 

由 于 普 适 的 CPT 不 变性 , 了 不 变性 的 存在 也 就 意味 着 存在 CP 不 变性 
的 存在 . CP 不 变性 使 如 下 两 种 反应 的 振幅 相等 : 人 一 种 反应 中 
的 粒子 全 部 换 成 反 粒 子 (并 改变 螺旋 性 的 符号 ), 并 且 Xs = 一 和 a, … 中 : 





(XeAalS7|XoXp) = (NalS" | MN). (69.11) 





独立 振幅 的 数目 对 同一 广义 反应 的 所 有 交叉 道 都 是 同样 的 , 因此 可 以 由 
任何 一 个 道 确定 这 个 数目 . 例如 , 可 以 用 同样 数 生 的 独立 振幅 描述 弹性 散射 
a 二 +b 一 ga 十 b 和 漂 没 过 程 a 十 5 一 b 十 6. 这 时 , 前 者 由 他 不 变性 所 加 的 限制 等 
价 于 后 者 由 C 不 变性 所 加 的 限制 . 

现在 我 们 再 考虑 一 个 粒子 衰变 成 两 个 粒子 的 反应 : a 一 了 十 c. 在 质心 系 
( 即 粒子 a 的 静止 系 ) 中 , 我 们 有 po = 一 pe. 将 等 式 jo = 加 十 jc 两 边 点 乘 以 pu 
我 们 得 到 








pe (69.12) 


(粒子 a 的 螺旋 性 和 A, 定义 为 其 自 旋 在 一 个 次 级 粒子 动量 方向 上 的 分 量 ). 这 个 
关系 式 是 该 过 程 所 具有 的 附加 对 称 性 的 结果 , 即 绕 方向 ps 和 pe 的 轴 对 称 性 . 
如 果 粒 子 a 的 自 旋 so 小 于 sp 十 sc, 那么 (69.12) 式 将 使 得 Ao, 入, Xe 所 容许 的 
组 合 的 数目 减少 , 从 而 使 吉 变 的 独立 螺旋 性 振幅 的 数 具 减少. 这 时 , 总 角 动 量 
J 等 于 初级 粒子 的 自 旋 s。 因而 是 一 个 固定 值 . 

训 变 中 的 书 不 变性 由 下 式 表示 : 











(XpXelSz|Xs) = 1)se-s-sc( 一 NMXcl3S7| — Xa) (69.13) 





(这 里 我 们 除 用 到 (69.4) 式 外 , 还 用 到 了 单 粒 子 波 函数 的 变换 规则 (16.16)). 
如 果 初 级 粒子 是 真 中 性 粒子 , 那么 C 宇 称 守 恒 还 要 导致 进一步 的 限制 . 这 
里 必须 区 别 三 种 不 同情 形 . 如 果 衰 变 产物 也 是 真 中 性 粒子 , 必定 有 Cu = CsCc; 
这 个 条 件 要 么 完全 禁止 衰变 , 要 么 就 是 被 满足 而 不 导致 新 的 限制 . 如 果 粒 子 5 
和 粒子 c 是 不 同 的 , 那么 C 不 变性 将 在 不 同 过 程 (a 一 n+e 和 a 一 5+ 引 的 振 
幅 之 间 确 立 一 种 关系 . 最 后 , 对 于 衰变 a 一 十 有 一 种 限制 , 因为 对 给 定 的 电 
蓓 宇 称 C 和 给 定 的 总 角 动 量 J = so, 系统 要 么 处 于 螺旋 性 对 称 态 , 要 么 处 于 
螺旋 性 反对 称 态 , 这 由 J 值 的 奇偶 和 C 的 符号 决定 . 
@ 既然 这 两 个 振幅 属于 不 同 的 反应 , 它们 之 间 就 不 会 互相 干涉 ; 因此 , (69.11) 中 


的 相 因 子 就 没有 意义 了 , 可 以 假设 它 等 于 1, 只 有 从 (69.11) 推出 的 截面 公式 才 有 实际 
意义 . 


























- 268 . 第 七 章 散射 矩阵 








CP 不 变性 意味 着 衰变 a 一 bc 和 5 一 5+5 的 振幅 相等 : 
(XpXe|S7|Xa) = (sXelS" Na) (69.14) 


(这 里 因 = 一 Aa,…), 即 粒子 和 反 粒 子 的 衰变 概率 相等 . 如 果 粒 子 的 衰变 方式 
不 止 一 种 ( 即 可 通过 不 同 的 道 衰变 ), 此 式 对 每 个 道 都 是 适用 的 . 但 是 , 我 们 着 
重 指出 , 这 个 结论 是 基于 CP 不 变性 , 而 CP 不 变性 并 非 自然 界 的 普 适 性 质 ， 
只 有 CPT 不 变性 才 是 普 适 的 , 这 一 要 求 本 身 只 能 导致 等 式 


(XpXe|3"|Xa) = (al|S71A5Xs)， 


此 式 右 边 是 衰变 的 道 过程 . 我 们 在 $71 将 看 到 , CPT 不 变性 条 件 将 和 乏 正 性 
要 求 一 起 , 在 粒子 和 反 粒 子 的 衰变 概率 之 间 会 导致 一 个 关系 , 尽管 这 个 关系 要 
受到 更 多 的 限制 . 


习 题 


1. 利用 (69.6) 式 , 对 双 光 子 系统 可 能 的 状态 进行 分 类 . 
解 : 在 这 个 情形 , Xi, Xa = 士 1. 当 J(> 0) 为 偶数 时 , 根据 (69.6), 允许 有 三 
个 对 和 ,Xo 对 称 的 态 : 


a) byM11， bb) W7M-1-1， ©) PIMIL + PIM 
当 J(> 1) 为 奇数 时 , 只 允许 有 一 个 反对 称 态 : 
d) PIM1-1 — WIM-11. 
态 cl 和 态 d) 也 具有 确定 的 字 称 (十 1): 按照 (69.4) 
Py 1+t bm 1) = +(-1)7 (Wmi1+ ee 


因子 土 (1)” = 因为 括号 前 的 “+” 对 应 着 J 的 偶数 值 ,而 “-” 对 应 着 J 了 的 
奇数 值 . 态 &) 与 态 b) 本 身 没有 确定 的 字 称 , 但 是 , 可 以 由 它们 的 组 合 


3) W7JM11 FOIMI1, bb) YM 一 仇 JM 1 1 


组 成 偶 字 称 态 与 奇 宇 称 态 . 当 J =0 时 只 允许 Ni = Xa (根据 条 件 | 和 1 一 Ao| < 
因而 态 c) 不 出 现 , 只 有 一 个 偶 字 称 态 w) 和 一 个 奇 字 称 态 四. 最 后 , 当 J =1 
时 , 对 奇数 ] 唯一 可 能 的 态 d) 也 被 禁 戒 , 因为 这 时 入 二 2 > J. 这 样 一 来 , 我 们 
就 得 到 允许 状态 的 表 (9.5). 
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2. 在 非 相 对 论 性 近似 下 , 系统 的 总 角 动 量 J 由 自 旋 5 和 轨道 角 动 量 了 的 
相 加 求 出 . 试 对 二 粒子 系统 求 态 |JLSM) 和 态 |JMA1N2) 之 间 的 联系 . 
解 : 按照 角 动 量 相 加 时 波 函 数 构 成 的 法 则 , 我 们 有 


pLsM 3 {sror peas (0102 ISMs)}y LM (Mr Ms|JM). (1) 


其 中 so 为 自 旋 s( 在 固定 轴 上 的 分 量 为 o) 的 本 征 函 数 , WLM 为 轨道 角 动 
量 L( 分 量 为 ML) 的 本 征 函 数 ; 大 括号 内 的 表示 式 对 应 于 s1 加 sa 给 出 9, 然 
后 8 和 工 相 加 给 出 J; 求 和 对 所 有 的 m 型 指标 进行 . 在 动量 表象 中 将 所 有 画 
数 都 写成 (动量 了 三 Pi 的 ) 方向 nn 的 函数 , 并 利用 第 三 卷 (58.7) 式 将 波 函 数 
Wss 通过 螺旋 性 态 的 波 函 数 WA 表示 : 


Wasici = > De (n) na 本 


Wascs 三 让 )Wn — Xa- 
入 2 


对 于 函数 WLML; 我 们 有 


2 了 十 1 
4 





WPMr = YLML (n) =i DU. (n) 


(这 里 用 到 了 第 三 卷 的 (58.25) 式 和 定义 (16.5)). 将 这 些 函 数 代入 (1), 并 两 次 
使 用 第 三 卷 中 的 展开 式 (110.1) 和 克 菜 布 希 - 高 登 系数 的 正 交 性 公式 (第 三 卷 
(106.13) 式 ), 就 得 到 W7rsM 的 展开 式 : 


PILSM = 》， WMAihxa(JMAIXa|JTSM)， (2) 
和 ia 
其 中 
2Jj 十 1 
YIMAN2 = Wnx bn, -sa DO (Rn) i 4= 和 1 


(JMAMNNILSM) = (i) (—1)” +3 VY(2L+1)(25+1) 


S2 ) [ Ss J ] (3) 
A -M2 一 4 0 4 -A 
由 于 变换 (2) 是 么 正 的 , 我 们 有 


(JLSM|JMAN2) = (JMAMNIILSM)*. 
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在 螺旋 性 振幅 中 使 用 了 一 个 特别 的 参考 系 , 即 质心 坐标 系 .但 为 了 利用 人 协 

变 微 扰 论 计算 散射 振幅 (以 及 为 研究 它们 的 一 般 解 析 性 质 ), 将 散射 振幅 写成 
明显 的 协 变形 式 是 较为 方便 的 . | 

如 果 参 加 反应 的 粒子 没有 自 旋 , 那么 散射 振幅 只 和 粒子 四 维 动量 的 不 变 

a+D 一 cd (70.1) 





这 些 不 变量 取 为 866 中 所 定义 的 量 s,t,w 中 的 任意 两 个 量 . 于 是 , 散射 振幅 简 
化 为 一 个 单一 的 函数 Myi = f(s,). 

如 果 粒 子 有 自 旋 , 那么 , 除了 动力 学 不 变量 s,t,w 外 , 还 应 存在 由 粒子 的 
波幅 组 成 的 不 变量 ( 双 旋 量 , 四 维 张 量 等 ). 这 时 , 散射 振幅 的 形式 必定 是 














Myi = 2 fals,t)F,, (70.2) 


其 中 玉 是 一 个 和 所 有 参加 反应 的 粒子 的 波幅 (以 及 它们 的 四 维 动量 ) 线性 相 
关 的 不 变量 . 系数 f(s,) 称 为 不 变 振 幅 . 

通过 选择 波幅 使 其 对 应 于 有 确定 螺旋 性 的 粒子 , 我 们 就 能 得 到 确定 的 不 
变量 值 = Fn( 和 i, 和). 于 是 , 螺旋 性 散射 振幅 就 是 不 变 振 幅 f; 的 线性 齐 次 
组 合 . 由 此 看 到 , 独立 函数 反 (s, 如 的 数目 等 于 独立 的 螺旋 性 振幅 的 数目 . 由 于 
独立 的 螺旋 性 振幅 数 容易 确定 (如 869 中 所 阐述 的 ), 不 变量 轧 , (其 数目 已 预 
先知 道 ) 的 构成 也 就 容易 了 ， 

下 面 我 们 举 几 个 例子 . 在 这 些 例子 中 , 我 们 假定 相互 作用 都 是 工 不 变 和 和 
P 不 变 的 . 已 不 变性 意味 着 不 变量 到 应 该 是 真 标 量 (而 不 是 膀 标 量 ). 








零 自 旋 粒 子 被 > 自 施 粒 子 的 散射 
为 了 计算 不 变量 的 数目 ( 即 独立 螺旋 性 振幅 的 数 日 ), 我 们 注意 到 这 时 
S57 矩阵 元 的 总 数 ( 即 不 同 的 Xi，》Xa, 入 , 六 的 组 合 数 ) 等 于 4(A1 = XM = 0， 
和 ,入 = 二 5). 考虑 到 己 不 变性 , 独立 矩阵 元 的 数目 减少 为 2, 并 且 了 不 变性 
不 会 改变 这 个 数目 . 
两 个 独立 的 不 变量 可 以 取 为 

















=Wu, Fo=V(YR)u. (70.3) 
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t 中 以 二 w(p) ,wy = wp/) 分 别 为 初 态 与 终 态 费 米子 的 双 旋 量 振幅 ; K = 十 %， 
其 中 ,kr 分 别 为 初 态 与 终 态 玻 色 子 的 四 维 动量 四. 
量 (70.3) 的 了 不 变性 是 很 明显 的 , 如 果 注 意 到 在 时 间 反 演 下 , 乘积 也 v 与 
mywu 和 算 符 6 与 太太 按照 同样 规律 (28.6) 变换 , 且 前 者 是 后 者 的 矩阵 元 : 
乘积 Ww 本 身 是 不 变 的 , 而 四 维和 失 量 yu 按 下 式 变换 ; 








UU TU, TY HY. 





四 维 动量 也 按照 类 似 的 方式 变换 : (K0, KK) 一 (K?0, 一 KK), 因此 , 标量 积 到 = 
Ky(WwWYyru) 是 不 变 的 ， 


两 个 了 自 施 的 全 同 粒子 的 弹性 散射 


为 了 计算 独立 的 螺旋 性 振幅 数 , 比较 方便 的 做 法 是 从 螺旋 性 态 的 线性 组 
合 出 发 : 








pig 一 WH+ 二 人-， Vag = Yr+ — Ye--, 
Wag = V+ tt Vu = P+ 一 +， 


其 中 下 标 土 标记 两 个 粒子 的 螺旋 性 量子 数 (#3) . 对 两 个 粒子 的 交换 , 19, 29, 30 
为 偶 态 , 而 4 为 奇 态 . 可 见 路 迁 gO wv 是 禁 忒 的 , 因此 , 考虑 交换 对 称 性 后 , 还 
和 镜 下 16 一 6 = 10 个 矩阵 元 . 函数 1g, Wag 对 于 反 演 的 宇 称 和 yy 相反 , 所 
以 它们 之 间 的 跃迁 是 被 禁 戒 的 , 这 使 得 独立 振幅 的 数目 减少 到 6 . 最 后 , 了 不 
变性 使 得 跃迁 1g 一 3g 和 3g 一 19 的 振幅 相等 , 这 样 总 共 只 剩 下 5 个 独立 振 
幅 . 可 选 如 下 5 个 独立 的 不 变量 : 

页 = (Wu), Fo = (Wy) WY 2), 

Fy = (WY ) Wy), = WY YT 2), (70.4) 

rs 一 (Tor wv) (Woop V2), 
其 中 wi, wz 为 初 态 粒子 的 双 旋 量 振幅 , 而 wi, Ww 为 终 态 粒 子 的 双 旋 量 振幅 . 初 
态 (或 终 态 ) 粒子 间 的 交换 不 会 引出 新 的 不 变量 : 新 的 不 变量 可 通过 先前 的 不 
变量 表示 (参见 828 的 习题 ). 但 是 , 表示 式 (70.2) (其 中 的 及 由 (70.4) 给 出 ) 显 


@ 乍 看 起 来 , 似乎 还 可 以 组 成 诸如 opwkrk*w 这 样 的 不 变量 (矩阵 opw 的 定义 见 
(28.2)), 但 是 , 如 果 考 虑 守恒 定律 履 =p+k 一 p' 和 双 旋 量 振幅 所 满足 的 方程 : 


(Pu = mu Typ") = mu, 


就 会 发 现 , 这 样 的 不 变量 可 简化 为 (70.3) 式 . 
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然 没 有 考虑 到 两 个 全 同 费 米子 的 交换 必须 改变 散射 振幅 的 符号 这 个 要 求 . 满 
足 这 个 要 求 的 表示 式 可 写成 


Myi = [Vu ) Tova) fi lt 4) — (Wa) (Tu2) fi D] + (70.5) 


当 pi 与 p92( 或 pi 与 p2) 交换 时 , 运动 学 不 变量 s 一 s, t 一 uu 一 这样 上 述 
要 求 必定 得 到 满足 . 


光子 被 自 旋 为 0 或 :的 粒子 的 弹性 散射 


这 类 过 程 的 振幅 用 满足 下 列 条 件 的 类 空 四 维 单位 矢量 et, el2) 来 表示 是 
比较 方便 的 : 





e02=e22 -1，eDeo 一 0， 
(70.6) 
e(Dk=e dk=0, edk =eDk =0 


(对 于 两 个 光子 中 的 每 一 个 , 这 些 四 维 矢量 都 可 以 作为 四 维 单位 矢量 , 用 以 对 
光子 极 化 性 质 作 不 变 描 述 (参见 88)). 
设 k 和 wk 分别 为 光子 的 初 态 与 终 态 的 四 维 动量 , 而 p 和 分 别 为 散射 
粒子 的 初 态 与 终 态 的 四 维 动量 . 四 维 矢 量 
P=p +p 


2» 


/入 P23 +pK 
K? (70.7) 
N* = ew? Pg K,, 


其 中 
K=k+k, g=p—p =k—k 


显然 是 互相 正 交 的 , 和 四 维 矢 量 K,g 也 是 正 交 的 , 并 因此 还 和 wr 正 交 . 既然 
它们 和 类 时 的 四 维 矢量 K 正 交 (K? = 2kk’ > 0), 它们 自身 必定 是 类 空 的 ( 实 
际 上 , 在 K =0 的 参考 系 中 , 由 KP 二 0 可 以 推出 及 =0, 因 此 P? <0). 通过 
取 





P* 
人 局 
将 己 和 归 一 化 ;我们 得 到 满足 所 有 要 求 的 一 对 四 维 矢量 . 可 以 看 出 , e(2) 为 
真 矢量 , et 为 厅 矢 量 . 

借助 初 态 与 终 态 光子 的 四 维 极 化 矢量 e 与 e, 光子 的 散射 振幅 可 以 写成 


入 
i 
VN3 





(70.8) 





Mpi = Fee,, (70.9) 
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光子 的 螺旋 性 只 能 取 两 个 值 (+1). 因此 , 对 光子 被 一 个 零 自 旋 粒 子 的 散 
射 , 独立 的 螺旋 性 振幅 数 等 于 2, 这 和 零 自 施 粒子 与 了 自 旋 粒 子 的 相互 散射 是 
一 样 的 . (70.9) 式 中 的 张 量 Fax 必定 仅 由 粒子 的 四 维 动量 构成 . 它 可 写成 如 下 
形式 : 
Fo fie Vee 起 fae 2 Ne (70.10) 
中 户 , 户 为 不 变 振幅 . 应 该 指出 , FY 中 没有 包含 乘积 etD)xeC)w 的 项 , 因为 
个 乘积 是 寿 张 量 , 当代 入 (70.9) 式 中 时 将 得 到 性 标 量 . 

最 后 , 我 们 来 研究 光子 被 一 个 了 自 旋 粒 子 的 散射 . 为 了 计算 独立 的 螺旋 
性 振幅 的 数目 , 我 们 注意 到 , 在 此 情形 下 , 97 矩阵 元 的 总 数 为 16 (两 个 初 态 粒 
子 和 两 个 终 态 粒子 中 的 每 一 个 都 可 有 两 个 螺旋 性 的 值 ). P 不 变性 的 要 求 使 这 
个 数 减少 到 8, 最 后 , 了 不 变性 要 求 进一步 使 这 个 数 减少 到 6. 

这 里 , 我 们 将 张 量 及 ,写成 如 下 形式 


其 
这 


Fan = Go(et el 十 eb) el2)) + Gi (ee® 十 el el)) 
+G2(el el® 一 el el)) 十 Galel el) 一 丰 (70.11) 











其 中 Go 与 G3 为 真 标 量 , G1 与 G2 为 厦 标 量 , 这 四 个 量 都 是 费 米子 双 旋 量 振 
幅 志 (Vv') 和 w(p) 的 双 线 性 式 : 


Gn = Zp Qnu(p). (70.12) 
矩阵 Q; 的 一 般 形 式 (对 双 旋 量 指 标 ) 为 
Qo= f+ f(yK), Qi = [fs + fa(yK)), 
Qa — Ylfs+ folyK)], Qs= fr+ fe(yR), 


其 中 天 = 有 十 1 系数 户 ,…, fs 为 不 变 振幅 , 在 此 有 8 个 (而 非 6 个 ), 因为 还 
没有 考虑 了 不 变性 的 要 求 . 
时 间 反 演 交 换 粒 子 的 初 态 和 终 态 的 四 维 动量 , 还 改变 它们 空间 分 量 的 符 


(70.13) 


号 : 
(ko, k) (10， 一 大 )， (po, p) 和 (po, 一 2 ); (70.14) 
光子 的 四 维 极 化 矢量 按 下 式 变换 ; 
(eoe) 全 (e0 —e”) (70.15) 
(比较 (8.11a)), 因此 


/ 1 水 7 本 天 LE [ha 
(e0' eoy €7 €0, 6i ek) 一 (e0eo, 一 e0ei eR ei)- 
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由 于 这 个 变换 , 散射 振幅 (70.9) 的 不 变性 条 件 等 价 于 
(Foo, Fio, Fix) 一 (Foo, — Foi, Fki). 
为 一 方面 , 变换 (70.14) 意味 着 


(Ko, K) 一 (Ko,~K), (go,q) 一 (—go, 9), 
(P,P) 一 (PD,-P), (No,N)— (No,—N), 


于 是 
(et ed) 一 (ef 一 ed2))， (70.16) 


因此 , 从 表示 式 (70.11) 出 发 , 我 们 必定 有 
Go,13 一 G0,13, G2 一 一 G2. 
在 时 间 反 演 下 ， 


UYU TN TR) TY (EN, 





从 用 标 量 和 轴 矢 量 双 线 性 式 的 变换 规则 (28.6) 来 看 , 这 也 是 很 明显 的 . 从 表示 
式 (70.12) 和 (70.13) 明显 可 见 , 由 于 散射 振幅 的 人 不 变性 , 必定 有 





fs= /6=0. (70.17) 
871 人 么 正 性 条 件 


散射 矩阵 必定 是 么 正 的 : 8358+ = 1, 或 用 矩阵 元 表示 为 : 


(SST) pi = > SpnS, = 0p, (71.1) 





其 中 下 标 n 表示 所 有 可 能 的 中 间 态 @. 这 是 5 矩阵 最 普遍 的 性 质 , 它 保证 了 
状态 的 归 一 性 和 正 交 性 在 反应 中 得 以 保持 (比较 第 三 卷 8125, 8144). 特别 是 ， 
(71.1) 式 中 的 对 角 元 简单 地 表达 了 如 下 事实 : 由 给 定 的 初 态 到 所 有 终 态 的 路 
迁 概 率 之 和 等 于 1, 即 

》 15ni2 =1. 


@ 当然 , 71.1) 中 sr 的 实际 意义 与 量子 数 的 具体 选择 以 及 系统 波 函 数 的 归 一 化 有 
关 . 后 者 应 如 此 确定 , 以 便于 /ty =1 
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将 (64.2) 形式 的 矩阵 元 代入 (71.1), 我 们 得 到 
TH — Ti = i(2n)’ 2 ~— Pa)T ymTin 


0): Dp; — Pa) Ts Tn (71.2) 
在 等 式 右边 我 们 写 出 么 正 性 条 件 的 两 种 等 价 的 形式 , 分 别 为 863+ = 1 与 518 = 
1, 即 因子 了 和 35+ 的 次 序 相反 . 
应 该 注意 到 , 此 等 式 的 左边 是 研 矩阵 元 的 线性 式 , 而 右边 是 二 次 式 . 因此 ， 
如 果 相 互 作用 (例如 , 电磁 相互 作用 ) 包含 一 个 小 参数 , 那么 左边 将 是 一 级 小 
量 , 而 右 端 是 二 级 小 量 . 在 一 级 近似 中 , 后 者 可 略 去 ; 于 是 有 



































Tr = Te, (71.3) 


即 和 矩阵 工 是 厄 米 的 . 

为 使 么 正 性 条 件 (71.2) 有 更 具体 的 形式 , 必须 弄 清 楚 对 n 求 和 的 含义 .我 
们 对 两 个 粒子 的 碰撞 来 研究 此 问题 , 并 假设 守恒 定律 只 容许 弹性 散射 . 这 时 ， 
(71.2) 式 中 的 所 有 中 间 态 也 都 是 “二 粒子 ” 态 . 对 它们 的 求 和 意味 着 对 中 间 动 
量 p4,p& 积分 , 并 对 两 个 粒子 的 自 旋 量子 数 (例如 螺旋 性 ) NM 求 和 : 


V2d3 Dd ps 
ps 一 (2m)° 
用 864 的 相同 方法 消去 8 函数 , 使 得 到 “二 粒子 的 ” 么 正 性 条 件 
Tri 一 人 77 = Cr 5 = 四 i er esdo”, 


其 中 p 与 8 为 质心 系 中 的 动量 与 总 能 量 . 按照 (64.10) 式 将 振幅 从 Ty; 变换 成 
MP 后 , 归 一 化 体积 便 不 再 出 更: 

















Mpa Si Mi ae (4n)? 


四 f jg, Me aor. (71.4) 
> | : 
我 们 这 样 来 定义 弹性 散射 振幅 , 使 得 
do = |(w XN|fInN)|do’ (71.5) 


其 中 n 与 rm 分 别 为 初 态 与 终 态 动量 的 方向 ; 入 与 X 则 分 别 为 初 态 与 终 态 的 
自 旋 量子 数 . 和 (64.19) 式 比 较 , 就 可 看 出 


(XInA = BM (71.6) 
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么 正 性 条 件 (71.4) 变 为 
NFInN) 一 人 Am 六 
- 弄 > fw Xl XY nal) ao", (71.7) 





此 式 是 非 相 对 论 性 理论 中 的 常用 公式 (第 三 卷 (125.8) 式 ) 的 推广 . 
零 角度 弹性 散射 的 振幅 是 对 角 和 矩阵 元 Ti, 在 此 矩阵 元 中 , 粒子 的 终 态 与 
初 态 相同 @. 对 此 振幅 , 么 正 性 条 件 (71.2) 变 为 如 下 形式 : 


2Im Ti; = (27) > Ti ?0 (Pi ~ Pa). (71.8) 
此 式 右 边 和 给 定 初 态 i 所 有 可 能 的 散射 过 程 的 总 截面 只 相差 一 个 因子 ; 我 们 
将 此 总 截面 记 作 o. 事实 上 , 概率 (64.5) 对 态 f 求 和 并 除 以 流 密度 j, 就 得 到 


2n)V 
We 1 yn 


因此 

2 一 Ort. 
通过 取 3 一 Mi/(2e1V a 2e2V) (其 中 ET E92 为 粒子 在 质心 系 中 的 能 量 )， 并 将 
(64.17) 的 7 代入, 消去 归 一 化 体积 , 于 是 有 


Im Mi; = 2|pleo:. (71.9) 


这 个 公式 就 是 光学 定理 的 表示 . 如 果 采 用 弹性 散射 振幅 (71.6), 便 得 到 光学 定 
理 通常 的 形式 : 
Im (mA 用 mA) = (71.10) 
(比较 第 三 卷 (142.10) 式 ). 
如 果 5 矩阵 是 在 动量 表象 中 给 出 的 (分 波 振幅 ), 那么 , 由 于 它 对 7 是 对 
角 的 , 么 正 性 条 件 可 以 对 每 一 个 7 值 分 别 写 出 . 
例如 , 若 只 有 弹性 散射 是 可 能 的 , 么 正 性 条 件 可 写成 如 下 形式 : 
(XSD ONS" IN)” = 5aw. (71.11) 
A 


@ 必须 强调 指出 , 我 们 所 说 的 正 是 T 的 矩阵 元 , 而 不 是 5 的 矩阵 元 , 即 从 5 中 减 去 
单位 矩阵 以 后 的 对 角 元 素 . 
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由 于 了 不 变性 , 弹性 散射 矩阵 是 对 称 的 (比较 (69.10) 式 ), 因此 可 化 成 对 角形 
式 . 这 时 , 么 正 性 条 件 要 求 对 角 元 素 的 模 等 于 1, 因此 , 通常 可 写成 


S57 = exp(2i9yn)， (71.12) 


其 中 5 为 和 能 量 有 关 的 实 常数 , (下 标 n 标记 给 定 7 的 一 个 对 角 元 素 ). 在 一 
般 情 形 下 , 当 独 立 振 幅 数 N 超过 ( 方 ) 矩阵 57 的 阶 数 时 , 使 57 对 角 化 的 变换 
系数 依赖 于 J 与 户 (这 些 系数 不 仅 包 括 矩 阵 的 主 值 , 而 且 还 包括 和 原始 的 N 
个 量 等 价 的 独立 量 ). 然而 , 如 果 NN 等 于 矩阵 57 的 阶 数 (因而 等 于 和 矩阵 主 值 的 
数目 ), 则 对 角 化 系数 是 普 适 常数 . 这 时 , 对 角 化 状态 具有 确定 的 宇 称 (当然 , 没 
有 确定 的 螺旋 性 ). 

用 分 波 振 幅 (A|f7IX) 表示 , 条 件 (71.11) 可 写成 








NNN) — AFD” = 2ilp] > OTP DAIND)’, (71.13) 
7 


只 要 将 展开 式 (68.13) 代入 (71.7), 并 利用 D 函数 的 正 交 归 一 性 , 就 不 难 证 明 
这 一 点 . 如 果 存 在 了 不 变性 , 矩阵 (XIJ7|A 是 对 称 的 , (71.13) 式 就 变 成 


Im (XI 产 | = Ip +). (71.14) 


如 将 此 矩阵 对 角 化 , 其 对 角 元 素 就 是 


1 


站 本 (ep(29 Jn)—1)= 加 exp(iomm)sin8yn- (71.15) 
最 后 , 我 们 给 出 一 些 由 么 正 性 条 件 和 CPT 不 变性 得 到 的 结论 . CPT 不 变 


性 给 出 : 





Ti = Ty, (71.16) 


其 中 与 子 态 和 1 与 了 态 的 区 别 在 于 将 所 有 的 粒子 都 换 成 了 它们 的 反 粒 子 
( 且 在 动量 不 变 的 条 件 下 , 角 动 量 和 撩 量变 号 ). 特别 是 , 对 于 对 角 元 素 ， 
We 


因此 , 由 (71.8) 和 (71.9) 得 出 , 对 于 粒子 之 间 和 反 粒 子 之 间 的 反应 , 初 态 给 定 
的 所 有 可 能 过 程 的 总 截面 部 是 相同 的 . 

特别 是 , 粒子 和 反 粒 子 的 总 衰变 概率 ( 即 寿命 ) 相同 . 这 些 结果 连同 粒子 
和 反 粒 子 质量 相等 ($11), 是 由 相互 作用 的 CPT 不 变性 得 出 的 最 重要 的 结果 ， 
我 们 记得 (参见 869 未 ), 对 每 一 可 能 的 衰变 道 单独 而 言 , 要 类 似 的 结论 也 成 立 ， 
则 还 要 要 求 CP 不 变性 也 成 立 . 
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习 题 
由 人 么 正 性 条 件 , 求 核 子 光 生 元 介子 (Y 十 NN 一 7 十 入 ) 的 分 波 振幅 和 核子 
一 介子 弹性 散射 (TTN 一 T+TN) 的 相位 之 间 的 关系 . 这 时 请 注意 : TV 散射 
属于 强 相互 作用 , 而 光 生 反应 和 ?YN 散射 属于 电磁 相互 作用 . 
解 : 分 波 振幅 记 作 : 
(rN|ISIYN) = Sry, (NISIYN)= Syy, YI9IrN) = Brn, 


( 略 去 了 下 标 J 和 螺旋 性 下 标 ). 光 生 反应 是 电荷 e 的 一 级 过 程 ,而 YN 散射 属 
于 二 级 过 程 ; 因此 Sry ~ 6 Sry 一 1 改 @2. 振幅 Srr 不 含 小 量 , 精确 到 ~ e 项 ， 
条 件 (71.1) 给 出 


Sry dy 十 Onmr9yr 入 Sry 十 rrdyn 二 0， (1) 


ryryt Snrorn YT Srrbrn = 1 (2) 

(等 式 (2) 右边 的 1 应 该 记 住 是 标记 自 旋 变量 的 单位 矩阵 ), 由 于 全 不 变性 , 抵 
阵 Srr 是 对 称 的 , 且 Sy = Sry. 取 矩 阵 grr 的 对 角形 式 , 即 对 应 于 具有 确定 
字 称 的 介子 态 . 这 时 由 (2) 可 以 得 出 , 对 角 元 素 的 形式 为 ezitr (具有 不 同 的 
常数 6r). 于 是 , 对 于 矩阵 9rv 的 每 一 个 元 素 , (1) 式 给 出 

Sry/S%, a —e2is"™ 
由 此 得 出 

Sry = +|Srylie™™. 


因此 , 光 生 反应 的 分 波 振 幅 相 位 (在 一 个 具有 确定 字 称 的 态 中 ) 由 TN 弹性 散 
射 的 相位 决定 . 
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如 果 粒 子 间 的 相互 作用 可 以 看 作 小 量 , 那么 , 粒子 碰撞 时 所 发 生 的 各 种 
过 程 的 概率 就 可 以 用 微 扰 论 来 计算 . 不 过 , 通常 的 非 相 对 论 量子 力学 中 的 微 扰 
论 形式 有 一 个 明显 的 缺陷 : 它 没有 直接 显现 出 相对 论 不 变性 . 尽管 将 这 种 理 
论 形式 应 用 到 相对 论 性 问题 时 , 最 终结 果 满 足 相 对 论 不 变性 条 件 , 但 由 于 中 
间 公 式 不 是 协 变形 式 , 使 得 计算 十 分 复杂 . 在 这 一 章 , 我 们 将 阐述 一 种 克服 上 
述 缺 陷 的 自 洽 的 相对 论 性 微 扰 论 , 这 个 理论 是 由 费 曼 建立 的 (R. P. Feynmam， 
1948 一 1949). 

在 系统 的 二 次 量子 化 描述 中 , 我 们 用 $ 标记 系统 在 自由 粒子 各 个 状态 的 
占有 数 “ 空 间 ” 中 的 波 函 数 . 系统 的 哈密 顿 算 符 为 吾 = 丽 十 攻 , 其 中 他 为 相 
互 作用 算 符 . 设 瑟 为 未 扰动 哈密 顿 算 符 的 本 征 函 数 , 每 一 个 本 征 函 数 对 应 于 
某 个 确定 的 占有 数 . 任意 函数 盏 可 以 展开 成 $8 = 》 Cn 6m. 于 是 , 精确 的 波动 


方程 
i = (Bo+V)G (72.1) 
变 成 对 系数 Cn 的 一 个 方程 组 : 


iC, = 》 Vm expli(En, — Em)t]Cm, (72.2) 
其 中 Vn 为 算 符 人 的 与 时 间 无 关 的 矩阵 元 , 为 , 为 未 扰动 系统 的 能 级 (比较 第 
三 卷 $40). 
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按照 定义 , 算 符 人 不 显 含 时 间 . 另 一 方面 , 量 


Vim (t) = Vom expli(En, — Em)t] (72.3) 
可 以 看 成 与 时 间 有 关 的 算 符 
V(t) = exp(iBot)V exp(—ifot) (72.4) 


的 矩阵 元 . 我 们 称 WV(#) 为 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 , 以 区 别 于 原来 的 与 时 间 无 
关 的 巷 定 齐 算 符 侯 , @ 我 们 用 同一 字母 5 代表 新 绘 景 中 的 波 函 数 , 就 可 将 方 
程 (72.2) 写成 如 下 符号 形式 : 





i$ = V(t)g. (72.5) 
在 此 绘 景 中 , 波 函 数 的 变化 是 完全 由 于 微 扰 的 作用 , 即 由 粒子 的 相互 作用 引起 


如 果 85(b 与 Bt 十 50) 是 两 个 相继 时 刻 的 5 值 , 那么 ,方程 (72.5) 表明 : 


























F(t+ 51) = 上 一 语感 轨 ]5(0 = exp[ 一 i8t : VE GE). 


从 而 , 任 一 时 刻 好 的 5 值 可 以 用 某 一 初始 时 刻 如 (ty > 为) 的 5 值 表 示 : 


了 了 
$(ts) = Heerae : pel GB(ti), (72.6) 


1 





其 中 乘积 [[ 是 对 万 和 女 之 间 所 有 无 穷 小 间隔 8te 求 积 的 极限 . 如 果 V() 是 
一 个 普通 函数 , 这 个 极限 就 简化 为 


本 全 / vdat | . 


不 过 , 这 个 结果 能 否 成 立 , 还 要 看 (72.6) 式 的 乘积 变 为 指数 上 的 求 和 时 , 属于 
不 同时 刻 的 因子 之 间 是 否 可 对 易 . 算 符 爷 (0 没有 这 样 的 可 对 易 性 , 因而 不 可 
能 化 成 通常 的 积 

我 们 可 以 将 (72.6) 式 写 成 符号 形式 : 


B(t1) = Texp {= Voat) (ti), (72.7) 


Q 必须 强调 指出 , 定义 (72.4) 用 到 的 所 为 非 扰 动 的 哈密 顿 算 符 , 这 一 点 和 算 符 的 
海 森 伯 绘 景 不 同 . 在 海 森 伯 绘 景 中 ， 
VH() = exp(ift)V exp(—ifit) 
(参见 第 三 卷 813 以 及 本 书后 面 的 8102). 
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其 中 工 为 编 时 符号 , 它 表 示 乘 积 (72.6) 中 各 个 相继 因子 的 某 个 (“ 编 时 的 ”) 
时 间 顺 序 . 特别 是 , 当 去 一 一 00, ty 一 十 oo 时 , 我 们 有 
(+00) = $8(—00), (72.8) 
其 中 本 
S = Texp {= . Vat) : (72.9) 
写 出 波动 方程 形式 上 的 精确 解 (72.7) 一 (72.9) 的 意义 在 于 , 我 们 能 够 很 容 
Ri 


3 


> | dt2 .. TOP Po (72.10) 








这 里 ， ee 上 次 宕 可 以 写成 重 积 分 , 符号 了 表示 在 变量 斑 , ta， 
., tt 的 值 的 每 个 范围 中 , 相应 的 算 符 按 照 从 右 到 左 了 上 值 增长 的 编 时 次 序 排 
列 扎 . 
由 定义 (72.8) 可 见 , 如 果 系 统 在 碰撞 前 处 于 态 6; (自由 粒子 态 的 某 种 集 
合 ), 那么 它 路 迁 到 态 By (自由 粒子 态 的 另 一 种 集合 ) 的 概率 振幅 为 矩阵 元 87i. 
于 是 , 这 些 矩 阵 元 组 成 5 矩阵 . 
在 843 中 已 经 给 出 了 电磁 相互 作用 算 符 : 


V = ef GMa (72.11) 
将 它 代入 (72.9) 式 , 我 们 得 证 
$= Texp {= /GDa's ; (72.12) 


值得 指出 的 是 , 算 符 (72.12) 是 相对 论 不 变 的 . 这 可 以 从 被 积 函 数 是 标量 这 个 
事实 看 出 , 对 dtz 的 积分 是 相对 论 不 变 的 , 并 且 编 时 运算 也 是 不 变 的 . 然而 对 
最 后 这 点 , 需要 作 进 一 步 的 解释 . 

我 们 知道 , 只 要 去 和 ts 两 个 时 刻 所 对 应 的 世界 点 zi 和 za 是 被 类 时 间 
隔 分 开 的 : (za 一 2)2 > 0, 那么 , 这 两 个 时 刻 的 先后 顺序 ( 即 差 2 一 所 的 符 
号 ) 和 参考 系 的 选择 无 关 . 在 这 种 情况 下 , 编 时 顺序 必定 是 不 变 的 . 但 是 如 果 
(za 一 z1)2 <0 (是 类 空间 隔 ), 那么 , 在 不 同 的 参考 系 中 , 既 可 以 有 刀 > 碳 ,也 可 
以 有 to < 五 加. 但 是 , 这 样 的 两 个 点 所 对 应 的 事件 之 间 不 可 能 有 因果 关系 . 因 


@ 利用 展开 式 (72.10) 导出 相对 论 性 微 扰 论 的 规则 是 戴 森 的 工作 (F. J. Dyson, 1949). 

@@ 为 简洁 计 , 我 们 常常 说 光 锥 以 内 和 光 锥 以 外 的 区 域 , 而 不 说 类 时 间隔 和 类 空间 
隔 : 距 z' 点 的 间隔 (z -2 )? > 0 的 所 有 点 z 都 在 以 >' 为 顶点 的 双 光 锥 以 内 , 而 间隔 
人 -az)2<0 的 所 有 点 都 在 这 个 光 锥 以 外 . 
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此 , 和 这 两 个 点 相关 的 两 个 物理 量 的 算 符 显然 是 可 对 易 的 . 这 是 因为 从 物理 的 
观点 讲 , 两 个 算 符 的 不 可 对 易 性 意味 着 相应 的 两 个 量 不 可 能 同时 被 测量 , 而 这 
一 点 是 以 两 个 测量 之 间 存 在 物理 联系 为 必要 条 件 的 . 因此 , 上 面谈 到 的 乘积 的 
时 序 仍然 是 不 变 的 : 虽然 治 伦 效 变 换 可 能 颠倒 两 个 时 刻 的 顺序 ,但 由 于 两 个 因 
子 是 可 对 易 的 , 因而 它们 能 够 恢复 到 编 时 顺序 包 . 

不 难看 出 , 本 节 所 给 的 5 矩阵 的 定义 必定 满足 么 正 性 条 件 . 将 8 写成 
(72.6) 式 那样 的 编 时 乘积 , 青 运用 六 的 厄 米 性 , 就 可 以 得 出 如 下 结果 : 35+ 可 以 
表示 为 expfiste .V(ts)] 形式 的 因子 乘积 (指数 上 的 符号 相反 ), 在 编 时 顺序 上 
是 相反 的 . 所 以 , 当 S$ 和 S+ 相 乘 时 , 所 有 因子 就 成 对 地 相 消 . 

应 当 指出 , 算 符 5 的 么 正 性 在 此 情形 是 得 到 保证 的 , 因为 哈密 顿 算 符 是 
厄 米 的 . 么 正 性 条 件 实际 上 要 比 这 里 所 述 的 理论 的 基本 假定 更 为 普遍 .即使 在 
不 用 哈密 顿 算 符 和 波 函 数 概念 的 量子 力学 描述 中 , 么 正 性 条 件 也 必须 满足 , 
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我 们 用 几 个 具体 例子 来 说 明 如 何 计算 散射 矩阵 元 . 这 些 例子 将 有 助 于 对 
协 变性 微 扰 论 的 普遍 规则 作 进 一 步 的 公式 化 . 
流 算 符 了 包含 两 个 电子 的 多 算 符 的 乘积 . 因此 , 在 一 级 微 扰 论 中 可 能 发 
生 的 过 程 的 初 态 与 终 态 只 有 三 个 粒子 参加 : 两 个 电子 ( 算 符 力 和 一 个 光子 ( 算 
符 角 , 但 是 , 不 难看 出 , 自由 粒子 之 间 不 可 能 发 生 这 样 的 过 程 , 它们 被 能 量 和 
动量 守恒 定律 所 禁止 . 设 pl 和 pz 为 电子 的 四 维 动量 ,为 光子 的 四 维 动量 , 则 
四 维 动量 守恒 可 以 表示 为 有 = ps 一 pi 或 k= pa 二 pi. 但 是 , 这样 的 等 式 不 可 能 
成 立 , 因为 对 于 光子 , 有 2 = 0, 而 (pa 土 p1)? 肯定 不 等 于 零 . 如 果 我 们 在 其 中 一 
个 电子 静止 的 参考 系 中 计算 不 变量 (pz 土 p1)? 的 数值 , 我 们 有 
































(pz +p1)* = 2(m? 十 Dipa) = 2(m? + erez Fp1: pb2) = 2m(m + e2). 
而 且 由 于 sa > m, 于 是 有 


(p2+p1)” >0, (p2—p1)? < 0. (73.1) 


@ 对 这 一 说 法 需要 补充 一 点 , 以 避免 将 它 应 用 于 冬 积 六 (1)V(t2)… 时 发 生 误解 . 
既然 算 符 区 本 身 不 具有 规范 不 变性 ( 随 4 而 变 ), 那么 因子 六 (&)V(t2).… 虽然 在 热 的 一 
种 规范 中 是 可 对 易 的 ,但 在 另 一 种 规范 中 就 可 能 不 可 对 易 . 因而 , 上面 的 说 法 必须 表述 
为 : 可 以 选择 势 的 一 种 规范 , 使 得 V(ti) 和 V(to) 在 光 锥 之 外 是 可 对 易 的 . 显然 , 这 一 说 
法 不 会 影响 8 矩阵 的 协 变性 : 散射 振幅 是 实际 的 物理 量 , 它 和 势 的 规范 无 关 (这 种 独立 
性 在 形式 上 来 自 843 所 讲 的 作用 量 积分 的 规范 不 变性 ). 
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因此 , 第 一 个 非 零 的 ( 非 对 角 的 )$ 矩阵 元 只 能 出 现在 二 级 微 扰 论 中 . 所 有 
的 相关 过 程 都 包含 在 (72.12) 式 展 开 时 得 到 的 二 级 算 符 中 : 


~ 2 ~ ~ ~ ~ 
有 =-$ {fdsass’ TO" (nse (eRe) 
由 于 电子 和 光子 算 符 互相 可 对 易 , 这 里 的 工 乘 积 可 一 分 为 二 : 
~ 2 ~ ~ pn 
So) = -全 / / dazdaz/ TOL(mF (wTAR (mB)). (73.2) 


作为 第 一 个 例子 , 我 们 来 研究 两 个 电子 的 弹性 散射 . 初 态 中 两 个 电子 的 
四 维 动量 为 pl 和 po, 终 态 中 两 个 电子 的 四 维 动量 为 pa 和 pa. 假设 所 有 电子 
都 处 于 一 定 的 自 旋 态 ; 为 简洁 计 , 自 旋 变量 的 指标 一 律 略 去 . 

由 于 初 态 和 终 态 都 没有 光子 , 因此 , 所 要 求 的 光子 算 符 工 乘 积 的 矩阵 元 
是 对 角 元 素 (0|…|0), 其 中 |0) 标记 光子 真空 态 . 了 乘积 对 真空 态 的 平均 值 (对 
每 对 指标 jy,v 而 言 ) 是 两 个 点 x 和 zx!' 坐标 的 确定 函数 . 自 于 四 维 空 s 间 是 均匀 
的 , 因而 坐标 只 能 以 差 x 一 x’ 的 形式 出 现 . 张 量 

































































D(x — 7) = i0|TA,(z)A,(7x’)|O) (73.3) 


称 为 光子 传播 函 ee 我 们 将 在 876 中 对 其 作 具 体 计算 . 

















(34|Ty* (2)7” (2)|12), (73.4) 








其 中 符号 |12), |34) 标记 具有 相应 动量 的 电子 对 的 态 . 这 个 矩阵 元 也 可 利用 明 
显 的 关系 式 

(2|F|1) = (0las Faf |0), 
表示 为 真空 期 望 值 , 其 中 为 任意 算 符 ， 他 与 多分 别 为 第 一 个 电子 的 产生 算 
符 与 第 二 个 电子 的 沽 没 算 符 . 于 是 , 代替 (73.4) 式 , 我 们 可 计算 量 

















(0lasaaT (jr (x) (2 ))at at|O) (73.5) 
指标 1,2,… 为 p1,p2,… 的 简写 . 后 
两 个 流 算 符 中 的 每 一 个 都 是 一 个 乘积 9 = VWyW, 而 每 一 个 小 算 符 是 一 个 
求 和 : 





证 > et _p)， 芒 = > ,+ Dp,) (73.6) 

















(两 式 的 第 二 项 都 包含 正 电子 的 算 符 ， 在 现在 这 个 问题 中 它们 “不 工作 ”). 于 
是 , 乘积 j*(x)jY(x/') 可 写成 一 些 项 的 求 和 , 其 中 每 一 项 部 包含 两 个 全 算 符 和 和 
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两 个 站 算 符 的 乘积 . 这 些 算 符 应 能 保证 漂 没 电子 1, 2 并 产生 电子 3, 4. 即 它 
们 必定 是 可 0 G2, 寺 , 计 .这些 算 符 可 以 和 (73.5) 式 中 的 “额外 ” 算 符 寺 , 友 ， 
G3, G4 收缩 旦 按 等 式 


(0lapas |0) = 1 (73.7) 








(73.5) = as0a (BYP) PY ) at a + asaa DY) PY Yat at 











+asaa PY) PF YW ad at + as0a (PHD) P yp )az 0 ，(73.8) 








其 中 多 =w(z), Ww = w(z), 用 括号 连接 收缩 的 算 符 , 即 : 这 些 算 符 中 的 一 对 仑 
Qt 按照 (73. 式 约 去 . 在 (73.8) 式 的 每 一 项 中 , 只 要 连续 交换 算 符 人 ,62,… 
的 位 置 , 就 能 使 共 轿 算 符 两 两 靠 扰 (ti 代 , 等 ), 因此 ， 它们 的 乘积 的 平均 信 训 
等 于 (73.7) ek 只 . 考虑 到 这 些 算 符 都 是 反对 易 的 (1,2,3,4 是 不 同 的 
态 )@, 我 们 求 出 矩阵 元 (73.4) 为 








(34|Tjr (2)7° (2)|12) = (Day pa) (Dy) + (Bay ) Pay) 
—(PBayr ba) Pay ) 一 (Pay) ay WM). (73.9) 


我 们 看 到 , 这 个 总 和 的 符号 依赖 于 (73.5) 式 中 “额外 ”电子 算 符 的 顺序 . 这 与 
以 下 事实 一 致 : 全 同 费 米子 散射 时 矩阵 元 的 符号 本 身 是 任意 的 . (73.9) 式 中 各 
项 的 相对 符号 和 白 然 就 和 “人 额外” 算 符 的 顺序 无 关 . 

(73.9) 式 的 每 一 行 中 的 两 项 , 区 别 仅 仅 是 同时 交换 了 指标 jy, v 和 宗 量 x， 
x'. 显然 , 这 种 交换 对 矩阵 元 (73.3) 没有 影响 (在 (73.3) 中 因子 的 顺序 仍然 由 
符号 工 决定 ). 因此 , 当 (73.3) 式 和 (73.9) 相 乘 并 对 d4zd4z' 积分 时 , (73.9) 式 
中 的 四 项 给 出 两 对 相同 的 结果 , 因此 , 矩阵 元 为 








=ie? [| dads Di 一 oo 的) 
(pay pi) Pay” ps)} (73.10) 


(注意 : 这 里 因子 3 没有 了 !). 














@ 由 于 这 种 反对 易 性 , 算 符 7 了 (z) 与 x 人 ) 在 此 可 认为 (在 计算 矩阵 元 时 ) 是 对 易 的 ， 
因此 可 略 去 了 乘积 的 符号 . 
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电子 波 函 数 是 平面 波 (64.8), 因此 , 大 括号 中 的 表示 式 为 
{… 上 三 (Way 2) (Usy ui)e 2 一 D4)Z 一 ipa 一 Da) 
— (Tay ) (Usy ua)e (PPps)r i(pe —ps)z/ 
一 { (Tay a) (Way vi)e lp2 ps)+ (Pap)lé/2 


过 (Tay ul ) (Way ua)e i 一 p4) 十 (ps 一 D2 )é/2}e-i(p1tp2 一 D3 -PX 


其 中 天 = (z 十 2 )/2, =z 一 x 对 dtzd4x' 积分 变 成 对 d46d4X 积分 . 对 4 区 
积分 给 出 5 函数 (因此 , pi + pa = pa 十 p4). 然后 , 由 5 矩阵 过 渡 为 M 矩阵 
(864), 最 后 , 我 们 得 到 散射 振幅 


Mpi = ef(aanyoa)Di(pa — p2) (U3Y 1) — (Vay! ui) Dpv (ps 一 Di)(Gs7y 2)}. 
(73.11) 
这 里 我 们 引用 了 动量 表象 中 的 光子 传播 函数 


Ds(k) = / D(C)ers de. (73.12) 


振幅 (73.11) 中 的 两 项 中 的 每 一 项 都 可 以 图 像 地 用 费 曼 图 表示 
第 一 项 的 费 曼 图 为 


23 Pp1 


e2 (Tayt uo) Di (hk) (Uay wi) = (73.13) 


I* 
Se 
图 中 的 每 个 交点 (图 的 顶点) 对 应 一 个 因子 y.“ 入 线 ”, 指向 顶点 的 实 线 代表 
初 态 电 子 , 对 应 于 相应 电子 态 的 双 旋 量 振幅 的 因子 u.“ 出 线 ”, 离开 顶点 的 实 
线 代表 终 态 电子 , 对 应 于 因子 如 “ 读 ” 图 的 时 候 , 这 些 因子 按 自 左 至 右 的 顺序 
对 应 着 沿 实 线 逆 箭 头 方向 移动 的 顺序 写 出 . 两 个 顶点 用 虚线 连接 , 虚线 代表 一 
个 中 间 态 “ 虚 ” 光 子 , 它 从 一 个 项 点 “发 射 ”出 来 而 在 另 一 个 顶点 被 “吸收 ”， 
对 应 于 因子 -iDjy(k). 虚 光 子 的 四 维 动量 由 硕 点 上 的 “四 维 动量 守恒 ” 决 
定 : 入 线 和 出 线 的 总 动量 相等 . 在 现在 这 个 情形 ,k=p1 一 ps = pa 一 p2. 除了 上 
面 所 说 的 因子 外 , 还 应 赋予 整个 图 一 个 因子 (-ie?) ( 短 指 数 为 图 形 的 项 点 数 )， 
并 代表 iMyi 中 的 一 项 . 类 似 地 , (73.11) 式 中 第 二 项 的 费 曼 图 为 


p4 DP1 





e (Tay ui) Dv(k ) (Uay’ v2) = 人 (73.14) 


23 22 
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(请 注意 : r= pi1 一 ps = ps 一 p2). 由 于 张 量 Dj 是 对 称 的 , 不 管 是 从 ps 端 还 是 
从 ps 端 开始 读 图 都 没关系 , 所 得 到 的 表示 式 完全 一 样 . 同样 , 由 于 函数 DD,,(%) 
具有 偶 宇 称 (参见 876), 虚 光 子 线 的 方向 也 是 无 所 请 的 , 方向 的 改变 只 不 过 使 
及 变 号 墨 了. 

初 态 粒子 和 终 态 粒子 所 对 应 的 线 称 为 图 的 “外 线 ” 或 图 的 自由 端 , (73.13) 
和 (73.14) 式 两 个 费 曼 图 的 区 别 仅仅 在 于 交换 了 两 个 电子 的 自由 端 (ps 和 pe) 
两 个 费 米子 的 这 种 交换 改变 了 费 曼 图 的 符号 . 这 一 法 则 相当 于 散射 振幅 (73.11) 
式 中 的 两 项 有 不 同 的 符号 

以 后 我 们 都 采用 动量 表象 中 的 费 曼 图 . 但 是 , 它们 也 可 与 原来 坐标 表象 
中 的 散射 振幅 的 各 项 相对 应 (参见 积分 (73.10)). 这 时 , 电子 振幅 由 相应 的 坐标 
波 函 数 代替 , 传播 子 也 在 坐标 表象 中 . 每 一 个 顶点 对 应 一 个 积分 变量 ((73.10) 
中 的 z 或 z); 相交 于 一 个 顶点 的 各 条 线 所 代表 的 因子 也 是 相应 变量 的 函数 . 

现在 我 们 来 研究 一 个 电子 和 一 个 正 电子 的 散射 . 它们 的 初 态 动量 分 别 用 
p- 和 p+ 表示 , 而 终 态 动量 用 p' 和 pi 表示 

在 由 算 符 (73.6) 中 , 正 电子 的 产生 与 潭 没 算 符 分 别 和 电子 的 淹没 与 产生 
算 符 同时 出 现 . 在 前 面 讨 论 的 情形 下 , 算 符 六 淹没 两 个 初 态 粒 子 , 算 符 可 产生 
两 个 终 态 粒子 ; 而 现在 这 两 个 算 符 对 电子 和 正 电 子 的 作用 却 是 相反 的 . 因此 ， 
共 绒 函数 y(-p;) 现在 描述 初 态 正 电子 . 而 终 态 正 电 子 用 (pl ) 描述 (两 个 
都 是 四 维 动量 的 函数 而 符号 相反 ). 考虑 到 这 一 差别 , 我 们 就 得 到 散射 振幅 @ 



































Myi = ~—e (Up ) Yup )) Dap- — pu-pr)y up)) 
+e? (Ui(—pr) Yup) Dw (po + pr) Up )y up) (73.15) 


这 个 表示 式 中 两 项 用 如 下 费 曼 图 表示 : 


J ee 


12- 一 2 12- 十 p+ (73.16) 
SS、 ss 


@ 在 非 全 同 粒子 散射 的 情况 下 ,整个 振幅 的 符号 是 确定 的 ,其 确定 方法 是 : 在 (73.5) 
中 ,“ 人 额外” 算 符 的 排列 顺序 应 该 使 两 个 电子 的 算 符 在 两 头 : 


《0|a' ...btat|0) 


(或 者 都 在 中 间 ); 这 一 条 件 保证 了 真空 的 初 态 和 终 态 有 “相同 的 符号 ”. 振幅 的 符号 也 
可 以 由 非 相 对 论 极限 加 以 证 明 : 后 面 ($81) 我 们 将 看 到 , 在 这 个 极限 , (73.15) 中 的 第 二 
项 趋 于 零 , 而 第 一 项 趋 于 卢 瑟 福 散 射 的 玻 恩 振幅 . 
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作 图 法 则 的 变化 仅 限 于 和 正 电子 有 关 的 部 分 . 实 的 入 线 和 出 线 仍 然 分 别 表示 
因子 4 和 圳 不 过 现在 入 线 代 表 终 态 正 电子 , 出 线 代 表 初 态 正 电子 , 并 且 , 所 有 
正 电子 的 动量 都 取 相 反 符号 . 

应 该 注意 到 (73.16) 两 个 图 的 区 别 . 在 第 一 个 图 中 , 初 态 电 子 线 和 终 态 电 
子 线 相交 于 一 个 顶点 , 初 态 正 电 子 线 和 终 态 正 电子 线 相交 于 另 一 个 顶点 . 而 在 
第 二 个 图 形 中 , 初 态 电 子 线 和 初 态 正 电 子 线 相交 于 一 个 顶点 , 终 态 电子 线 和 终 
态 正 电子 线 相交 于 另 一 个 顶点 ; 上 顶点 表示 一 个 电子 对 淹没 同时 发 射 一 个 虚 
光子 , 而 下 顶点 表示 由 此 虚 光 子 产 生 一 个 电子 对 . 

这 个 区 别 使 两 个 图 形 中 虚 光 子 的 性 质 有 所 不 同 . 在 第 一 个 图 中 (“散射 ” 
型 ), 虚 光 子 的 四 维 动量 等 于 两 个 电子 (或 者 电子 ) 的 四 维 动量 之 差 , 因此 , 有 < 
0( 参 见 (73.1)). 而 在 第 二 个 图 中 ( “淹没 ”型 ), jr = p_ 十 p+, 因此 , 12 > 0. 在 
这 里 应 该 指出 , 对 于 虚 光子 , 总 有 如 和 0, 这 一 点 和 实 光子 是 不 同 的 ; 对 于 实 光 
子 , 12 二 0. 

如 果 碰 接 粒 子 不 是 全 同 粒 子 , 也 不 是 一 个 粒子 和 它 的 反 粒 子 , 譬如 说 , 一 
个 电子 和 一 个 4 子 , 那么 散射 振幅 只 需 用 一 个 图 表示 


plo). ple) 












































Tk (73.17) 


dy 
在 这 种 情形 下 , 费 曼 图 不 可 能 是 漂 没 型 或 交换 型 的 . 我 们 可 以 用 解析 方法 得 出 
这 个 结果 : 将 流 算 符 写成 电子 流 和 4 子 流 之 和 : 
a 六 一 (e) ~ 全 (AU 一 
了 0 7 = oO) + BB) 


并 且 在 乘积 ?mo(z) 寡 (z) 中 取 能 给 出 所 要 求 的 粒子 的 潭 没 和 产生 的 那些 项 的 
和 矩阵 元 . 

现在 我 们 来 研究 一 级 过 程 ,我们 在 本 节 开 始 曾 指出 , 这 种 过 程 是 被 四 维 动 
量 守恒 定律 禁止 的 . 这 种 跃迁 的 算 符 


SU / Fe Araydaz (73.18) 

















的 矩阵 元 对 应 于 “在 同一 点 z” 产生 或 源 没 三 个 真实 粒子 : 两 个 电子 和 一 个 光 
子 . 它们 因 算 符 WB(z) 和 W(z) 在 同一 点 x 收缩 而 出 现 , 并 且 (例如 , 在 发 射 光子 
的 情况 下 ) 表示 为 积 


Sr = -ie [ Talo) (WA (a) 
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由 于 被 积 函数 中 包含 着 指数 不 为 零 的 因子 exp[-ifpl 一 po 一 g], 这 个 积分 为 
零 . 用 费 曼 图 的 语言 来 说 , 这 意味 着 具有 三 个 自由 端的 图 





| 
I 天 


有 < (73.19) 


22 pl1 


等 于 办 

由 于 同样 的 原因 , 在 初 态 或 终 态 中 有 六 个 粒子 参加 的 二 级 过 程 是 不 可 能 
的 . 在 这 类 跃迁 的 矩阵 元 Sy; 中 , 对 dtzd4x’ 的 积分 将 分 成 对 dtz 和 对 d4z' 的 
两 个 等 于 零 的 积分 的 乘积 (这 两 个 积分 的 被 积 函 数 是 在 同一 点 上 所 取 的 三 个 
波 函 数 的 乘积 ). 换 句 话说 , 相应 的 费 曼 图 分 成 如 (73.19) 那样 的 两 个 独立 的 图 . 
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应 ). 设 初 
态 中 光子 和 电子 的 四 维 动量 为 有 和 pi, 而 终 态 中 为 如 和 pz (而 且 光 子 和 电 
子 都 有 确定 的 极 化 , 为 简单 计 , 我 们 将 它 略 去 ). 

光子 的 矩阵 元 为 








(QITAL(z) Av (2))1) = (0lcaT Ay (2)Av (2 cfl0)， (74.1) 


式 中 
A= (A+ 全 + A*). 


将 其 中 的 外 算 符 和 内 算 符 收缩 , 我 们 得 到 


(74.1) = chpAlct + chy dsct = AS,AY, + A A (74.2) 








(这 里 用 了 算 符 人 ,车 的 对 易 性 ; 由 于 同样 的 原因 , 符号 工 在 这 里 也 可 以 略 去 ). 
电子 的 矩阵 元 为 
人 Tc)7(z)H) = (0lo2T (PY) BY Wat |0). (74.3) 


式 中 包含 4 个 ,其 中 只 有 两 个 与 电子 1 的 漂 没 和 电子 2 的 产生 有 关 , 即 与 算 
符合 及 全 一 起 收缩 . 这 两 个 算 符 可 以 是 ,他 或 信永 (而 不 是 沪 吕 或 妙 ， 
富 ; 在 同一 点 Z 或 z 上 产生 和 漂 没 两 个 实 电子 和 一 个 实 光 子 将 给 出 一 个 等 于 
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零 的 表达 式 ). 用 两 种 可 能 的 方法 进行 收缩 , 我 们 就 在 矩阵 元 (74.3) 中 得 到 两 
项 . 假设 上 > t, 可 以 首先 写 出 这 两 项 : 





(74.3) = a PB Ya + aa(Py BBY Wa (144) 
在 第 一 项 中 被 收缩 的 算 符 为 


CTO 允 人 条 一 人 和 帮 ， 





由 于 算 符 多 让 和 合计 是 对 角 化 的 且 出 现在 乘积 的 两 头 ， 因而 可 以 用 它们 的 
真空 平均 值 1 代替 . 为 了 对 (74.4) 式 中 的 第 二 项 进行 类 似 的 变换 , 首先 必须 把 
算 符 借 “ 拉 ”到 左 端 , 把 合 “ 拉 ”到 右 端 这 可 以 借助 于 算 符 侣 , 站 的 对 易 
法 则 

{dp, 从 + = {3$,P}+ = 0, 

{Gp, + YD,, {可 ， P+ Wp (74.5) 
来 实现 . 结果 , (74.4) 式 变 为 

(ODay DDI) yp DY BN), t>t (74.0) 


(当然 , 只 是 算 符 因子 取 平 均值 ). 类 似 地 , 当 + < # 时 , 我 们 得 到 的 表达 式 和 
(74.6) 的 区 别 仅 仅 是 交换 了 指标 p,v 和 带 撤 与 不 带 扳 的 记号 : 

















(0 BY DD + BYP BY) 0), t<t. (74.7) 


(74.6) 和 (74.7) 两 个 表达 式 可 以 写成 统一 的 形式 . 为 此 , 可 以 利用 消 算 符 的 纺 
时 乘积 





~ a Bie) Yb 
T(z) Pz) = 全 74.8 
2 ( & > 0 


(i,k 为 双 旋 量 指标 ). 于 是 , (74.6) 和 (74.7) 式 中 的 第 一 项 和 第 二 项 可 以 合并 成 
Bay (ON TY BOY + Bay OF TY BO yp (74.9) 


(其 中 纪录 标记 和 抢 阵 wi ). 

应 该 指出 , 在 自然 的 定义 (74.8) 中 , 算 符 乘 积 在 1 < 志和 +> 刀 时 取 相反 
的 符号 . 这 一 点 不 同 于 对 算 符 4 与 了 所 使 用 的 T 乘积 的 定义 . 这 一 区 别 的 根 
源 在 于 费 米子 算 符 罗 乡 在 光 锥 外 面 是 反对 易 的 (和 对 易 的 玻 色 算 符 A 以 及 双 
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线性 算 符 了 = yy 不 同 )@. 这 样 做 保证 了 定义 (74.8) 的 相对 论 不 变性 (w 算 
符 对 易 规则 的 形式 证 明 将 在 875 中 给 出 )@. 

我 们 引入 电子 传播 函数 (或 称 为 电子 传播 子 ), 这 是 一 个 二 秩 双 旋 量 Gix (zx 一 
2/), 其 定义 为 

















Gig(£ — 2") = —i(0|Twi;(z)y (x)|0). (74.10) 
这 时 电子 的 矩阵 元 写成 如 下 形式 
(QTI (D7 (7)D) = By GY + BY Gy. (74.11) 


在 将 甚 乘 以 光子 的 矩阵 元 (74.1) 并 对 d4zdsz' 积 分 后 , (74.11) 式 中 的 两 
项 给 出 相同 的 结果 , 因此 我 们 得 到 





Spi = —ie? // dizdsz Va (zw)YG (zr 一 zz 
Xx{Az,(T) A (7) + A (7') Aip (2)}. (74.12) 


电子 与 光子 的 波 函 数 分 别 用 平面 波 (64.8) 与 (64.9) 代入 , 并 如 同 在 (73.10) 式 
中 那样 分 出 8 函数 , 我 们 最 后 得 到 散射 振幅 





MP = —4Ane ma{ (Ye)G(p1 + ki) (Yer) + (Ye)G (pi — ka)(yes)}u, (74.13) 


其 中 et ez 为 光子 的 四 维 极 化 矢量 , G(p) 为 动量 表象 中 的 电子 传播 子 . 





名 我 们 知道 ,多 算 符 本 身 并 不 对 应 任何 可 测量 的 物理 量 , 因此 , 在 光 锥 外 面 不 需要 
对 易 . 

名 任意 数 且 的 算 符 的 工科 积 都 可 类 似 地 定义 . 它 等 于 按时 间 增 大 顺序 自 右 至 左 
排列 的 所 有 这 些 算 符 的 乘积 . 由 工 乘积 符号 下 的 顺序 变 成 上 述 顺序 时 , 交换 次 数 的 奇 
偶 性 决定 乘积 的 符号 . 由 此 可 知 , 交换 任意 两 个 光 算 符 ,T 乘 积 的 符号 都 要 改变 . 例如: 











T 记 四 加 人 o) = THe (eB). 
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这 个 表示 式 中 的 两 项 可 用 下 面 两 个 费 党 图 表示 : 


dre m2(yes)G(f) ye)u = 


(74.14) 


dne’t2 (ye)G (fF) (Yes)u = 





图 的 虚线 自由 端 对 应 着 真实 光子 ; 入 线 ( 初 态 光 子 ) 和 因子 V4re 相 联系 ， 
出 线 ( 终 态 光子 ) 和 因子 V4re* 相 联 系 , 甚 中 e 为 四 维 极 化 矢量 . 在 第 一 个 图 形 
中 , 初 态 光 子 和 初 态 电子 一 起 被 吸收 , 终 态 光 子 和 终 态 电子 一 起 被 发 射出 来 . 
在 第 二 个 图 形 中 , 发 射 终 态 光子 的 同时 淹没 初 态 电子 , 而 吸收 初 态 光子 的 同时 
产生 终 态 电子 . 

连接 两 个 顶点 的 内 实 线 代 表 虚 电子 , 其 四 维 动量 由 顶点 上 的 四 维 动量 守 
恒 决定 . 这 条 线 和 因子 iG(f) 相 联系 . 与 真实 粒子 的 四 维 动量 不 同 , 虚 电 子 的 
四 维 动量 的 平方 不 等 于 m2. 例如 , 在 电子 的 静止 参考 系 中 研究 不 变量 1? 的 时 
候 , 容易 求 出 : 








f=p th >m, f= (ph) <m. (74.15) 
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在 873 和 374 中 定义 的 传播 函数 (传播 子 ) 的 概念 在 量子 电动 力学 的 体系 
中 起 着 基础 的 作用 . 光子 传播 子 Dj 是 表征 两 个 电子 相互 作用 的 基本 量 . 这 
可 以 从 它 在 电子 散射 振幅 中 所 占 的 位 置 看 出 来 : 在 电子 散射 振幅 中 , Dj 与 两 
个 粒子 的 牙 迁 流 是 相 乘 的 . 在 电子 与 光子 的 相互 作用 中 , 电子 传播 子 起 着 类 似 
的 作用 . 

现在 来 进行 这 些 传播 子 的 实际 计算 , 我 们 从 电子 情形 开始 . 

将 算 符 ”一 m (其 中 二, = 认 ,) 作用 于 函数 








Gir(z — 7) = —i(0N TY;(2)Yr (2 )|0) (75.1) 
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(其 中 i 和 为 双 旋 量 指标 ). 由 于 多 (z) 满足 狄 拉 克 方 程 (YP 一 m)w(z) = 0, 因而 
我 们 发 现 , 除了 t=t 以 外 的 所 有 点 zx 上 , 结果 都 为 零 . 其 原因 是 当 上 一 Y+0 
和 t 一 女 ~-0 时 G(z 一 2 ) 趋 于 不 同 的 极限 : 根据 定义 (74.8), 这 些 极限 分 别 为 





—i(Ohwpi(r, tr", tO 和 +i(Olpe(r", ti(r, tIO) 


并 且 , 如 我 们 将 看 到 的 , 它们 在 光 锥 上 是 不 一 样 的 . 这 在 导数 6G/6t 中 产生 一 
个 附加 的 6 函数 项 : 








Bt 一 
由 于 算 符 ?六 一 7 中 对 上 的 导数 是 以 iy98/6t 的 形式 出 现 的 , 因此 我 们 有 


(OT Te 0) + tt)(Glwto ~ Glew-0) (75.2) 





(FP — mGna(z — 7) = 6(t — HY (ON{ wer D, pur }+10). (75.3) 


反对 易 子 的 计算 如 下 . 将 算 符 Wir, 昌 和 tr 相 乘 ( 见 (73.6)), 利用 费 
米子 算 符 全 ,6 的 对 易 规则 , 我 们 得 到 


{Bnd), Bi (rd))}+ = 2 pri(r pr Cr) + ppilr) Ppr(7)), (75.4) 


p 





其 中 wrp(7) 为 没有 时 间 因 子 的 波 函 数 ( 同 873 和 874, 为 简单 计 , 略 去 了 极 化 
指标 ). 电子 哈密 顿 算 符 的 所 有 本 征 函 数 Vip(7) 的 集合 构成 一 个 正 交 归 一 化 
函数 的 完全 集 . 根据 这 种 系统 的 普遍 性 质 (比较 第 三 卷 (5.12)), 我 们 有 


> bpi(r ir(r) + pir) pn(r)] = Hind(r — 7). (75.5) 


p 

(75.4) 式 右边 的 求 和 与 (75.5) 式 中 求 和 的 区 别 在 于 堪 换 成 了 (ww*y0);, 并 且 其 
值 为 yx0.5(r 一 7 个. 于 是 ， 
{Br D), De (r+ = 6(r — 7 (75.6) 
我 们 指出 , 特别 是 , 由 此 式 可 以 得 出 我 们 在 874 中 说 过 的 结论 : 算 符 消 与 
在 光 锥 外 面 是 反对 易 的 . 当 (z -2z)2 < 0 时 , 总 存在 一 个 参考 系 , 在 此 参考 

系 中 t+ 二 1'; 这 时 如 果 7 关 7 反对 易 子 (75.6) 事实 上 等 于 零 . 

将 (75.6) 代入 (75.3) 式 (并 略 去 双 旋 量 指标 ), 我 们 最 后 求 得 吕 
(YP mG(r 72) = (zo— 7)). (75.7) 
加 包含 双 旋 量 指标 的 公式 为 

(证 一 mjaGrz(z 一 2 一 5 人 (一 2)5ik， (75.7a) 
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这 样 一 来 , 电子 传播 子 就 满足 右边 有 一 个 8 函数 的 犹 拉 克 方 程 , 所 以 , 电 

子 传 播 子 就 是 狄 拉克 方程 的 格林 函数 . 

后 面 我 们 关心 的 将 不 是 函数 G(9(E = x 一 2 人) 本 身 , 而 是 其 傅 里 时分 量 
G(p) = / G(é)ert dé (75.8) 


(动量 表象 中 的 传播 子 ). 对 (75.7) 式 的 两 边 取 傅 里 叶 分 量 , 我 们 看 到 , G(p) 满 
足 代数 方程 














(YP — Gp)=1. (75.9) 
这 个 方程 的 解 为 
G(p) = > (75.10) 








Gl ) 中 的 四 维 矢量 p 的 四 个 分 量 是 独立 的 变量 (不 存在 相互 联系 的 关系 式 
22 三 23 一 22 = 2)， 如 果 将 (75.10) 式 中 的 分 母 写 成 oa - (22 + 2), 我 们 
看 到 , G(p) 作为 给 定 22 时 po 的 一 个 函数 , 在 po = 二 s 有 两 个 极点 ,其 中 
< 一 VBp2 二 7m2. 因此 , 在 积分 


GO- my /wap sy /spe /co (751D) 


中 (7 =t 一 坎 , 对 dpo 积分 时 出 现 了 如 何 避 开 极 点 的 问题 .不 解决 这 个 问题 , 表 
示 式 (75.10) 实质 上 仍然 是 不 确定 的 . 

为 解决 这 个 问题 , 我 们 回 到 原始 定义 (75.1). 在 (75.1) 中 代入 多 算 符 的 求 
和 形式 (73.6), 并 注意 到 非 零 的 真空 平均 值 只 能 是 产生 算 符 和 沽 没 算 符 的 下 
列 乘积 

(0lapaz|0) = 1, (0lbpb$10) =1. 

(由 于 真空 态 中 没有 任何 粒子 , 所 以 一 个 粒子 在 被 算 符合 , 或 6。“ 潭 没 ” 之前， 
必须 先 由 算 符 让 或 站 产生 ). 我 们 得 到 


Gak(z 一 z) = i 2 pi (r,t) Don (r,t) 











ee rT)Wor(r), t—t >0; 
Gig(Z — 1) = a ,tpi(r, t) 
pb 
短 Oe le i t—t<0 (75.12) 


(对 于 t > #, 只 有 电子 谱 项 对 G 有 贡献 ; 对 于 上 < tt, 则 只 有 正 电 子 谱 普 项 对 G 
有 贡献 ). 
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如 果 将 对 p 的 求 和 换 成 对 d3p 的 积分 , 比较 (75.12) 和 (75.11) 表明 , 积分 
/ e-ipor G(p)dpo (75.13) 


必须 有 一 个 相 因 子 erier (对 7 > 0) 和 eisr (对 7 < 0). 为 了 满足 这 个 条 件 , 只 
要 在 复 变 量 po 的 平面 上 从 上 面 绕 过 极点 po = s, 而 从 下 面 绕 过 极点 po = 一 < 


就 行 了 : _ 
i (75.14) 
实际 上 , 当 7 > 0 时 , 积分 路 径 由 下 半 平 面 上 的 无 限 大 半圆 闭合 , 因此 积分 
(75.13) 的 值 由 极点 po = + 的 留 数 给 出 ; 当 7 < 0 时 , 积分 路 径 由 上 半 平 面 上 
的 无 限 大 半圆 闭合 , 积分 由 极点 po = -< 的 留 数 给 出 . 这 样 就 得 到 了 两 种 情况 
下 所 要 求 的 结果 . 
极点 的 这 一 绕 行 规则 ( 费 曼 规则 ) 可 用 另 一 种 方法 表述 如 下 : 积分 处 处 沿 
实 轴 进 行 , 但 粒子 的 质量 m 有 一 无 穷 小 的 负 虚 部 : 
7 一 70 一 i0. (75.15) 

















实际 上 , 这 时 我 们 有 
en VP+(m—-i02= VP+m—i0=e—i0. 
换 句 话说 , 极点 po = 二 s 从 实 轴 上 向 下 和 向 上 被 移 开 : 


一 E 十 训 
2 (75.16) 


0 . 
十 E 一 认 








因此 沿 这 个 轴 的 积分 等 价 于 沿 着 路 径 (75.14) 的 积分 @. 运用 规则 (75.15), 传 


播 子 (75.10) 可 写成 
YP+m 





对 被 移 极 点 的 积分 法 则 可 利用 关系 式 
- = = P 二 一 jx8(a) (75.18) 
加 以 证 明 . 这 个 关系 式 的 意义 应 理解 为 : 对 它 乘 以 任意 函数 f(z) 并 进行 积分 ， 
0 ™” f(z) f(z) 
Pn ds = 下 ~ ixf (0), (75.19) 








@ 值得 指出 , 极点 的 移动 规则 相应 于 G(z -xz ) 对 |r| 三 站 一 划 的 一 个 无 穷 小 衰减 . 
实际 上 ， 如 果 在 被 移动 的 极点 处 将 po 的 值 写 成 -(e 一 6) 和 +(e 一 6), 而 8 一 +0, 那么 ， 
积分 (75.13) 中 的 时 间 因 子 将 变 成 exp(-islr| -5j7]). 
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其 中 积分 号 上 加 一 短 划 (或 者 积分 号 前 加 一 个 P) 表示 取 主 值 . 
格林 函数 (75.10) 是 双 旋 量 因子 yp 二 mm 和 标量 : 
1 











CGO) = ea (75.20) 
的 乘积 . 相应 的 坐标 函数 GW(&) 显然 是 方程 
(mG (r= 69(r— 7) (75.21) 


的 解 . 也 就 是 说 , 它 是 方程 (这 一 m2)w = 0 的 格林 函数 . 在 这 个 意义 上 可 以 说 ， 
G0 (z 一 2) 是 标量 粒子 的 传播 子 . 通过 与 上 面 类 似 的 计算 不 难看 出 , 标量 场 
的 传播 函数 可 利用 算 符 (11.2) 表示 为 


G(s — 72) = i(0Tw (rt (x)10). (75.22) 
这 类 似 于 定义 (75.1). 这 时 , 编 时 乘积 被 定义 为 (对 所 有 玻 色 算 符 而 言 ): 


~ pp os), > _ 
or t<t. 
(1># 和 #<t 时 有 相同 的 符号 ). 
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迄今 为 止 ,我们 只 是 在 求实 光子 数 有 变化 情形 下 的 失 阵 元 时 (843 和 874)， 
才 用 到 电磁 场 算 符 4 的 明显 形式 . 为 此 , 我 们 只 需 将 自由 场 的 势 用 横向 平面 
波 表示 (82) 就 足够 了 . 

但 是 , 这 个 表示 并 没有 对 任意 一 个 场 给 出 完全 的 描述 . 很 明显 , 散射 图 
(73.13) 和 (73.14) 必须 考虑 电子 的 库仑 相互 作用 . 这 种 相互 作用 由 标量 势 5 
描述 , 并 且 肯 定 不 能 化 成 横向 虚 光 子 之 间 的 交换 ( 虚 光 子 用 一 个 满足 divA =0 
的 矢量 势 描述 )@. 

所 以 , 从 本 质 上 说 , 我 们 还 没有 算 符 4 的 完备 定义 , 而 没有 这 个 完备 的 定 
义 , 我 们 就 不 可 能 按照 公式 








Do(tz 一 z)=itoIT4 (ce)4(z0)l0) (76.1) 
由 于 条 件 divA = 0, 麦克 斯 韦 方 程 组 导致 A 和 4 的 下 列 方程 
口 4 = +Y5， 
在 此 规范 中 , 5 满足 静态 的 泊 松 方程 (和 下 面 在 同一 规范 下 Doo 的 (76.13) 式 比较 ). 


VG = 一 4rp. 
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直接 计算 光子 的 传播 子 . 另 一 方面 , 势 的 规范 不 唯一 性 使 得 电磁 场 的 完全 量子 
化 所 必须 引进 的 那些 算 符 在 很 大 程度 上 失去 其 物理 意义 . 

不 过 , 这 些 困难 只 是 形式 上 的 , 而 不 是 物理 的 , 并 且 可 利用 传播 子 的 某 些 
一 般 性 质 加 以 避免 , 传播 子 的 这 些 性 质 从 相对 论 不 变性 和 规范 不 变性 的 要 求 
来 看 , 这 是 很 明显 的 ， 

仅 依 赖 于 四 维和 撩 量 £ = x 一 x' 的 二 秩 四 维 张 量 的 最 普遍 的 形式 为 


Du 全 Te gnuv D(E’) Sr ,0, DY (é2), (76.2) 

















其 中 也 ,DO 为 不 变量 &2 的 标量 函数 @. 我 们 指出 , 这 个 张 量 必定 是 对 称 的 . 
在 动量 表象 中 , 我 们 相应 地 有 


Djw (lk) = D(k?)gp + kyky DO (KR?), (76.3) 


其 中 D(k?), DO(k2) 是 函数 D(&2), DO(E?) 的 傅 里 叶 分 量 . 

在 物理 量 (散射 振幅 ) 中 , 光子 传播 函数 需 乘 以 两 个 电子 的 跃迁 流 ， 即 
以 入 Dj 和 % 的 组 合 形式 出 现 (例如 , 可 参见 (73.13) 式 )， 但 是 , 由 于 流 守恒 
(9%j* = 0), 其 矩阵 元 jz1 = Ya7yt 满足 四 维 横向 性 条 件 








k(j*)21 = 0, (76.4) 


其 中 大 = pz 一 p1 (与 (43.13) 式 比较 ). 因此 很 明显 , 任何 物理 结果 都 不 会 在 代 
换 
Ds = Di + Xpky + Xvky (76.5) 


下 改变 . 其 中 x 为 和 ko 的 任意 函数 . 选取 Di 的 这 种 任意 性 和 电磁 场 势 
的 规范 任意 性 相对 应 . 

如 果 量 x 不 构成 一 个 四 维 矢量 , 任意 规范 变换 (76.5) 会 破坏 (76.3) 式 
中 所 假设 的 相对 论 不 变形 式 Du 但 是 , 即使 只 考虑 传播 子 的 相对 论 不 变形 
式 , 我 们 也 会 看 到 , 在 (76.3) 式 中 函数 DW (7) 的 选择 是 完全 任意 的 . 这 样 的 
选择 可 以 采取 任何 方便 的 形式 而 不 影响 任何 物理 结果 (JI. A. JIagnay, A. A. 
AG6purocos, H. M. XanarHaros, 1954). 

这 样 一 来 , 确定 传播 函数 就 归结 为 确定 一 单个 规范 不 变 函 数 D( 如 )， 如 
果 取 及 的 一 个 给 定 值 且 选 z 轴 沿 方向, 变换 (76.5) 将 不 影响 分 量 Dao = 
Dyy = DCk?). 所 以 ,采用 势 的 任意 规范 来 计算 分 量 De 就 够 了 . 

这 些 函 数 在 宗 量 的 以 下 三 个 区 域 是 不 同 的 (这 三 个 区 域 在 洛 伦 兹 变换 下 是 不 相 
互 交 换 的 ): 光 锥 以 外 的 区 域 (£2 < 0), 光 锥 上 部 的 区 域 (6 > 0,t0 > 0) 和 光 锥 下 部 的 区 
域 (£2 > 0,&0 < 0). 
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我 们 采用 一 个 规范 , 其 中 divA = 0, 日 算 符 年 由 展开 式 (2.17) 和 (2.18) 
给 出 : 


4= 2 /Eee + 人 ele*r)， w= |k| (76.6) 
(指标 a = 1,2 代表 极 化 态 ). 算 符 2 人 + 乘积 对 真空 的 期 望 值 中 , 非 零 的 只 有 
(Olcpact,|0) =1. 


于 是 , 由 定义 (76.1), 我 们 有 


1 2nid3k ee 
Da@) =6 | (> 7): We (76.7) 


(其 中 i,k 为 三 维 矢量 指标 ; 对 的 求 和 已 化 成 对 dp/(2r) 的 积分 )， 由 于 
(76.1) 式 中 算 符 的 乘积 是 编 时 的 , 所 以 , 在 指数 上 出 现 差 7 =t 一 的 绝对 值 . 

由 (76.7) 式 明 显 看 出 , 被 积 函 数 (除去 es 因子 ) 是 函数 Dir(r, 的 三 维 
傅 里 时 展开 式 的 分 量 . 对 于 Dws = 一 D, 它 等 于 


2ni —iwl7| (a)l2 一 2ni —iw|T| 
6 2 B= ye : 




















为 了 求 出 Dsz(k?), 我 们 必须 将 此 琢 数 表示 为 对 时 间 的 傅 里 叶 积 分 . 这 个 展开 
由 如 下 公式 给 出 

2 wr Li 

ny 
在 上 一 节 中 已 解释 过 , 这 个 积分 的 回路 是 从 极点 ko = |k| = w 下 面 经 过 , 并 从 
极点 ko = 一 |k| = -w 上 面 经 过 ; 对 7 > 0, 积分 值 由 极点 ko = +w 的 留 数 决 定 ; 
对 <0, 则 由 极点 ko = 一 w 的 留 数 决 定 . 

于 是 , 我 们 最 后 求 出 
2y Tn 
DI) = 页 了 (76.8) 

由 此 论证 得 到 的 分 母 中 的 +i0 是 和 规则 (75.15) 一 致 的 : 由 光子 的 质量 (等 于 
零 ) 减 去 i0. 从 (76.8) 式 明显 看 出 , 相应 的 坐标 函数 D(&2) 满足 方程 




















,0 D(z — 72") = 4 (x — 2)), (76.9) 


也 就 是 说 , 它 是 波动 方程 的 格林 函数 ， 
我 们 通常 取 DW = 0, 即 采 用 传播 函数 
4 


Ds = gw D(k’) = 有 二 i097 


(76.10) 
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( 费 曼 规 范 ). 
还 有 另外 一 些 规范 , 它们 在 某 些 应 用 中 会 比较 方便 . 
令 DY = 一 D/Fk2, 我 们 得 到 形 如 





4 kky 
Dw = 万 (ww 人 2 ) (76.11) 
的 传播 子 ( 朗 道 规 范 ), 且 有 Divk” = 0. 这 种 选择 类 似 于 势 的 洛 伦 兹 规范 
(Akr = 0). 
与 势 的 三 维 规范 条 件 div4 = 0 相 类 似 的 传播 子规 范 条 件 为 


Dauk!=0, Dok!=0. 


47 kik! 
Di = 2 (8 2 如 ) (76.12) 


为 了 得 到 这 个 Di, 必须 对 传播 子 (76.10) 作 变 换 (76.5), 并 取 


4 rh 
MOT a Rk Xi™ 27 ka)R2 


于 是 求 出 Dj 的 其 余 分 量 为 
Doo 一 —4n/k’, Do; 一 0. (76.13) 
这 样 的 规范 叫做 库仑 规范 (E. Salpeter, 1952). 此 处 的 Doo 为 库仑 势 的 传 里 时 


分 量 . 
最 后 , 与 势 的 规范 条 件 @ = 0 相 类 似 的 传播 子规 范 为 


47 kik! 
Di = i (8 一 ) ; Doi = Doo=0. (76.14) 





个 形式 用 于 非 相 对 论 性 问题 是 很 方便 的 (YI. 也， 本 rmromrmrgcraz 首 ， 开 ， 开 ， 
IInraepckni, 1959). 

所 有 以 上 表示 式 都 和 传播 子 的 动量 表象 相 联系 . 在 有 些 情况 下 , 使 用 混合 
的 频率 -坐标 表象 , 即 函 数 
d3k 


Cay (76.15) 


De / oe 
会 比较 方便 . 在 费 曼 规范 (76.10) 中 ， 


Djv (wT) = gu Dlw, rT), 
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kdk 
w2—k2 十 i0 : 








Gipm d3k i ee eikr 上 @—ikr 
DO 
或 者 , 在 被 积 函数 的 第 二 项 中 将 换 成 天 


i /™ eitrkdk 


D Eg 
(7) Nr /J_w mkt+i0 


此 处 积分 回路 是 复 变量 的 上 半 平 面 内 的 无 限 大 圆 ， 积 分 等 于 取 极 点 下 = 
lw| 十 i0 的 留 数 . 最 后 结果 为 





D(w,r) = —eilel" fr. (76.16) 


对 此 表示 式 我 们 可 作 如 下 评论 . 图 (73.13) 和 (73.14) 所 描写 的 过 程 可 以 直 
观 地 看 成 是 电子 2 在 电子 1 的 场 中 (或 电子 1 在 电子 2 的 场 中 ) 的 散射 . 只 有 
当 w > 0 时, 函数 (76.16) 才 对 应 于 通常 的 “推迟 ” 势 x ew" (参见 第 二 着 (64.1) 
和 (64.2) 式 ). 但 是 , w 的 符号 依赖 于 图 中 箭头 有 的 方向 的 选择 . 函数 D(w,7) 
的 上 述 性 质 意味 着 , 在 量子 电动 力学 中 , 场 源 被 看 成 为 损失 能 量 并 发 射 一 个 虚 
光子 的 粒子 . 

作为 本 节 的 结尾 , 我 们 来 讨论 自 旋 为 1 而 质量 不 为 零 的 粒子 的 传播 子 问 
题 . 在 此 情形 下 , 不 存在 规范 的 任意 性 , 传播 子 的 选择 是 唯一 的 . 

将 侯 算 符 (14.16) 代入 定义 式 





Gi = -io TY (2) (2 ) 0), (76.17) 
得 到 一 个 表示 式 , 该 式 和 (76.7) 式 的 差别 只 是 被 积 函 数 中 对 极 化 的 求 和 换 成 
为 
wt ub. 


对 极 化 的 求 和 等 价 于 求 平均 并 乘 以 独立 极 化 数 3. 求 平均 给 出 非 极 化 粒子 的 
密度 矩阵 (14.15). 于 是 , 我 们 求 得 矢量 粒子 传播 子 的 表示 式 





0 1 _ PpPr 
Giw(p) = -i (gu ) . (76.18) 


传播 子 (75.17) 和 (76.18) 有 类 似 的 结构 : 分 荚 中 包含 差 p? 一 m2, 分 子 为 给 定 
自 旋 的 非 极 化 粒子 的 密度 矩阵 (相差 一 个 因子 ). 
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在 873 和 874 中 , 我 们 对 几 个 简单 情形 中 的 散射 矩阵 元 所 进行 的 计算 包 
含 了 一 般 方法 的 所 有 基本 特征 进一步 推导 相应 的 一 般 规则 以 计算 任意 级 微 
扰 论 的 矩阵 元 , 已 经 没有 特别 的 困难 

如 上 所 述 , 任意 初 态 与 终 态 之 间 跃 迁 的 散射 算 符 3 的 矩阵 元 等 于 了 右 科 
以 所 有 初 态 粒子 的 产生 算 符 、 左 乘 以 所 有 终 态 粒子 的 汀 没 算 符 后 所 得 到 算 符 
的 真空 平均 值 (期 望 值 ) 

这 样 处 理 的 结果 , 第 n 级 微 扰 论 中 的 5 矩阵 元 取 如 下 形式 : 














IS) = (0 darby ar er 
. / PA 0 ee (77.1) 


(BalieyAn) pn)} x ct at bt...|0) 





下 标 1i,2i 表征 初 态 粒子 (分 别 为 正 电子 、 电子、 光子 ), 下 标 1f,2f 表征 终 态 
粒子 ; 算 符 攻 与 4 的 下 标 1,2,.… 意味 着 : 办 = 人 (7z1),…. 这 里 出 现 的 算 符 分 
与 4 是 各 种 状态 中 相应 粒子 的 产生 算 符 和 漂 没 算 符 的 线性 组 合 . 于 是 , 我 们 
得 到 和 拖 阵 元 的 表示 式 , 其 形式 为 粒子 的 产生 和 淹没 算 符 的 乘积 及 其 线性 组 合 
的 真空 期 望 值 . 这 些 期 望 值 的 计算 可 利用 下 述 结果 , 这 些 结果 构成 了 威 克 定 理 
(G. C. Wick, 1950): 

(1) 多 个 玻 色 算 符 秆 ,人 E 的 乘积 的 真空 期 望 值 等 于 这 些 算 符 的 所 有 可 能 配 
对 的 期 望 值 (收缩 ) 乘积 之 和 . 每 一 对 中 因子 的 次 序 和 原来 的 乘积 中 相同 . 

(2) 对 相同 粒子 或 不 同 粒子 的 费 米 算 符 计 , 6, 奢 , 5 规则 的 不 同 之 处 只 
是 , 求 和 中 每 一 项 的 符号 是 正 还 是 负 , 取决 于 将 所 有 成 对 的 费 米 算 符 放 到 一 起 
所 需 交 换 的 次 数 是 偶数 还 是 奇数 . 

显然 , 只 有 当 乘 积 中 每 个 因子 全 5, 6 都 有 对 应 的 因子 入 , 寻 , 人 + 也 出 现 
在 乘积 中 , 对 真空 的 平均 值 才 不 为 零 . 另外 , 收缩 的 算 符 对 (6, 寻 ), .…， 必须 属 
于 同一 状态 , 而 且 只 能 是 守 , … 在 到 .… 的 右边 : 粒子 先 被 产生 , 然后 被 淹没 
(反之 , 则 期 望 值 (0|2+al0) = 0, …). 

如 果 每 个 算 符 对 (&, 4&1+),.… 在 乘积 中 只 出 现 一 次 , 威 克 定 理 明显 是 正确 
的 , 这 时 , 期 望 值 可 以 化 为 诸 配 对 期 望 值 的 单一 乘积 . 如 果 乘 积 中 所 有 渣 没 算 
符 都 在 产生 算 符 的 右边 , 威 克 定理 的 正确 性 也 显然 是 正确 的 . 这 样 的 乘积 称 为 
正规 乘积 . 这 时 期 望 值 为 零 . 至 于 同一 对 算 符 在 乘积 中 出 现 次 的 一 般 情形 ， 
威 克 和 定理 的 正确 性 则 不 难 用 归纳 法 予以 证 明 . 
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我 们 来 考虑 玻 色 算 符 对 出 现 k 次 的 期 望 值 (0|. :66+ .|0) = 0 (对 于 费 米 
算 符 , 以 下 的 论证 是 完全 类 似 的 ). 如 果 在 基 个 配对 中 交换 因子 人 和 2+, 根据 
对 易 规 则 , 我 们 有 





(0| cet .|0) = (0| :cte. .|0) + (0|: 110). (77.2) 


期 望 值 (0| . .1..|0) = 0 包含 一 1 个 配对 , 且 假 定 威 克 定理 对 其 是 正确 的 . 胡 
一 方面 , 若 按 威 克 定理 将 期 望 值 (0|. .ccf .|0) = 0 展开 , 它 与 (0| .erc: 0) =0 
之 差 恰好 是 

(0| .1:10) (Olec™|0) = (0| : :1 -0) 


(在 (0| :cte.: .|0) = 0 的 展开 式 中 , 相应 的 项 (0 | 1. -|0)(0letel0) 为 零 ). 因此 ， 
由 (77.2) ee 如 果 威 克 定 理 对 和 矩阵 元 (0|. .cte..|0) = 0 成立 , 则 交换 人 和 
E+ 以 后 定理 仍然 成 立 . 既然 威 克 定理 对 因子 的 一 个 特定 序列 (正规 乘积 ) 成 
立 ， 那么 在 任何 情形 下 这 个 定理 都 将 成 立 . 

由 于 威 克 定理 对 算 符 6, 5,.… 的 乘积 成 立 , 因此 对 含有 人 0, … 以 及 它 
们 线性 组 合 从 ,4 的 任何 乘积 也 成 立 将 此 定理 应 用 于 算 阵 元 ea 就 使 
它 成 为 求 和 形式 . 其 中 的 每 一 项 将 是 若干 个 配对 的 期 望 值 的 乘积 . 这 些 期 户 
值 中 将 包括 算 符 作 克 全 和 “外 ” 算 符 ( 即 产生 初 态 粒 子 或 泪 没 终 态 粒子 的 算 
符 ) 的 收缩 . 这 些 收缩 可 借助 初 、 终 态 粒 子 的 波 函 数 用 如 下 公式 表示 : 











(0l4cpl0) = Ap， (0lcpAl0) = 4 
(0lyozl0) = Wp， (0lapyl0) = 3， (77.3) 
(Olbpl0) = Wp, (OBbs10) = Wy, 


其 中 4 和 是 动量 为 p 的 光子 与 电子 的 波 函 数 (和 $73, $74 中 一 样 . 为 简 
单 计 , 略 去 了 极 化 指标 ). 还 将 会 出 现 T 乘积 中 “内 ” 算 符 的 收缩 , 既然 在 应 用 
威 克 定 理 时 每 次 收缩 配对 中 因子 的 次 序 都 保持 不 变 , 这 些 收缩 就 将 保持 算 符 
的 编 时 次 序 不 变 , 因此 它们 可 由 相应 的 传播 子 代 蔡 马 ， 

运用 威 克 定理 从 矩阵 元 得 到 的 求 和 式 中 的 每 一 项 , 都 可 以 用 一 个 确定 的 
费 曼 图 表示 . 在 第 n 级 近似 图 中 及 n 个 顶点 , 每 个 顶点 上 有 三 条 线 相交 ; 两 条 

@ 对 后 一 论断 需要 作 如 下 说 明 . 在 证 明 威 克 定理 时 ,我 们 用 了 算 符 E 和 zt 的 对 易 
规则 . 这 些 规则 只 对 实 光子 (“ 横 向 " 光子 ) 有 意义 . 自然 “外 " 算 符 三, af 正 是 对 应 这 
样 的 初 态 与 终 态 光子 . 但 是 , 在 876 看 到 ,T 乘积 中 出 现 的 算 符 全 不 只 是 描述 横向 光子 
这 里 出 现 的 情形 和 Ds 的 计算 (876) 相 类 似 . 由 于 相对 论 不 变性 和 规范 不 变性 ,定理 的 


正确 性 只 需 对 那些 由 势 的 横向 部 分 决定 的 乘积 ( 即 张 量 的 分 量 ((olz .44 …|o9)) 加 以 
证 明 就 够 了 . 因此 , 定理 对 任何 乘积 都 成 立 . 
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实 线 (电子 线 ) 和 一 条 虚线 (光子 线 ), 分 别 对 应 着 电子 算 符 (从 和 芒 和 光子 算 
符 (全 . 它们 是 同一 变量 z 的 函数 . 算 符 芒 对 应 入 线 , 而 玫 则 对 应 出 线 . 

为 了 具体 说 明 , 我 们 举 几 个 三 级 近似 的 矩阵 元 的 项 与 费 曼 图 间 相 互 对 应 
的 例子 . 略 去 积分 号 、 算 符 记 号 、 算 符 了 以 及 因子 -iey, 也 不 写 出 算 符 的 宗 
量 , 我 们 把 这 些 项 写成 





(b) A A 
(77.4) 


© FADTADTAD = 一 二 二 二 


Ep | 


(qd) (VAD) (PAY) BAY) = TK 


为 清楚 起 见 , 电子 的 收缩 和 光子 的 收缩 分 别 用 实 线 和 虚线 画 出 .电子 收缩 的 箭 
头 方向 从 多 到 多 如 图 所 示 . 对 于 内 光子 收缩 , 其 方向 无 关 紧 要 (光子 传播 子 
为 xz 一 z' 的 个 函数 ). 

这 样 得 到 了 一 些 相互 等 价 的 项 , 它们 之 间 的 差别 只 是 交换 了 顶点 编号 , 即 
顶点 和 变量 zl, x2,… 之 间 的 对 应 关系 改变 . 简单 地 说 , 是 积分 变量 重新 命名 . 
这 些 置 换 数 是 nl. 它 正好 消去 了 (77.1) 式 中 的 因子 1/nl, 这 样 就 不 需要 考虑 差 
别 仅仅 是 交换 顶点 的 那些 图 . 在 873 和 874 中 我 们 已 经 指出 过 这 一 点 . 例如 ， 
在 二 级 近似 中 有 两 个 等 价 图 : 








AVNDAY)= | 7 (77.5) 
(VAV)WVAY)= |/ N 


在 (77.4) 和 (77.5) 中 只 画 出 了 和 图 内 线 相对 应 的 内 部 收缩 ( 虚 电 子 与 虚 光 子 ). 
仍然 自由 的 算 符 和 外 算 符 收缩 , 并 由 此 可 建立 图 的 自由 端 和 某 些 初 、 终 态 粒 
子 之 间 的 对 应 关系 . 于 是 , y (与 或 让 收缩 ) 给 出 终 态 电子 线 或 初 态 正 电子 
线 , 而 上 (与 氏 或 by 收缩 ) 给 出 初 态 电子 线 或 终 态 正 电子 线 . 自由 算 符 个 (与 
全 或 名 收缩 ) 可 以 和 一 个 初 态 光 子 或 一 个 终 态 光子 相对 应 . 这 样 , 我 们 就 得 
到 一 些 拓扑 上 全 同 的 图 形 ( 即 图 形 有 同样 数目 的 线 并 且 它 们 的 配置 方式 也 相 
同 ), 差别 仅仅 是 交换 了 和 人 、 出 自由 端 之 间 的 初 态 粒子 和 终 态 粒子 . 

显然 , 每 一 个 这 样 的 交换 等 价 于 (77.1) 式 中 外 算 符 仑 于 .… 的 某 种 交换 . 
因此 , 可 以 很 明显 , 如 果 初 态 粒子 或 终 态 粒子 中 包含 全 同 费 米子 , 以 自由 端的 
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奇数 次 交换 区 别 的 费 曼 图 必定 有 相反 的 符号 . 
图 中 实 线 的 不 间断 序列 构成 一 条 箭头 保持 恒定 方向 的 电子 线 . 这 样 的 一 

条 线 或 者 有 两 个 自由 端 , 或 者 形成 闭合 圈 . 例如 , 图 
(GAPIPAY) = ----- 


ee 





是 具有 两 个 顶点 的 一 个 圈 . 电子 线 方向 不 变 是 电荷 守恒 的 图 表示 : “进入 ”每 
个 顶点 的 电荷 等 于 从 该 顶点 “出 去 ”的 电荷 . 

连续 电子 线 上 双 旋 量 指标 的 排列 , 相当 于 将 逆 箭 头 方向 移动 时 遇 到 的 抵 
阵 自 左 至 右 写 出 来 . 不 同 电子 线 的 双 旋 量 指标 绝 不 会 弄 乱 . 沿 一 条 非 闭 合 线 ， 
指标 序列 终止 于 具有 电子 (或 正 电子 ) 波 函 数 的 自由 端 . 在 一 个 闭合 圈 上 , 指 
标 序列 本 身 是 闭合 的 , 即 圈 对 应 于 它 上 面 的 矩阵 之 阵 迹 . 不 难看 出 , 此 阵 迹 应 
该 取 仙 号 . 

实际 上 , 具有 个 顶点 的 一 个 圈 对 应 着 一 组 个 收缩 





























(PAV)VAD) (PAY) 
(或 等 价 的 另 一 组 收缩 , 差别 仅仅 是 交换 了 顶点 ). 在 第 一 1 个 收缩 中 , 算 符 儿 
和 功 按 它们 在 电子 传播 子 中 的 次 序 (w 在 少 的 右边 ) 排列 在 一 起 . 两 头 的 算 符 
可 通过 与 其 它 少 算 符 的 偶数 次 交换 移 在 一 起 , 并 按 次 序 $y 排列 . 
由 于 
(TY WI0) = —(0l Tw 10) 


(参见 874 第 二 个 注释 ), 用 相应 的 传播 子 取代 这 一 收缩 , 就 意味 着 整个 表示 式 
改变 符号 . 

一 般 来 说 , 过 渡 到 动量 表象 的 方法 和 873, 874 中 完全 类 似 . 除了 一 般 的 四 
维 动量 守恒 定律 外 , 在 每 一 个 顶点 上 也 必须 遵守 “守恒 定律 ”. 然而 , 要 唯一 
地 确定 图 中 所 有 内 线 的 动量 , 上 述 这 些 和 定律 还 是 不 够 的 . 在 这 种 情况 下 , 仍 需 
通过 d4p/(2r)j+ 对 所 有 不 确定 的 内 部 动量 积分 . 积分 在 整个 p 空间 进行 , 其 中 
po 从 一 00 到 +oo， 

在 上 面 的 讨论 中 , 微 扰 是 由 “主动 ”参加 反应 的 粒子 ( 即 在 此 过 程 中 状态 
改变 的 粒子 ) 间 的 相互 作用 来 表示 的 . 对 于 存在 外 电磁 场 的 情形 ( 即 存在 由 反 
应 过 程 中 状态 不 改变 的 “被 动 ” 粒子 产生 的 场 ), 可 作 类 似 的 处 理 . 

设 外 场 的 四 维 势 为 A 中 (xz). 它 以 4+ 4 ( 乘 以 流 算 符 习 的 形式 和 光子 
算 符 4 一 起 出 现在 相互 作用 的 拉 格 朗 日 中 . 由 于 4(e 不 包含 任何 算 符 , 它 不 
能 与 其 它 算 符 收缩 . 换 句 话说 , 在 费 曼 图 中 只 有 外 线 与 外 场 对 应 . 
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如 果 将 4(9 表示 成 傅 里 时 积 4 
， dt 
4 加 = /40 


后 (77.6) 
A(Y (gq )= /4 ©) (2) aigzd47 





在 动量 表象 的 矩阵 元 表示 式 中 , 四 维 动量 9 与 代表 真实 粒子 的 其 它 外 线 的 四 
维 动量 一 起 出 现 . 每 一 条 这 样 的 外 场 线 可 与 一 个 因子 A(%(q) 相关 联 , 并 且 该 
线 被 看 成 为 “入 ” 线 与 因子 erige 中 指数 的 符号 相对 应 (在 傅 里 时 积分 
中 , eriaz 总 伴随 着 4(9(9g) 出 现 );“ 出 ” 线 则 与 因子 4(95*(9) 相关 联 . 如 果 所 有 
外 场 线 的 四 维 动量 不 能 用 四 维 动量 守恒 定律 单 值 地 确定 (给 定 所 有 实 粒 子 的 
四 维 动量 ), 那 就 还 需要 通过 d4p/(2m)* 对 所 有 “自由 的 ”9 积分 , 并 对 所 有 其 
余 未 确定 的 图 线 的 四 维 动量 积分 . 
如 有 果 外 场 与 时 间 无 关 , 那么 





























A (gq) = 2x8(g°) A(® (gq), (77.7) 


其 中 4(0(g) 为 三 维 传 里 叶 分 量 : 





49(@ = {Aerass, (77.8) 


在 这 种 情形 下 , 外 线 与 因子 4A(9(q) 相关 联 , 日 赋 予 其 一 个 四 维 动量 o% = (0, q); 
和 场 线 一 起 相交 于 一 个 顶点 的 电子 线 的 能 量 由 于 守恒 定律 而 相等 . 还 需要 通 
过 d3p/(2n)3 对 内 线 的 其 它 未 确定 的 三 维 动量 p 积分 . 例如 , 这 样 得 到 的 振幅 
MP 可 以 通过 (64.25) 决定 散射 截面 . 

下 面 我 们 列 出 图 技术 的 最 后 规则 , 采用 这 些 规 则 可 以 得 到 动量 表象 中 散 
射 振幅 (或 更 确切 地 说 , iMyi) 的 表示 式 . 

(1) 微 扰 论 的 第 nn 级 近似 对 应 着 有 nn 个 顶点 的 图 . 每 一 个 顶点 是 一 条 进 
人 的 和 一 条 出 去 的 电子 线 ( 实 线 ) 与 一 条 光子 线 (虚线 ) 的 相交 点 . 散射 过 程 的 
振幅 中 包括 自由 端 (外 线 ) 的 数目 等 于 初 、 终 态 粒子 数 的 所 有 图 . 

(2) 每 一 条 进入 的 实 外 线 与 一 个 初 态 电子 的 振幅 w(p) 或 一 个 终 态 正 电 子 
的 振幅 wu(--p) 相 联系 (p 是 粒子 的 四 维 动量 ). 每 一 条 出 去 的 实 线 与 一 个 终 态 
电子 的 振幅 zp) 或 一 个 初 态 正 电子 的 振幅 (一 p) 相关 联 . 

(3) 每 一 个 顶点 与 一 个 四 维 矢量 -iey* 相关 联 . 

(4) 每 一 条 进入 的 虚 外 线 与 一 个 初 态 光 子 的 振幅 V4rev 相关 联 , 而 每 一 条 
出 去 的 虚 外 线 与 一 个 终 态 光子 的 振幅 V4re; 相关 联 , e 为 四 维 极 化 矢量 . 这 个 
矢量 的 指标 1 与 对 应 顶点 的 矩阵 六 的 指标 相同 (因而 得 到 标量 积 ye 或 ye*). 
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(5) 每 一 条 实 内 线 与 因子 iG(p) 相关 联 . 每 一 条 虚 内 线 与 因子 -iDwmw(p) 相 
关联 . 张 量 指标 jy,v 与 虚线 所 连接 的 两 个 顶点 的 矩阵 ?yw, ?7” 的 指标 相同 . 

(6) 沿 着 电子 线 的 任 一 连续 序列 , 箭头 方向 保持 不 变 , 且 双 旋 量 指标 的 配 
置 相 应 于 按 这 样 的 顺序 自 左 至 右 写 出 矩阵 , 即 逆 着 箭头 方向 移动 时 , 将 按 顺序 
遇 到 这 些 矩 阵 . 一 条 闭合 的 电子 圈 图 相应 于 它 上 面 所 有 和 抢 阵 相 乘 的 阵 迹 . 

(7) 相交 于 每 个 顶点 的 线 的 四 维 动量 满足 一 条 守恒 定律 , 即 进 入 线 的 动量 
之 和 等 于 出 去 线 的 动量 之 和 . 自由 端的 动量 是 给 定 的 量 (服从 一 般 的 守恒 定 
律 ), 且 赋 予 正 电子 线 以 动量 -2. 对 每 个 顶点 应 用 守恒 定律 后 仍 不 能 确定 的 内 
线 的 动量 , 还 应 该 对 dip/(2n)4 进行 积分 . 

(8) 一 个 与 外 场 相对 应 的 自由 进入 端 与 因子 4(e(a) 相关 联 . 四 维 动量 g 通 
过 顶点 上 的 守恒 定律 与 其 它 线 的 四 维 动量 相关 联 . 如 果 场 与 时 间 无 关 , 则 自由 
端 与 因子 4(%(g) 相关 联 . 对 尚 不 确定 的 内 线 的 三 维 动量 , 还 应 该 对 d3p/(2m)? 
积 





























(9) 对 图 形 中 的 每 一 条 闭合 的 电子 圈 和 每 一 对 正 电 子 外 线 (如 果 这 些 外 
线 是 单一 实 线 序列 的 始 端 和 终端 ), Mr 的 表示 式 中 都 有 一 个 附加 因子 -1. 如 
果 初 态 粒子 或 终 态 粒 子 包 含 一 个 以 上 的 电子 或 正 电 子 , 那么 交换 奇数 次 全 同 
粒子 ( 即 与 之 相应 的 外 线 交 换 奇数 次 ) 必定 有 相反 的 符号 . 

为 阐明 最 后 一 条 规则 , 我 们 附带 担 一 下 : 具有 相同 实 线 的 图 形 ( 即 除 去 光 
子 线 后 是 全 同 的 图 形 ), 其 符号 必然 相同 . 还 应 当 注 意 : 如 果 有 全 同 的 费 米子 ， 
则 振幅 的 总 符号 是 任意 的 . 
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费 曼 积分 所 表示 的 散射 振幅 MP 显现 出 如 下 值得 注意 的 对 称 性 质 . 

费 曼 图 中 任 一 进入 的 外 线 可 以 看 成 一 个 初 态 粒 子 或 一 个 终 态 反 粒 子 (不 
改变 箭头 方向 ); 而 任 一 出 去 线 可 以 看 成 一 个 终 态 粒子 或 一 个 初 态 反 粒子 . 从 
粒子 变 成 反 粒 子 时 该 线 所 代表 的 四 维 动量 p 的 意义 也 发 生 了 变化 : 例如 , 对 电 
子 p= pe, 对 正 电 子 p = 一 pp. 对 粒子 所 赋予 的 极 化 也 发 生 了 变化 . 由 于 进入 
的 外 线 必定 对 应 于 振幅 ww 出 去 线 对 应 于 w*, 因而 对 电子 4 = we, 而 对 正 电 子 
4 一 人 :从 荆 到 全 的 变化 意味 着 粒子 的 自 旋 分 量 (或 螺旋 性 ) 变 号 . 

对 于 真实 中 性 粒子 光子 而 言 , 外 线 会 义 的 变化 不 过 是 从 发 射 兴 子 变 成 吸 
收 光子 , 反之 亦 然 : 动量 为 的 一 条 光子 外 线 或 对 应 于 吸收 一 个 动量 为 kaw = 
的 光子 , 或 对 应 于 发 射 一 个 动量 为 kem = -大 且 螺 旋 性 相反 的 光子 . 

外 线 含 义 的 这 种 改变 等 价 于 从 一 个 交叉 反应 通道 变 到 其 它 通道 . 由 此 可 
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见 , 作为 图 形 自由 端的 动量 的 函数 , 同一 振幅 描述 了 该 反应 的 所 有 通道 9. 只 
有 函数 宗 量 的 含义 随 通 道 变化 : 从 粒子 变 成 反 粒 子 意 味 着 pi 一 一 pt, 这 里 pi 
是 初 态 粒子 的 四 维 动量 (在 一 个 通道 ), 而 pr 是 终 态 粒子 的 四 维 动量 (在 另 一 
通道 ). 散射 振幅 的 这 个 性 质 称 为 交叉 对 称 性 或 交叉 不 变性 . 

在 870 将 不 变性 振幅 定义 为 运动 学 不 变量 的 函数 , 据 此 可 以 说 , 这 些 函 数 
对 所 有 通道 将 是 相同 的 , 但 对 每 一 通道 而 言 , 其 宗 量 将 在 相应 的 物理 区 域内 取 
值 . 于 是 , 费 受 积分 将 不 变 振 幅 确 定 为 解析 函数 ; 其 在 各 个 物理 区 域内 的 取 值 
是 在 一 个 区 域 确 定 的 函数 的 解析 延 拓 . 因为 费 曼 积分 的 被 积 函 数 有 奇 点 , 所 
以 , 不 变 振幅 也 有 奇 点 . 这 些 奇 点 可 以 应 用 避 开 极点 的 规则 由 费 曼 积分 的 表示 
式 确定 . 如 果 对 任意 一 个 通道 从 费 曼 积分 求 得 不 变 振幅 , 向 其 它 通道 的 解析 延 

应 该 强调 的 是 , 交叉 不 变性 超越 了 由 时 空 对 称 性 的 普遍 要 求 得 到 的 散射 
和 矩阵 的 性 质 . 后 者 意味 着 初 态 和 终 态 交 换 、 所 有 粒子 换 成 反 粒 子 (所 有 粒子 的 
动量 p 不 变 而 它们 的 角 动 量 分 量变 号 ) 时 , 过 程 的 振幅 不 变 . 这 是 CPT 不 变 
性 的 要 求 9. 然而 , 交叉 不 变性 不 仅 允 许 同时 对 所 有 粒子 做 这 种 变换 , 而 且 允 
许 对 任意 一 个 粒子 单独 地 做 这 种 变换 . 
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费 曼 图 中 的 内 线 在 协 变 微 扰 论 中 所 起 的 作用 类 似 于 “通常 ”理论 中 的 中 
间 态 , 但 是 , 这 些 中 间 态 的 本 性 在 两 种 理论 中 是 不 一 样 的 . 在 通常 理论 中 的 中 
间 态 , (三维 ) 动量 是 守恒 的 , 而 能 量 是 不 守恒 的 . 正 是 在 这 个 意义 上 , 这 些 中 
间 态 被 说 成 是 虚 态 . 在 协 变 性 理论 中 , 动量 和 能 量 是 平等 的 : 中 间 态 四 维 动量 
的 各 分 量 都 守恒 (这 是 由 于 5 祭 阵 元 中 的 积分 既 对 坐标 进行 , 义 对 时 间 进 行 ， 
从 而 保证 了 理论 的 协 变性 ). 但 是 , 能 量 和 动量 之 间 的 关系 对 实 粒子 成 立 并 用 
22 = mm2 表示 , 在 中 间 态 不 再 成 立 , 因此 这 些 中 间 态 被 称 为 中 间 虚 粒子 . 虚 粒 
子 的 动量 和 能 量 之 间 的 关系 是 任意 的 , 它 可 以 是 满足 顶 各 处 四 维 动量 守恒 要 
求 的 任何 东西 . 

我 们 来 考虑 这 样 一 个 费 曼 图 : 它 由 I 和 工 两 部 分 组 成 , 这 两 部 分 由 一 条 单 























@ 如 果 某 一 特定 通道 为 四 维 动量 守恒 定律 所 禁 下 , 那么 , 作为 公共 因子 出 现在 
(64.5) 式 中 的 8 函数 将 使 该 跃迁 概率 必定 为 零 . 

加 应 当 注 意 , 改变 费 曼 图 中 所 有 四 维 动量 的 符号 ,从 上 述 的 一 种 反应 变 成 男 一 种 
反应 , 这 种 形式 描写 的 意义 相当 于 作为 四 维 反 演 的 CPT 变换 . 
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线 连接 . 不 考虑 这 两 部 分 的 内 部 结构 , 我 们 可 以 把 这 个 图 形 表示 成 如 下 形式 


20 @E (79 


(每 一 条 线 可 以 是 实 线 , 也 可 以 是 虚线 ). 根据 普遍 的 守恒 定律 , 外 线 的 四 维 动 
量 之 和 对 部 分 I 与 部 分 是 相等 的 . 由 于 在 每 个 顶点 处 守恒 , 它们 也 等 于 连接 
1 与 工 的 内 线 的 四 维 动量 . 换 句 话说 , 这 个 动量 是 唯一 确定 的 , 因而 在 矩阵 元 
中 没有 对 它 的 积分 . 

量 p? 可 能 为 正 , 也 可 能 为 负 , 视 反 应 通道 而 定 . 总 有 这 样 一 个 通道 , 其 中 
22 >0@. 这 时 , 就 其 形式 上 的 性 质 而 言 , 虚 粒 子 与 一 个 具有 实质 量 M = VP 
的 真 粒子 完全 类 似 , 可 以 定义 它 的 静止 参考 系 , 可 以 确定 它 的 自 旋 , 等 等 . 

光子 传播 子 (76.11) 的 张 量 结构 和 一 个 自 旋 为 1、 质量 不 为 零 的 非 极 化 粒 
子 的 密度 矩阵 的 张 量 结构 相同 : 























ppv = -3 (gi 
(参见 (14.15) 式 ). 另 一 方面 , 对 一 个 虚 粒 子 来 说 , 传播 子 (由 场 算 符 的 二 次 组 
合 得 到 的 量 ) 的 作用 与 一 个 真 粒子 的 密度 矩阵 相 类 似 . 所 以 , 和 实 光 子 一 样 , 必 
须 赋 予 虚 光子 以 自 旋 1. 然而 , 与 具有 两 个 独立 极 化 的 实 光 子 不 同 , 作为 一 个 
有 限 质量 的 “粒子 ”, 虚 光 子 可 以 有 三 种 极 化 . 
电子 的 传播 函数 为 





2DHDr 











Ge YPp+m, 
其 中 m 为 实 电子 的 质量 , 而 虚 粒 子 的 “质量 ”为 M = VP. 取 


M+m Mm 
FN (yp+ M)+ ZN (yp — M), (79.2) 
我 们 看 到 , 第 一 项 相当 于 一 个 质量 为 M、 自 旋 为 3 的 粒子 的 密度 矩阵 , 第 二 
项 与 一 个 类 似 的 “ 反 粒 子 ” 的 密度 矩阵 相当 (比较 (29.10) 和 (29.17)). 由 于 粒 
子 和 反 粒 子 有 不 同 的 内 豪 宇 称 (927), 我 们 得 出 结论 : 必须 赋予 虚 电 子 以 同样 
的 3 自 旋 , 但 不 能 赋予 它 确定 的 字 称 . 
图 (79.1) 的 显著 特点 是 , 只 要 切断 一 条 内 线 , 就 可 以 将 它 分 成 互 不 相连 的 
两 个 部 分 @. 在 这 种 情形 下 , 这 条 线 对 应 着 一 个 单 粒子 中 间 态 , 即 仅 有 一 个 虚 


@ 例如 , 有 这 样 一 个 通道 (如 果 它 在 能 量 上 是 允许 的 ), 其 中 部 分 1 的 所 有 自由 端 对 
应 初 态 粒子 , 而 部 分 工 的 所 有 自由 端 对 应 终 态 粒子 . 这 时 , p = 忆 (所 有 初 态 粒子 四 维 动 
量 之 和 ), 在 质心 坐标 系 中 ,p = (P0,0), 因而 p? > 0. 

@ 第 一 级 非 零 近似 中 几乎 所 有 过 程 的 图 都 有 这 个 性 质 











褒 十 到 二 
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粒子 的 态 . 与 这 样 的 图 对 应 的 散射 振幅 包含 着 一 个 特征 因子 ( 它 无 须 积分 ) 

1 
这 个 特征 因子 是 由 内 线 p 产 生 的 (对 电子 线 , m 为 电子 质量 ; 对 光子 线 , m = 0). 
换 句 话说 , 在 p 的 取 值 使 得 虚 粒 子 变 成 真实 粒子 时 (22 = m2), 散射 振幅 有 极 
点 . 在 非 相对 论 量子 力学 中 , 也 有 与 此 类 似 的 情形 ; 当 能 量 值 与 碰撞 粒子 系统 
的 束缚 态 相 对 应 时 , 散射 振幅 有 极点 (第 三 卷 8128). 

我 们 来 研究 图 (79.1) 中 下 面 这 样 的 一 种 反应 通道 , 其 中 所 有 右边 的 自由 
端 对 应 初 态 粒子 , 所 有 左边 的 自由 端 对 应 终 态 粒子 ; 于 是 22 > 0. 这 时 我 们 可 
以 说 , 在 中 间 态 , 初 态 粒 子 转化 成 一 个 虚 粒 子 . 这 只 有 当 这 种 转化 不 与 必要 的 
守恒 定律 (不 包括 四 维 动量 守恒 ) 相抵 触 时 才 是 可 能 的 , 也 就 是 说 , 在 这 种 转 
化 中 , 角 动 量 、 电 荷 、 电 和 荷 宇 称 等 等 都 是 守恒 的 . 这 是 出 现 所 谓 极 点 图 的 必要 
条 件 . 如 果 这 些 条 件 对 一 个 反应 通道 存在 , 那么 由 于 交叉 对 称 性 它 对 其 余 通道 
也 同样 存在 . 

例如 , 所 说 的 守恒 定律 不 排除 按照 e+7 一 e 产 生 一 个 虚 电 子 . 这 对 应 于 
康 普 顿 效应 振幅 的 一 个 极点 (因而 也 对 应 于 这 个 反应 的 其 它 通道 的 一 个 极点 ， 
即 电 子 - 正 电子 对 的 双 光 子 漂 没 ). 按照 er 十 et 一 了 产生 一 个 虚 光 子 , 对 应 于 
一 个 电子 被 一 个 正 电 子 散 射 的 振幅 的 一 个 极点 , 因而 也 对 应 于 电子 -电子 散 
射 的 振幅 的 一 个 极点 . 两 个 光子 既 不 能 转化 成 一 个 虚 电 子 , 也 不 能 转化 成 一 个 
虚 光 子 : y 十 YY 一 e 被 电荷 守恒 与 角 动 量 守 恒 所 禁 戒 , 而 yY+7Y 一 7 则 被 电荷 宇 
称 守恒 所 禁 戒 . 因此 , 光子 -光子 散射 振幅 不 可 能 有 极点 图 . 

上 面 我 们 荡 于 费 曼 积分 讨论 了 散射 振 己 极点 奇异 性 的 根源 , 实际 上 这 是 
具有 普遍 性 的 性 质 , 而 与 微 扰 论 无 关 . 我 们 将 会 看 到 , 这 种 奇异 性 只 是 作为 么 
正 性 条 件 (71.2) 的 结果 而 出 现 的 . 

我 们 假定 , (71.2) 式 中 出 现 的 中 间 态 n 包含 一 个 单 粒子 态 . 这 个 态 的 贡献 









































































































































是 
yn ~ Vd3 
Ci 3 jp -pr 
其 中 p 与 入 为 中 间 粒 子 的 四 维 动量 与 螺旋 性 . 对 d3p 的 积分 换 成 了 对 dp 的 
积分 (在 p? 三 e > 0 的 区 域 ): 
dsp 一 2e6(p? — M2)d4p 

(M 为 中 间 粒 子 的 质量 ). 积分 消去 8 函数 84(P 一 p), 然后 , 按照 (64.10) 申 振 
幅 Ty; 变 到 振幅 Myi, 我 们 得 到 

(My ~ Mi) oD) = 2ri8(p? ~ M2) 》 Mna (79.3) 

入 





























879 虚 粒子 ‘309. 








阁 假 定 人 和 PP 的 不 变性 成 立 , 我 们 就 有 MP = My (精确 到 相差 一 个 相 因 
子 ), 其 中 状态 久久 与 状态 i, 了 的 区 别 只 是 粒子 螺旋 性 的 符号 不 同 (在 具有 相 
同 动量 的 条 件 下 ). 将 方程 (79.3) 和 My = M3 yp, 的 相应 方程 相 加 . 我 们 得 到 





Im M0 一 一 mr8(p2 — M3)R， (79.4) 
其 中 
Mr = Mr t+ Mea, R=— > (MinMi, + Mem My,). 
入 

由 此 得 出 , 到 rz 作为 p? = P? = P? 的 解析 函数 ,在 p? = M2 有 一 极点 . 按照 
(75.18) 式 , 极点 部 分 为 

了 7F(one-p) R 

Me (79.5) 


实际 跃迁 到 一 个 单 粒子 态 只 对 P2 = P? 的 一 个 值 即 4? 才 有 可 能 . 于 是 , 我 们 
确实 得 到 了 对 应 于 (79.1) 形式 图 的 散射 振幅 结构 . 

最 后 , 我 们 来 研究 包含 闭合 电子 圈 的 费 曼 图 的 一 个 重要 性 质 . 这 个 性 质 
很 容易 通过 对 虚 光 子 运用 电 蓓 宇 称 的 概念 推导 出 来 : 与 实 光子 一 样 , 必须 赋予 
虚 光 子 以 确定 的 ( 负 ) 的 电荷 宇 称 信 . 

如 果 某 个 图 包含 一 个 闭合 圈 (顶点 数 NN > 2), 那么 该 过 程 的 振幅 除了 包 
括 这 个 图 外 , 还 必定 包括 为 一 个 区 别 只 是 绕 行 方向 不 同 的 图 ( 若 N = 2, 显然 
就 谈 不 到 绕 行 方 向 问题 了 ). 如 果 沿 从 这 些 圈 引 出 的 虚线 将 圈 “切断 ”, 从 而 得 


到 两 个 圈 , IT 与 TIr: 
ne ee (79.6) 


可 以 认为 它们 决定 着 一 组 光子 ( 实 光 子 或 虚 光 子 ) 转换 成 另 一 组 光子 的 过 程 
的 振幅 : N 为 初 态 光 子 数 与 终 态 光子 数 之 和 . 但是, 电荷 宇 称 守恒 禁止 偶数 个 
光子 转换 成 奇数 个 光子 . 因此 , 当 NN 为 奇数 时 , 与 图 (79.6) 对 应 的 表示 式 的 和 
必定 为 零 . 结果 以 这 些 图 为 其 组 成 部 分 的 两 个 图 形 对 散射 振幅 的 总 贡献 也 为 
零 . 这 一 结果 被 称 为 弗 里 定理 (W. H. Furry 1937). 

这 样 , 在 对 某 一 给 定 过 程 构造 振幅 时 , 我 们 可 以 完全 略 去 包含 奇数 个 顶点 
的 圈 的 那些 图 . 

@ 这 可 以 从 $13 结尾 对 实 光 子 给 出 的 关于 作用 在 每 个 顶点 上 的 电磁 相互 作用 算 符 
的 同样 论证 得 出 . 
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我 们 来 更 详尽 地 考查 一 下 这 样 做 的 根据 . 一 条 闭合 的 电子 圈 对 应 于 一 个 
表示 式 (给 定 光子 线 的 动量 和 ,ia ,KN) 


f psrltedG) ea) Gp + Ah) (79.7) 





其 中 p,p 十 i,… 为 电子 线 的 动量 (考虑 了 各 顶点 上 的 守恒 定律 后 , 这 些 动量 
仍 不 能 完全 确定 ). 对 所 有 和 矩阵 y+ 和 G 进行 电荷 共 思 变换 , 即 用 DZ 374De 和 
U1GU, 蔡 换 y+ 和 G. 由 于 矩阵 乘积 之 阵 迹 不 受 这 种 变换 的 影响 , 表示 式 
(79.7) 不 会 改变 . 另 一 方面 , 按照 (26.3) 式 ， 








Ua YUc = -入 ， (79.8) 
因此 
二 一 2 十 名 访 
Ua'GWUo = Bm = Gp) (79.9) 


但 是 , 用 改变 符号 的 p 的 转 置 矩 阵 替 代 G(p), 显然 等 效 于 改变 圈 的 绕 行 方向 ， 
即 所 有 箭头 反 向 . 于 是 , 这 个 变换 将 一 个 圈 变 成 为 男 一 个 圈 , 且 从 每 个 顶点 上 
的 代 换 (79.8) 得 到 一 个 因子 (-1x. 因此 





Hr = (—1)* IH, (79.10) 


这 就 是 说 , 当 顶 点 数 是 偶数 时 , 两 个 圈 的 贡献 是 相同 的 ; 当 项 点 数 为 奇数 时 , 两 
个 圈 的 贡献 是 相反 的 ( 即 相差 一 个 负 号 ). 

















第 九 章 
电子 的 相互 作用 





880 电子 在 外 场 中 的 散射 


电子 在 恒定 外 场 中 的 弹性 散射 是 一 个 简单 的 过 程 , 它 在 微 扰 论 的 第 一 级 
近似 (一 级 玻 恩 近似 ) 就 已 出 现 . 这 个 过 程 对 应 具有 一 个 顶点 的 图 : 


SR (80.1) 


其 中 p 和 了 ?分别 为 电子 的 初 态 和 终 态 的 四 维 动量 , 而 g=p' 一 p. 由 于 电子 在 
恒定 场 的 散射 中 保持 能 量 守恒 (es = a), 我 们 有 g = (0,g). 中 
相应 的 散射 振幅 为 
Myi = 一 ea A® (qlulp), (80.2) 
其 中 4(e(q) 为 外 场 的 空间 健 里 叶 展开 的 分 量 . 按照 (64.26), 散射 截面 为 


2 
do = i [Mil?do'. (80.3) 


对 一 个 静电 场 , 4(9 = (4 人 ,0), 因此 


Msi = -ez(lo)nyou(p)400(9) = ~ew' (pu(p) AP (q). (80.4) 

@ 当然 , 在 有 外 场 时 , 这 样 的 图 并 不 被 四 维 动量 守恒 定律 所 禁 戒 , 如 同 在 有 实 光 子 

的 图 (73.19) 那样 , 92 与 实 光子 的 四 维 动量 平方 不 同 ,不 一 定 为 零 ,q 的 分 量 由 表示 外 场 
的 傅 里 叶 积 分 自动 得 到 . 
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在 非 相 对 论 情形 , 平面 波 的 双 旋 量 振幅 u(p) 简化 为 非 相 对 论 (二 分 量 ) 振幅 . 
对 于 极 化 不 变 的 散射 , 通过 适当 选择 归 一 化 条 件 有 : ww == 和 wu = 2m. 于 是 


m 
d =|- 元 /， 
vg)| do 


其 中 U(g) = eA4(q) 为 电子 在 此 场 中 位 势 的 传 里 叶 分 量 ; 这 个 表示 与 通常 的 
玻 恩 近似 公式 相同 (第 三 卷 , (126.4)). 
在 普遍 的 相对 论 情形 , 非 极 化 电子 的 散射 截面 由 |Mril? 对 初 态 极 化 平均 
并 对 终 态 极 化 求 和 得 到 , 即 。 ， 
3 > IMyil?, 


polar 
其 中 求 和 对 初 、 终 态 电 子 的 自 旋 方向 进行 ; 因子 3 将 求 和 变 成 了 平均 . 按照 
865 的 规则 , 我 们 得 到 
1 € BC)* 
了 > TMP = 2tr p(yAD )p(y A ) 


polar 
由 评 
= 5140 ) (qtr (m4 yp (m+ yp)Y. 


为 了 计算 其 中 的 阵 迹 , 我 们 注意 到 70(7p)79 = (0 六, 其 中 方 = (Ee, 一 Pp), 所 以 


1 1 
了 好 (人 二 和) 站 十? = 4 (m+ pm + 7) 


1 
=m +pp=e +m +pp = 2 30. 
因此 , 截面 为 机 
e2?140 (g) » o 
a 4 5 人 Taa: 
E (4 全) 0 (80.5) 


4n2 
对 于 由 静态 电荷 分 布 密 度 p(7) 所 产生 的 场 , 我 们 有 
AP 人 ad 
其 中 p(q) 为 电荷 分 布 密度 p(7) 的 信里 叶 变 换 (形状 因子 ). 特别 是 , 对 点 电荷 
Ze 的 库仑 场 , 我 们 有 p(q) = Ze. 于 是 , 截面 为 
do = do ES @ 人 ) (80.7) 


44 4e2 


(80.6) 











(N. FF. Mott, 1929). 平方 量 


g2 = 4p? sin? (9/2), 




















880 电子 在 外 场 中 的 散射 ‘313. 











其 中 9 为 散射 角 . 因此 , 括 弧 前 量 的 角度 依赖 性 为 户 瑟 福 截 面 的 角 分 布 : 


4(Ze?)2e? 4(Ze2)2e2 ， 140 
doRru = do 7 = do pd sin “3 (80.8) 








(在 非 相对 论 极限 , 系数 a2/pt 一 1/m2v4). 因此 , 信 
do = doRru @ 一 028im2 3 (80.9) 


在 极端 相对 论 情形 , 角 分 布 与 非 相 对 论 情形 的 区 别 是 向 后 散射 有 相当 大 的 减 
小 : 当 9 一 工时 , doc/doRu 一 mm21/s2. 
在 极端 相对 论 情 形 , 公式 (80.7) 对 小 角度 散射 给 出 
4(Ze2) 
e404 

尽管 这 个 公式 是 在 玻 恩 近似 下 推出 的 ( 即 假 设 Ze? < 1), 但 它 在 Ze” ~ 1 时 
仍然 保持 成 立 (对 于 角度 9 < m/s). 这 可 以 从 极端 相对 论 波 示 数 ws) (39.10) 
看 出 , 它 可 以 精确 地 看 成 Ze2. 这 个 解 在 范围 (39.2) 内 成 立 , 当然 在 渐 近 区 域 
7 一 oo 仍 保持 正确 . 这 里 


do 一 dof/. (80.10) 




















.VF | 
Fel1+const.ePr-p7) 2 ~1- e800 < 


所 以 , 如 应 该 的 那样 , 修正 项 仍然 是 小 的 . 形 如 eiP"F 的 波 函 数 , 它 与 非 相对 论 
波 函 数 有 同样 的 形式 (当然 参量 有 明显 的 变化 ), 也 有 同样 的 渐 近 表示 , 因此 截 
面 由 卢 瑟 福 公 式 给 出 . 

为 了 计算 有 极 化 的 电子 的 散射 截面 ,可 以 按照 一 般 的 步骤 , 采用 密度 矩阵 
(29.13). 然而 , 在 此 情形 , 可 以 通过 公式 (23.9) 表示 的 双 旋 量 振幅 u(p') 和 w(p) 
更 容易 地 得 到 结果 . 二 者 相 乘 给 出 

















w pp = ww {et+mti+ (em)(n .on.o)}, 


或 者 利用 (33.5) 式 ， 
w* (pulp) = wr fw, (80.11) 


由 此 公式 表示 的 do 与 dcau 的 区 别 是 专 指 自 旋 的 粒子 . 在 自 旋 为 0 的 粒子 的 
车 它们 在 电磁 场 中 的 运动 由 波动 方程 描述 ， 则 结果 为 do = donu. 乍 一 看 来 , 可 

会 有 疑问 , 为 什么 一 个 表示 纯粹 量子 效应 的 因子 怎么 不 包含 天 然而 , 应 当 记 得 , 玻 恩 
近似 成 立 的 条 件 (e?2/hiw < 1) 和 在 库仑 场 中 准 经 典 运 动 的 条 件 是 相反 的 , 而 因此 , 公式 
(80.9) 不 可 能 取经 典 极 限 . 
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其 中 全 


了 = 4 上 + Ba 


A=(e+m)+(e—m)cos0, B= -i(e—m)singd, (80.12) 
nxn 





sin0 


二 分 量 量 (三 维 旋 量 ) w 为 电子 的 非 相 对 论 波 函 数 . 因此 , 变换 到 部 分 极 
化 态 可 通过 将 乘积 ww (a, 6 为 旋 量 指标 ) 换 成 非 相 对 论 二 列 密度 矩阵 pap 
来 完成 . 因此 我 们 必须 取 





Mpil? —» E21A (tr p(A ~ Bajp(4+Br ah， 
其 中 
1 ， 1 
p=3(1+0o:0), p=3(l+0.¢), 
并 且 C, 6' 分 别 为 探测 器 选择 的 初 态 与 终 态 的 极 化 矢量 . 计算 阵 迹 的 结果 为 


(4 — [BP)C:C +2BP(v 6 的 二 24B Cxe 
至 十 18 





do = doo 下 十 
其 中 doo 为 非 极 化 电子 的 散射 截面 . 
将 (80.13) 式 中 括号 内 的 量 表 示 成 1+ C0 .CQ 形式 , 我 们 求 出 终 态 电子 
的 极 化 本 身 C7, 它 和 探测 的 极 化 5 是 不 同 的 ( 见 865): 加 
en IB) +2BP EOv+2AB x 
2 十 | 如 | 
我 们 看 到 ， ee 散射 的 电子 才 是 极 化 的 . 当然 这 是 
一 级 玻 轧 近似 的 一 个 普遍 性 质 ( 见 第 三 卷 $140). 
在 非 相 对 论 请 (< 一 m), (80.14) 式 给 出 69) = 6 也 就 是 说 , 电子 在 散射 
中 保留 其 极 化 , 这 是 忽略 自 旋 轨 道 耦合 作用 的 一 个 自然 结果 . 
在 相反 的 极端 相对 论 情形 , 我 们 有 








(80.14) 









































A=e(l+cos0), B= isind, 


与 一 般 公式 (38.2) 一 致 . 


QD 这 里 采用 的 让 的 定义 和 在 837 与 838 中 的 定义 相差 一 个 因子 . 
© (80.14) 开 对 应 于 在 第 二 卷 8140 问题 1 中 推出 的 式 子 , 并 由 该 式 取 4 为 实 、B 为 
虚 得 到 . 
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如 果 人 射电 子 有 确定 的 螺旋 性 (4 = 2Xn, 和 = 二), 经 简单 计算 , (80.14) 


C1) = 2Mn.. 


因此 电子 在 散射 后 保持 其 螺旋 性 不 变 , 即 有 相同 的 螺旋 人 性 值 (和 ). 

如 在 §38 所 指出 的 , 出 现 这 个 性 质 是 因为 当 忽略 质量 时 , 旋 量 表示 的 狄 拉 
克 方 程 可 分 成 两 个 独立 的 方程 , 它们 分 别 对 于 函数 与 7. 这 个 结果 还 有 更 普 
遍 的 意义 , 因为 流 








了 = (EE FN, EoE on) 
和 电磁 微 扰 算 符 他 = ej4 并 不 包含 上 与 了 9 的 混合 项 , 而 因此 没有 & 态 和 7 态 
之 间 过 滤 的 矩阵 元 . 所 以 , 假如 极端 相对 论 电子 有 确定 的 螺旋 性 , ( 即 假如 7 或 
& 非 零 ), 那么 在 对 应 于 完全 忽略 电子 质量 的 近似 下 , 这 个 螺旋 性 在 相互 作用 过 
程 中 是 守恒 的 . 


881 电子 和 下 电子 被 电子 的 散射 


我 们 来 考虑 一 个 电子 被 一 个 电子 散射 的 过 程 , 两 个 四 维 动量 分 别 为 pl pz 
的 电子 相 碰 撞 , 而 出 射 四 维 动量 分 别 为 pi, ps. 四 维 动量 守恒 表示 为 











pi 十 p2 二 p41 十 p9. (81.1) 
我 们 采用 866 的 运动 学 不 变量 , 其 定义 为 


s = (pi + p2)? = 2(m? 十 Dipa)， 
t = (pi — p41)? = 2(m? — pip1), 


(81.2) 
w= (p1 ~— p92) = 2(m’ — p1ps), 
s +t + = 4m. 
所 讨论 的 过 程 可 用 两 个 费 曼 图 (73.13) 和 (73.14) 表示 , 其 振幅 为 
1 
Mri = dne? {ry) Far) (ire) | - (81.3) 


按照 865 对 于 用 极 化 密度 矩阵 pl, p41, .… 描述 的 粒子 初 态 与 终 态 给 出 的 


@ MP 的 这 个 形式 与 一 般 公 式 (70.5) 一 致 . 在 微 扰 论 的 第 一 级 非 零 近似 下 ,5 个 不 
变 振幅 中 只 有 一 个 是 非 零 的 : f3(t,4) = dne?/t. 
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规则 , 我 们 必须 作 改 变 
. 1 了 1 Vv 
Pi 一 lor?et | 寺 tr (pyr pay” tr (Pirup1y) + tr (PY Pay )tr (poup1) 
1 1 vl 1 rap vl 
tp2Y 027 PNP1Y) — tr (PIV p2Y pmTupl3yv) ，， (81.4) 


对 于 非 极 化 电子 的 散射 (不 管 其 散射 后 的 极 化 ), 我 们 必须 取 所 有 密度 矩 
阵 为 p = 了 Op + mm), 并 将 结果 乘 以 2 x 2 = 4 (对 两 个 初 态 电 子 的 极 化 平均 并 
对 两 个 终 态 电子 求 和 ). 散射 截面 由 (64.23) 式 给 出 , 在 该 式 中 由 (64.15a) 得 到 
P= 3s(s — dm?). 我 们 可 以 写 出 





a ed 人 


jb 切 二 3 —tr[(yps + my (yp2 + m)Yy’ ltr [ypi + Mm) Yr (YPp1 + mm)Yyy), 


9 0) = tr [ps + mm) pa + mm) Gp + mm) pr + mm) 
(81.5) 


在 f(t,w) 中 , 先 计 算 阵 迹 (用 (22.9) 和 (22.10) 式 ), 然后 对 p,v 求 和 ;中 而 在 
g(t,w) 中 则 先 对 p,v 求 和 (利用 (22.6) 式 ). 结果 为 


Fl) = Slpip2)” + (prph): + 2m? (me? ~ piph)], 
g(6) = (pps — 2m?) (pp2), 


或 者 , 采用 不 变量 (81.2)， 





1 82 十 1 
t 二 一 
fh 罗 = 直 | 
5 


gh) = 90) = (2 ) 全 -3 


+ 4m2(t— "| 
(81.6) 


因此 , 截面 为 





4xm2dt 1 [s+u? 
a 3 这 
ao 一 人 二 | 2 Ty -mg 


1 Ts2 + 5 4 /s oN /5 可 
+ 二 | 3 am mn)| + 二 全 全 -so C1) 
@@ 为 以 后 引用 给 出 如 下 公式 : 


1/4 tr(ypi + m) yr yp2 十 mm = gm? 一 plp2) + pIpY + pIpS. 
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其 中 re =e@2/m. 
在 质心 系 中 , 我 们 有 


0 0 
5 一 4c2， 了 = 一 4p2sin” 了 —4p? cos? By 
(81.8) 
—dt = 一 2p2d cos0 = do, 


其 中 |p| 与 s 为 电子 的 动量 与 能 量 的 大 小 , 它们 在 散射 中 保持 不 变 , 而 6 为 散 
射 角 . 在 非 相 对 论 情形 (se ~ m), 吕 我 们 得 到 截面 为 


dr 2T7m4dt /1 证 1 1 
和 
° pp 1 


e2\*| 1 Pe 1 二 
mw Sin4 COS4 LC sin2 i EC 
2 2 2 2 


到 ( ) 人 外 4 ( 非 相 对 论 )， (81.9) 
sin40 


mv2 




















其 中 = 2p/m 为 电子 的 相对 速度 , 与 非 相 对 论 理论 一 致 ( 见 第 三 卷 8137). 在 
任意 速度 的 一 般 情 形 , (81.7) 式 作 代 换 (81.8) 后 不 难得 到 如 下 公式 


2/.2 2\2 2 2 
十 2 ) 4 3 p 4 
ee ES do (81.10 
a 4p4e2 sin40 sin20 22+p2 sin20 ) 


(Ch. Moller, 1932). 在 极端 相对 论 情形 (p? = a?)， 


2 m2? (3 + cos? 0 
7 do (极端 相对 论 ) (81.11) 


在 实验 室 系 , 一 个 电子 (比如 电子 2) 碰撞 前 静止 , 截面 可 通过 如 下 量 表示 








da 一 





es (81.12) 
mm m 


这 是 人 射电 子 (电子 1) 传递 给 电子 2 的 能 量 (以 mm 为 单位 ). 包 不 变量 为 


s=2m(m+e), t=—2mA, 





(81.13) 
4 一 一 270(E1 —m ~— mA). 
将 这 些 表示 式 代 入 (81.7) 式 , 对 于 在 快速 初始 电子 的 散射 中 产生 的 次 级 电子 
(所 谓 的 6 电子 ) 的 能 量 分 布 给 出 如 下 公式 : 
2 _d4 { OO- 27+27-1 + 
e221 lA 1-A) A-1-A) 


@ 假设 速度 v 较 小 (v 及 1), 但 仍 满足 微 扰 论 适用 的 条 件 : e2/v(= e2/1w) 匀 工 
@ 对 弹性 碰撞 ,不同 参考 系 中 的 运动 学 关系 在 第 二 卷 813 中 已 经 给 出 . 


do = 277 





(81.14) 
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其 中 y=sli/m. 量 mh 与 m(y 一 1 一 4) 分别 为 两 个 电子 碰撞 后 的 动能 ; 两 个 
i a a 假如 “ 反 冲 电子 ” 指 
定 为 较 小 能 量 的 电子 , 4 取 值 从 0 到 5 一 1). 当 4 小 时 , (81.14) 式 变 成 

YY dA 2rr: dA 
FIAT A’ 
这 个 公式 假如 用 入 射电 子 的 速度 (w = |pi|/s1) 表示 , 在 非 相 对 论 情 形 保持 相 
同形 式 . 因此 , 其 形式 自然 与 非 相 对 论 理论 (参见 第 三 卷 (148.17)) 给 出 的 结果 
相同 . 





do = 2r7? A<7Y—1. (81.15) 




















现在 我 们 来 研究 正 电 子 被 电子 的 散射 (H. J. Bhabha, 1936). 这 是 电子 - 电 
子 散射 普遍 反应 的 另 一 个 交叉 道 . 如 果 p_, p+ 为 电子 与 正 电 子 的 初始 动量 ， 
而 p, p 和 i 为 它们 的 终 态 动量 , 那么 从 一 个 情形 变 到 男 一 个 情形 可 通过 如 下 代 
换 完 








p22-p4 pp-, pi -p+ pm Pp.. 
运动 学 不 变量 (81.2) 变 为 
s=(p- -Pp4), t= (p+ -Pp), Vu=(p -p+1). (81.16) 

如 果 ee 散射 是 s 道 , 那么 Be 散射 就 是 反应 的 wv 道 . 用 s, t 和 w 表示 的 散射 振 
幅 的 平方 与 前 面相 同 ; 在 (81.5) 的 分 母 中 , 应 该 作 代 换 s 一 wu. 这样, 正 电 子 被 
一 个 电子 散射 的 截面 为 (代替 (81.7) 式 ): 
2 4rmm2dt f1 [s+w 
“ul(vu — 4m?) 信 | 2 

[3 + 4m2(u 一 mm 十 (3 一 m2 (3 一 3m?) } .(81.17) 


在 质心 系 中 , 不 变量 s, t, wu 和 (81.8) 式 的 区 别 只 是 将 s 与 % 交换 : 





do = 





+ 4m?(t — 中 











s = —4p? cos? - t= —4p? sin’ 5 u = 4e2. (81.18) 
在 非 相 对 论 极 限 , (81.17) 式 化 为 卢 巷 福 公 式 : 
e2 \? 
PE ( 奋 ) a 元 启 借 相 对 论 ) (81.19) 


其 中 vw = 2p/m. 它 来 自 (81.17) 式 括 号 里 的 第 一 项 , 源 于 “散射 ”型 的 图 ( 见 
873). “淹没 ”图 ((81.17) 式 的 第 二 项 ) 以 及 它 与 散射 图 的 干涉 (第 三 项 ) 的 贡 
献 在 非 相对 论 极限 趋 于 零 . 呈 


@ 关于 散射 振幅 中 散射 项 和 漂 没 项 如 何 过 滤 到 非 相 对 论 极 限 见 (83.4) 和 (83.20) 
式 . 淹没 项 包含 一 个 因子 1/e2, 因此 趋 于 零 . 
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在 任意 速度 的 一 般 情形 , (81.17) 式 中 所 有 三 项 责 献 有 相同 的 数量 级 ; 其 
中 第 一 项 仅 在 小 角度 占 主 导 , 由 于 其 中 有 因子 t-? cx sin- ;0 在 引入 类 似 的 
项 后 , 可 以 将 正 电子 被 电子 的 散射 截面 (在 质心 系 中 ) 写成 如 下 形式 











rm fl(e2+p)* 1 8e4—m: 1 
do=do 人 二 
16 &2 pp sin’(0/2) pe? sin’(0/2) 





12 4 4 4 i 2 4 4 0 
ee 0 be i P_ sin? ; 
E4 E4 2 E4 2 


(81.20) 
对 9 一 x 一 9 的 对 称 性 对 于 全 同 粒 子 散 射 是 很 典型 的 , 但 在 正 电 子 被 电 
子 的 散射 中 自然 是 没有 的 . 在 极端 相对 论 极限 , 公式 (81.20) 与 电子 -电子 散 


射 截 面 的 区 别 只 是 因子 cos4 2: 

















dae = cos 5doe。 (极端 相对 论 ). (81.21) 


在 实验 室 系 中 ， 一 个 粒子 (例如 电子 ) 在 碰撞 前 是 静止 的 , 我 们 仍 定义 


Ne 2 (81.22) 
mm m 


即 等 于 正 电子 传 给 电子 的 能 量 . 如 在 (81.13) 中 一 样 , 我 们 现在 有 





s=—2m(er—m—mA), t=—2mA, v=2m(m+er). 


将 这 些 表 示 式 代入 (81.17) 式 , 作 简 单 的 变换 后 , 不 难 对 次 级 电子 的 能 量 分 布 
得 到 如 下 公式 : 





ey2 A? y+1 A 
372 十 67 十 4 27 1 > 
十 F 一 一 一 4， 81.23 
C++ CT 


其 中 = ej/m; A 从 0 变 到 一 1. 当 和 AA 安 Y 一 1 时, (81.23) 式 导 致 与 电子 散 
射 同样 的 公式 (81.15). 

在 电子 或 正 电 子 散 射 中 的 极 化 效应 用 365 给 出 的 普遍 方法 计算 . 除了 几 
个 特殊 情形 外 , 所 得 公式 一 般 是 很 长 的 . 这 里 我 们 仪 作 某 些 评论 .3 

在 所 考虑 的 ( 微 扰 论 第 一 个 非 零 近似 ) 近似 中 , 截面 不 包含 初 态 或 终 态 粒 
子 极 化 矢量 的 线性 项 . 如 同 非 相 对 论 理论 (第 三 卷 8140) 一 样 , 这 样 的 项 由 于 
要 求 散射 矩阵 是 厄 米 的 而 被 禁 戒 . 因此 , 如 果 只 有 一 个 碰撞 粒子 是 极 化 的 , 那 
么 散射 截面 不 变 ; 而 未 极 化 粒子 也 不 会 由 于 散射 而 变 成 极 化 的 . 


@ 进一步 的 细节 见 W. H. McMaster, Reviews of Modern Physics 33, 8, 1961. 
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同样 的 要 求 还 禁 戒 了 在 截面 中 出 现 参加 过 程 的 粒子 ( 初 或 终 ) 三 个 极 化 
乘积 的 关联 项 . 然而 , 截面 确实 包含 二 重 和 四 重 的 关联 项 . 在 不 同 粒 子 (电子 与 
正 电子 , 电子 与 4 粒子 ) 的 散射 中 , 这 些 项 在 非 相 对 论 极限 由 于 没有 自 旋 轨 道 
相互 作用 而 消失 了 . 然而 , 在 相同 粒子 的 散射 中 , 由 于 交换 效应 , 即使 在 非 相 对 
论 极限 也 有 关联 项 . 








习 是 


1. 求 非 相 对 论 极限 下 极 化 电子 的 散射 截面 . 

解 : 在 非 相对 论 极限 , 在 标准 表示 中 双 旋 量 振 幅 有 两 个 分 量 , 密度 矩阵 为 
两 列 和 矩阵 (29.20). 在 散射 振幅 (81.3) 中 , 只 有 内 二 v= 二 0 的 项 是 非 零 的 , 它 包 
含 的 矩阵 y0 是 对 角 的 (在 标准 表示 中 ). 代替 (81.4), 我 们 有 


1 1 
> MP 一 16r2e4 四 | ( 年 ) tr (1 二 gg- C1)tr (1 二 gg-: C2) 


wi 
polar 
-人 +o:0)(l+o- | 


1 1 1 
1RTr224 4 
一 167e .4m | 计 + 查 -二 4+G 多 |， 


求 和 对 终 态 电子 的 极 化 进行 . 因此 , 散射 截面 为 


sin2 0 
do = doo @ 3 和 &) 1 

其 中 0 为 质心 系 中 的 散射 角 , doo 为 非 极 化 粒子 的 散射 截面 (81.9)， 对 完全 
极 化 的 电子 , 此 公式 与 第 三 卷 8137 习题 的 结果 相同 , 其 中 | 人 | = |IGl = 1 
Gil C2 二 COSQ, Q 为 电子 极 化 方向 间 的 夹 角 . 
易 从 在 非 相 对 论 极限 , 在 电子 和 正 电 子 振幅 w 与 u_p 中 不 同 对 的 分 量 非 零 
看 出 . 

2. 在 非 相对 论 情形 , 求 非 极 化 束 被 极 化 靶 散 射 中 散射 电子 的 极 化 . 

解 : 我 们 可 以 计算 对 给 定 初始 极 化 Co 与 探测 的 终 态 极 化 对 的 散射 帘 面 ; 
只 测 一 个 终 态 电子 的 极 化 . 采用 习题 1 同样 的 方法 , 我 们 求 出 
2cosb(1 一 cos 人 


1 1 
do = 5doo 1 一 6 .62 T 二 30050 


因此 , 散射 电子 的 极 化 矢量 为 


2cosb(1 一 cos0) 


(四 一 一 Ca 
1 1 十 3cos20 
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3. 在 非 相 对 论 情形 , 求 一 个 完全 极 化 电子 被 非 极 化 电子 散射 的 自 旋 反 转 
概率 . 
解 : 我 们 类 似 地 求 出 给 定 极 化 G1 与 C1 的 蕉 面 : 
_1 /2cos0(1 + cos0) 
do = 3d00 1 十 对 "Og Taco 
取 C.Ci 一 一 1, 于 是 就 求 出 自 旋 反 转 的 概率 : 
do (1~cos0)? 
doo 2(1 十 3cos20) 
4. 求 在 极端 相对 论 情形 下 , 平行 自 旋 与 反 平 行 自 旋 的 螺旋 性 电子 散射 截 
面 之 比 . 
解 : 按照 (29.22) 式 , 在 (81.4) 式 中 我 们 必须 取 





1 1 
p1 = 31)(1 2M7), p2 = 5(7p2)( 227’), 
1 1 
pi 一 57 p2 = 37P2, 
de ee 
其 中 和 ,和 2 二 Es 阵 迹 可 用 822 给 出 的 公式 计算 , 特别 是 ， 


tr OY OY tr ty YO% (90 
=i2(er ab ) (ernrwe"d') = 2(626N — P62)apbac’ d” = 2(ac)(bd) — 2(ad)(be). 











结果 为 
do 5s2 二 2 8s2 十 282 Ss2—u st 28 
Ee 一 一 一 十 一 一 4A1 入 一 一 | . 
dt™ ( ey 


由 于 (在 质心 系 中 ) 碰撞 电子 的 动量 是 方向 相反 的 , 反 平 行 自 旋 对 应 于 相 
同 螺旋 性 情形 (A1 = Xa), 而 平行 自 旋 对 应 于 相反 螺旋 性 情形 (Al = 一 A2). 由 
(81.8) 代入 5 由 ( 且 p? 守 Ee2), 我 们 求 出 所 要 求 的 截面 比 : 
Et = 3(1 + 6cos? 0 + cost 0). (1) 
当 0== 3 时, 取 其 极 小 值 3. 
5. 同 习 题 4, 但 换 成 正 电 子 被 电子 散射 的 情形 . 
解 : 在 此 情形 代替 (81.4), 我 们 必须 计算 ， 


~ 


1 
Mr 一 loriet{ 寺 t (pp 这) 如 (op 为) 


1 
-人 (py PEY prYpEN) + 上 
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其 余 项 由 交换 p+ 与 p 得 到 . 密度 适 阵 为 


1 1 
p- = 530P-)(1— 27), p+= P+) + 2A+Y), 
a 1 / re 1 / 
p- 一 了-， P+ 二 37P+ 
其 中 AL, 和 _ = 十 (与 电子 一 样 , 对 正 电 子 , Xi 一 了 标记 自 族 与 动量 平行) 计 
算 结果 为 


d > 十 妆 2 后 252 s2 Se 02 s2 = £2 252 
人 4 (一 二 一 十 一 一 十 | 
dt t2 U2 tu t u tu 








于 是 , 我 们 来 出 与 习题 4 同样 的 蕉 面 比 . 
6. 求 几 子 被 电子 散射 的 截面 ， 
解 : 这 个 过 程 用 图 (73.17) 描述 . 代替 (81.5) 式 , 我们 有 
Te4dt 4re4dt 


Bo mt ml me 








do = 


1 
fb) = grt [ps + OY pn + PY tr [ype + mY (YPpe + mm) 
Pe; Pp 与 De, ph 为 电子 与 儿子 的 初 态 与 终 态 的 四 维 动量 , m, 1 为 它们 的 质量 . 
不 变量 为 
s — (pet pa) = m+ p+ 2pepp, 
t = (pe 一 功 )2 = 2(m? — peps) 二 20 一 Daph)， 
4 一 (pe — pi)? = m+ — 2pep,, 
s +t+u = 2(m + 2). 


f= $B {oop) + (oon) + Ble + 2) 





_1 s2 十 了 2 
” 权 2 
公式 (1) 与 (2) 给 出 了 问题 的 解 . 在 质心 系 ， 


+ (m2 + 2) (Qt — m? — 站 @) 


etdo 
8(ee + ep)2 pt sint(0/2) 
x|(esen 十 D2)2 + (ec + p? cos0)? — 2(m? + p22)p? sin’ (0/2)], 





do = 
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其 中 do 二 2msin0d0; ee, en 为 电子 与 儿子 的 能 量 ;二 臣 一 0 二 她 一 J 如 
果 p? 之/2, 我 们 就 回 到 对 固定 库仑 力 心 的 散射 公式 (80.9). 在 极端 相对 论 情 
形 (p? > 2), 
_ et 1+cos(0/2) 
0 
在 实验 室 系 (在 此 系 中 电子 在 碰撞 前 是 静止 的 )， 
eaN dA >A mm2 ， 
do = 2T 5) m2 @ VR 十 2224 ) ， 

其 中 er 为 入 射 凡 子 的 能 量 , Vj 二 pp/ej 为 其 速度 ;mA 二 El 一 mM 二 ej 一 54 为 
反 冲 电子 的 能 量 ; 而 





EE EN 
WY m2 + p+ 2mey 
为 A 的 最 大 值 . 

7. 求 在 极端 相对 论 情形 下 (su 六 J, ee 渤 m), 平行 自 旋 与 反 平 行 自 旋 的 
螺旋 性 电子 和 凡 子 互相 散射 的 截面 比 . 

解 : 和 习题 4 同样 方法 , 我 们 求 出 


其 中 0 为 质心 系 中 的 散射 角 . 

8. 求 一 个 电子 对 变 成 儿子 对 的 截面 (了 B. B. BepecreIkz 首 ， HI. 有 . IIowep- 
aHuyx, 1955). 

解 : 这 是 je 散射 所 属 反 应 的 另 一 个 交叉 道 . 在 这 个 道 ， 

3 (pe 一 五 )”， t= (pe — De)’, = (pe — pp)’, 
其 中 p。, FP。 为 电子 与 正 电 子 的 四 维 动量 , 而 pj, FD, 为 几 子 与 反 凡 子 的 四 维 动 
量 . 反应 阅 对 应 于 电子 对 (在 质心 系 中 ) 的 能 量 2J6 所 以 我 们 必须 有 t > 4112. 
在 实验 室 系 , 电子 在 碰撞 前 是 静止 的 并 且 正 电子 有 能 量 ej， 
t=2m(er +m) 所 27me1， 

因此 我 们 必须 有 cf > cb 其 中 国 能 为 ei = 21J2/m; 这 里 及 以 后 都 作 了 不 等 式 
上 4 污 m 所 容许 的 所 有 近似 . 

微分 蕉 面 (代替 习题 6 的 公式 (1)(2)) 为 

4red4ds 4ds5 [s2 十 2 
do 一 a ~ 4ne PY | 3 
四 解 此 问题 的 另 一 方法 在 8144 的 末尾 给 出 . 


+ 2n2t— |. 
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对 给 定 的 量 s 取 值 在 由 方程 su AH 和 8s+t+ 人 LS2102 确定 的 上 下 限 之 间 ， 


即 
t 
1 人 SV <s < -+ Vi 5) 
作 一 个 初等 积分 给 出 
4 am 4p2 2 e? 
0 站 时 


在 实验 室 系 中 ,上 = 2mey. 这 个 公式 在 国 的 邻 域 不 成 立 : 当 e+ 一 Et ~ He: 时 ， 
形成 的 六 子 不 能 看 成 是 自由 粒子 ; 考虑 它们 之 间 的 库仑 相互 作用 , 当 e+ 一 et 
时 截面 并 不 趋 于 零 而 趋 于 一 个 恒定 值 ( 见 第 三 卷 8147). 

截面 (1) 在 sf 二 1.7et 时 有 最 大 值 . 其 最 大 值 大 约 比 同样 能 量 的 两 个 光子 
淫 没 的 截面 小 20 倍 . 


§82 快速 粒子 的 电离 损失 


考虑 一 个 快 的 相对 论 粒 子 和 一 个 原子 的 碰撞 , 并 伴随 有 原子 的 激发 和 电 

I ee 卷 8148-8150 中 讨论 过 了 ; 
这 里 我 们 将 推导 第 三 眷 得 到 的 公式 的 相对 论 推广 (H. A. Bethe, 1933). 

假设 入 射 到 原子 的 粒子 的 速度 与 原子 内 电子 的 速度 相 比 是 很 大 的 ; 于 是 
我 们 总 假设 Za < 多 1, 即 原子 序数 很 小 . 这 个 条 件 保证 了 玻 恩 近似 可 以 应 用 于 
所 考虑 的 过 程 . 问题 的 解 某 种 程度 上 依赖 于 快速 粒子 是 轻 的 (电子 或 正 电子 ) 
还 是 重 的 (介子 , 质子 , a 粒子 , 等 等 ). 后 一 情形 较为 简单 , 我 们 将 在 这 里 研究 . 

设 p= (se,p) 与 p= (az) 分 别 为 实验 室 系 中 快速 粒子 的 初 态 与 终 态 动 
量 , 在 此 坐标 系 中 原子 在 碰撞 前 是 静止 的 ; 差 9 =p 一 p 给 出 粒子 给 原子 的 能 
量 与 动量 转移 . 可 能 的 动量 转移 范围 可 以 分 为 两 个 部 分 : 














9 gq 
T) 一 - I) ~ ; 
人 <m, (LI) 六 了 (82.1) 


其 中 m 为 电子 质量 而 I 为 原子 的 平均 能 量 , 即 其 电离 势 . 这 两 部 分 在 工 祥 
g/m < m 时 重 礁 ; 这 使 得 两 部 分 分 别 的 结果 得 以 精确 的 连接 . 该 两 部 分 范围 
的 动量 转移 可 分 别 说 成 是 小 动量 转移 与 大 动量 转移 . 

小 动量 转移 


在 此 范围 , 初 态 与 终 态 原子 的 电子 都 可 以 看 成 是 非 相 对 论 的 . 这 个 过 程 
的 振幅 为 














M = eho(—q) Typ(9) Dr (9), (82.2) 
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其 中 .0 为 原子 从 初 态 (0) 到 终 态 (n) 的 四 维 跃 迁 流 , 而 ,为 快 粒子 的 四 
维 跃 迁 流 ; 此 处 的 这 些 流 代替 了 矿 yw, 它 会 出 现在 例如 两 个 “基本 ”粒子 (如 
(73.17) 式 中 的 电子 与 人 子 ) 的 散射 振幅 中 ; 可 比较 (139.3) 式 . 跃迁 流 在 动量 
表象 中 表示 (参见 (43.11)). 在 实验 室 系 中 这 个 过 程 的 截面 为 
2 d3z 


pl 2 2 


don = 2n6(e 一 < — wno) Mf 








其 中 wno = Bn 一 Bo 为 原子 两 个 态 之 间 的 跃迁 频率 . 终 态 既 可 以 属于 离散 谱 也 
可 以 属于 连续 谱 , 分 别 对 应 于 原子 的 激发 和 电离 情形 . 在 能 量 守 恒 (由 (82.3) 
式 中 的 8 函数 表示 ) 方程 中 , 原子 的 反 冲 能 量 可 以 忽略 ; 这 对 于 小 动量 转移 肯 
定 是 允许 的 . 

这 里 光子 传播 子 可 方便 地 在 规范 (76.14) 中 表示 , 这 时 只 有 其 空间 分 量 是 
非 零 的 : 








4 Qiqk 
Dik(g) = 本 (ax ) (82.4) 


于 是 , 在 (82.2) 中 类 似 地 也 只 需要 跃迁 流 的 空间 分 量 . 
原子 的 跃迁 流 .ho(q) 在 这 里 为 通常 的 非 相 对 论 表示 的 傅 里 时 分 量 : 








To(g = 到 帮 erGov 央 一 败 Yodea (82.5) 


其 中 wo 与 如 为 原子 波 函 数 ; 为 简洁 计 , 以 后 对 原子 中 电子 的 求 和 号 略 去 不 
写 , 即 公式 的 写法 好 像 原子 中 只 有 一 个 电子 . 对 第 一 项 分 部 积分 , 我 们 可 以 将 
此 表示 式 重 写 为 矩阵 元 : 


和 | 
Jno(g) = 3(Ve ”十 e "vw)no, (82.6) 











其 中 = 一 (i/m)Vy 为 电子 的 速度 算 符 . 
由 于 散射 粒子 的 动量 损失 是 相对 小 的 (lg| < |p|), 这 个 粒子 的 跃迁 流 可 
以 简单 地 换 成 为 对 角 元 : 














Jpp(0) = 2pz， (82.7) 


对 应 于 经 典 的 直线 运动 (参见 (99.5)); 包含 一 个 因子 z 是 考虑 粒子 电荷 ze 电 
子 电荷 e 的 可 能 差别 . 

因为 g 是 小 的 , 粒子 的 偏转 角 乡 也 是 小 的 . q 的 纵向 与 横向 分 量 (相对 于 
p) 分 别 为 : 

















dp Wn0 
-Tn = 9 ply, (82.8) 


因此 , gp ~ 一 cwno. 
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将 (82.4) 一 (82.8) 代入 (82.2), 并 考虑 到 w = wno 就 得 出 : 


4nze? 


天 二 五 (nl 0 -ve id" +e "rg.v)+(p.ve 7 二 e id"p.v)|0). 
nn 


在 第 一 项 中 , 由 于 
gq:df + fq:d= 2if, 

其 中 f = erig7 ( 见 第 三 卷 8149), 这 个 算 符 的 矩阵 元 为 2i(f)wo = 2wnofno. 在 

第 二 项 中 , 因为 gq 是 小 量 , eriar 可 取 为 1. 于 是 

8X 


| 





2 
向 i {e(e 3 )no — ip- TnoWno}. 
模 平方 为 
- 64n2 (ze?)2 2 
Mp = ele 7)n0l? + 2(g: rno) (Pp: Tno)ewno + (Pp: Tn0) wao}; 


(82.9) 
这 里 , 在 第 二 项 , 我 们 已 取 eria" 1 一 ig 7, 但 在 第 一 项 中 不 能 这 样 做 , 其 原 
因 将 在 下 面 第 三 个 脚注 中 解释 . 
快速 粒子 在 与 原子 的 非 弹 性 碰撞 中 的 能 量 损失 为 @ 


1 : n 
站 二 并 / wae = 1 py wno| MA? ?qo,, (82.10) 
Nn nN 


其 中 求 和 对 原子 所 有 可 能 的 终 态 进行 , 而 积分 对 散射 粒子 的 方向 进行 ; 这 个 量 
将 称 为 有 效 滞 阻 (xcfs 为 熟知 的 能 量 损失 截面 ). 

(82.10) 式 中 的 积分 可 以 分 两 步 完 成 ,第 一 步 对 P' 相对 于 p 方 向 的 极 角 求 
平均 , 然后 对 do' s 2x9d9 积分 , 其 中 3 为 小 散射 角 . 第 一 步 作 了 如 下 改变 


Wn0 
dTn0 dXn0 二 一 Yn0， 


其 中 zno 为 原子 电子 的 一 个 笛 卡 儿 坐 标的 矩阵 元 旬 , 对 dg 的 积分 可 以 用 对 
9 积分 代替 , 因为 


2 . M? 
-= t+ +p tp (82.11) 
因此 2343 = dlq?|/p*, M 为 快速 粒子 的 质量 . 结果 为 
gr WnO M2? 1 
«= + 
@@ 这 通常 称 为 电离 损失 , 尽管 它们 来 自 原子 的 激发 和 电离 . 


@ 哪个 坐标 是 无 所 谓 的 : 在 对 终 态 原子 角 动 量 方向 求 和 后 , 矩阵 元 就 与 > 轴 的 方 
问 无 关 了 . 











dja’| 
} pa (82.12) 
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对 gq? 的 积分 下 限 为 : 


M? 
qz bmin > 0 (82.13) 


我 们 取 一 个 je2li 值 作为 积分 的 上 限 , 使 得 





I< Le Eg, (82.14) 


于 是 , 它 处 于 范围 1 和 范围 I 人 (82.1). 

(82.12) 式 中 的 积分 和 求 和 采用 与 第 三 卷 $149 对 非 相 对 论 情 形 同 样 的 方 
法 进行 . 整个 积分 范围 分 成 两 部 分 : (a) 从 |o2|min 到 |q2lo; (b) 从 |ele 到 | 
其 中 ld2lo 的 取 值 使 得 








TIM 
Tal < Viglo < Mma, (82.15) 


右边 的 量 ma 为 原子 电子 动量 的 数量 级 ， 在 范围 (a) 我 们 可 以 取 eTi9"7 % 
1 一 ig 7, 这 部 分 对 x 的 贡献 为 


lelo 7 M? 1 
47(ze2)2 1 1 wnolT no| 一 |z oP al 
> ele a 

(ze a DV wnolen of I le lop? 5 - 叫 . 


其 中 第 二 项 的 积分 可 以 扩展 到 无 穷 
求 和 则 利用 如 下 公式 进行 


2 
2 ulenol 汪 (82.16) 











其 中 Z 为 原子 中 的 电子 数 ; 见 第 三 卷 (149.10). 结果 可 写成 


2r(ze) Z| olop ”3 
| (82.17) 











其 中 了 工 为 原子 的 平均 能 量 , 定义 为 


> _wnolznol2 In wno 
A 也 》 ”ownolznoj?lnwno. (82.18) 
n 


》 wnolznol? 
nn 


在 范围 (b), (82.11) 式 表明 |g?| ~ p29?, 也 就 是 说 , |@2| 与 原子 的 特定 终 态 
n 无 关 , 积分 限 也 与 n 无 关 . 因此 , 对 nn 的 求 和 可 以 在 (82.12) 式 的 积分 号 内 进 
行 . 在 第 一 项 , 求 和 利用 下 式 进行 


Z 
》 |(e-7)nol2wno = Se (82.19) 
n 
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(网 第 三 卷 (149.5)), 并 且 积 分 为 @ 
2r2Z(ze22 , lq 
mv2 12lo- 
(82.12) 式 中 第 二 项 对 这 个 范围 的 积分 对 x 的 贡献 可 以 忽略 ， 
将 最 后 的 式 子 加 到 (82.17) 中 , 我 们 求 出 整个 小 动量 转移 范围 对 x 的 页 
献 为 














2x2(ze)? | lehp? ,2 


大 动量 转移 
现在 我 们 来 考虑 动量 转移 比 原子 电子 动量 大 得 多 (@ 之 m7 的 碰撞 . 很 
明显 , 这 时 我 们 可 以 忽略 原子 对 电子 的 束缚 , 而 将 它们 看 成 是 自由 的 . 因此 , 快 
速 粒子 与 原子 的 碰撞 可 处 理 成 与 2 个 原子 电子 的 弹性 碰撞 . 由 于 粒子 高 速 , 原 
子 电 子 可 假设 原来 是 静止 的 . 
设 ma4 为 快速 粒子 转移 给 原子 电子 的 能 量 , dca 为 以 这 个 能 量 转移 作 弹 
性 散射 的 截面 . 于 是 , 整个 原子 的 微分 有 效 滞 阻 为 





dx = ZmAdoa. (82.21) 





由 一 个 质量 为 M 光 m 的 粒子 的 撞击 能 够 转移 给 一 个 静止 电子 的 最 大 能 量 为 


2mp? 2mp? 


~ 


m+M2+2me M?+2me’ 





mAmax = 











其 中 < 与 了 为 人 射 粒子 的 能 量 与 动量 ; 见 第 二 卷 (13.13). 我 们 还 假设 能 量 s 尽 
管 是 极端 相对 论 的 (s > m), 仍然 使 得 
M? 


Ee (82.22) 
m 


因此 即使 最 大 能 量 转移 


2mp? E 1 
mAmax 入 M32 2my 7y, A ry 一 I 


与 人 射 粒子 的 初始 动能 相 比 也 是 小 的 (mAmax 匀 =- M). 相应 地 , 动量 转移 q 
与 粒子 的 初始 动量 p 相 比 也 总 是 小 的 . 这 使 得 我 们 可 以 将 粒子 的 运动 看 成 没 
有 因 碰 撞 而 改变 , 也 就 是 说 , 粒子 本 身 看 成 有 无 穷 大 质量 . 于 是 散射 截面 简单 


Q@ 此 积分 在 上 限 的 对 数 发 散 正 是 (82.12) 式 的 第 一 项 中 的 e-i9” 不 能 展开 为 g 的 
级 数 的 原因 . 


(82.23) 
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地 通过 将 对 周 定 中 心 电 子 散 射 截面 (80.7) 变换 到 实验 室 系 就 可 求 出 , 在 实验 
室 系 电子 初始 时 是 静止 的 . 这 是 容易 做 到 的 , 只 要 注意 到 , 在 所 采用 的 近似 下 ， 





他 dlg? 
-0 ~ = 4p? sin? 3 a Iq"| 





并 且 在 两 个 参考 系 中 相对 速度 为 v. (80.7) 式 变 成 
a 


2 Tmay? ) Nap 
能 量 转移 4 用 相同 的 不 变量 gq? 表示 : -gq? = 2m24, 并 因此 包 


2r(zc2)2 A 
ed ( a 2 (82.24) 


m2v2 te A2° 








这 个 范围 的 动量 转移 对 有 效 滞 阻 的 贡献 可 通过 对 (82.21) 从 上 面 定 义 的 
下 限 lo2l 到 |o2laax = 2m?Amax 的 积分 求 出 . 结果 为 


2 24maxmm ) 


82.25 
m2 la2li ( ) 


最 后 , 将 (82.20) 和 (82.25) 相 加 , 我 们 得 到 快速 重 粒子 的 总 电离 损失 为 ( 通 
常 单位 ) 
2\2 2 
a ) 区 Fn _ 号】 (82.26) 


在 非 相 对 论 情 形 , 回 到 了 第 三 卷 (150.10) 式 : 





4mZ(ze2)2 ， 2mw? 
x 一 Ee) 了 一 (82.27) 
而 在 极端 相对 论 情 形 
An7 2\2 2 2 
深入 ee ) (na 有 3 /| 由 (82.28) 


滞 阻 仅 依赖 于 快速 粒子 的 速度 , 而 与 其 质量 无 关 . 随 着 速度 增加 , 灌 阻 减 小 
(82.27), 而 在 极端 相对 论 情形 则 变 为 缓慢 (对 数 ) 地 增长 . 





Q@ 当然 , 当 重 粒子 为 强 子 时 , 这 个 表示 没有 考虑 强 相 互 作用 的 特殊 效应 .然而 这 种 
效应 (对 应 于 强 子 的 形状 因子 ) 仅 当 |q?| x 1/M? 时 才 是 重要 的 , 而 这 样 大 的 动量 转移 被 
条 件 (82.22) 排除 了 . 
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习 题 


1. 求 相 对 论 性 电子 的 有 效 小 阻 . 

解 : 小 动量 转移 范围 的 贡献 仍 由 (82.20) 式 给 出 . 对 大 动量 转移 , (82.24) 式 
必须 换 成 (81.14) 式 , 此 式 包括 交换 效应 .对 d4 从 lg2|i/2rmn2 到 50 一 1) 积分 
4.doa 并 加 到 (82.20) 式 中 , 我 们 得 到 





2 4 党 2_1 wn 4 2 去 2 
272Ze 0 -DO- De - (人 2- 证 )m2+ 训 + 1) (1) 


my? 272 7 ~ 


其 中 
7= (1 /0 


在 非 相 对 论 情 形 , 我 们 得 到 在 第 三 卷 8149 的 习题 中 的 公式 , 而 在 极端 相对 论 


情形 (7 六 1) 则 有 
4 pt 
Ls (nm +3)， (2) 








moe? 272 8 


2. 对 正 电 子 求解 习题 1 同样 问题 . 
解 : 对 大 动量 转移 范围 的 doa, 必须 采用 (81.23) 式 , A 的 上 限 为 y 一 1. 在 
极端 相对 论 情 形 , 结果 为 








_ 2n2e4 (mn 2m2 ctry3 ) 


moe? 了 2 12 / 
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在 经 典 电动 力学 中 , 一 个 相互 作用 的 多 粒子 系统 可 以 用 仅 依赖 于 粒子 从 
标 与 速度 的 拉 格 朗 日 函数 描述 , 并 卫 精 确 到 ~ 1/c? 级 (第 一 卷 865). 这 是 因为 
辐射 的 效应 只 以 1/ca 级 出 现 . 

在 量子 理论 中 , 这 对 应 于 用 包含 二 阶 项 的 薛 定 请 方程 描述 系统 的 可 能 性 
对 一 个 在 外 电磁 场 中 运动 的 电子 , 这 样 的 方程 已 经 在 $33 中 推出 . 现在 我 们 将 
推出 一 个 类 似 的 方程 来 描述 相互 作用 的 粒子 系统 . 

我 们 从 两 个 粒子 散射 振幅 的 相对 论 表 示 开 始 . 在 非 相 对 论 近 似 中 , 这 变 
成 通常 的 玻 恩 振幅 , 它 和 两 个 电荷 静电 作用 的 傅 里 叶 分 量 成 正比 . 通过 计算 振 
幅 到 二 级 项 , 我 们 可 以 建立 相应 势 的 形式 , 并 考虑 到 ~ 1/ez 项 

我 们 先 假设 两 个 粒子 是 不 同 的 , 质量 分 别 为 mi 与 ma (比如 一 个 电子 与 





























下 
: 





| 
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个 于 ). 于 是 这 个 散射 过 程 可 用 单一 的 费 曼 图 表示 ， 


ee 
la 
es p2 
相应 的 振幅 为 
Myi =eE (UY UD (GW 2), q=7~p=p2—p (83.1) 











(这 里 假设 电荷 有 相同 符号 . 如 果 符 号 不 同 , 则 e? 变 为 -e2). 
如 果 光 子 传播 子 Dj 不 采用 通常 的 规范 而 采用 库仑 规范 (76.12), (76.13)， 
那么 接 下 来 的 计算 就 变 得 相当 简单 : 














4 4 QiGK 
Dre -DoEtd. De . 83.2 
00 2 0 天 | 天 人 ) (83.2) 
于 是 散射 振幅 为 
MP = e2{ (TY ua) (Wy 2) Doo + (WY) (THY 2) Dir}. (83.3) 





如 果 和 忽略 所 有 包含 1/e 的 项 , 括 弧 中 的 第 二 项 就 将 消失 , 而 第 一 项 给 出 


Myi = —2m1 : 2ma (wh) “00 ) (wd) “ol0) Tq), (83.4) 
其 中 本 
Te 

Ul(g) = 2 (83.5) 


ul ai,.… 用 来 标记 在 $23 中 所 定义 的 非 相对 论 平面 波 的 (二 分 量 ) 旋 量 振 
幅 . 函数 U(g) 为 库仑 相互 作用 势 U(r) = e2/r 的 傅 里 叶 分 量 . 

在 下 一 级 近似 (对 1/c), 自由 粒子 的 “ 薛 定 麻 ” 波 函数 pso (用 积分 
/ Ipsanl2d3z 归 一 化 ) 满足 如 下 方程 





a ~4 
HOysn = (ce— me )pson, 五 (0) 一 Dr a 
其 中 包括 动能 的 相对 论 表 示 展 开 的 下 一 项 . 这 个 平面 波 的 ( 旋 量 ) 振幅 用 w 标 
记 , 它 在 1/c 一 0 时 趋 近 于 (0). 所 求 的 散射 振幅 必须 用 这 些 振幅 表示 , 以 便 
从 其 形式 可 以 在 所 考虑 的 近似 下 确定 粒子 的 “其 定 诗 ” 相 互 作用 势 . 
@ 在 本 节 因 子 e 将 在 所 有 公式 中 写 出 , 而 因子 太 则 在 最 后 的 公式 中 写 出 . 


= -iy, (83.6) 
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按照 (33.11) 式 , 自由 粒子 的 双 旋 量 振幅 “可 以 以 足够 的 精确 性 用 “ 薛 定 
麻 ” 振幅 w 描述 : 





p? 
( 和 ;) 也 
u = V2m 2 c . (83.7) 
2 


这 个 公式 给 出 


二 /0 1 
UY UU Ul 








加 2 
十 于 1 水 
= 2m1 @ 2 3 ww 十 i 0 (og .pi1)(o .pi)wl 
1 
2 . 
a lO:dxP1 
a 2 I* 1 1 5 
Re { gmic? 4m?c? }” 


TYU = UT ul 
= (1/oOwr{o(o .pi1) + (opi)o}w 
= (1/c)w? {io x q+ 2p1i + gq}wi. 


其 中 gg = pi 一 pi 二 pz 一 D9. 对 ( 动 ?0ua) 与 (三 Yuz) 的 相应 表示 与 此 公式 的 区 
别 只 是 下 标 1 换 成 2 且 g 换 成 -gq. 

现在 我 们 将 这 些 公 式 代 人 (83.3), 由 于 乘积 (ZiYui)( 码 Yu2) 已 经 包含 因 
子 1/c2 在 Dix 的 分 母 中 可 以 忽略 w2/e2 项 . 因此 散射 振幅 为 











Moi —2m1 2m2 (wr WI U (Pp1, Da, 9) W122), (83.8) 
其 中 
1 1 1 (gq :pi1)(q : p2) 
Uv = 4ne2 4 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 
(p1, p2, q) Te 信 87724c2 8m2c2 十 mim2q4 
_Pi'p2 ii dagxpl ic gxpz icz gxXp2 
mm2q? dmieg? 2mmcgqg? 4m2c2g? 
io2:q X O01:9)(02: Oo1:0 
a DE Ee (83.9) 
2m1m2c*qg 4mim2c’q 4mim2c 


泡 利 矩 阵 的 下 标 1 与 2 指明 其 作用 的 旋 量 指标 , ci 作用 于 wi, os 作用 于 wo. 
函数 U(p1, pz,g) 为 动量 表象 中 的 粒子 相互 作用 算 符 . 与 坐标 表象 中 的 算 
符 娘 ( 疝 , 仿 ,>) 的 关系 为 
)/ ep tp OA, Ba, r)ePr "tp rs) dp dz 


= (2m28(pi + pa ~ pi — pI)U (p1, p2, q). (83.10) 
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如 果 算 符 避 简单 地 是 一 个 函数 U(r)(7 = ?ri 一 ?2), 那么 U(p1,p2z,q) 就 和 pi 与 
Da 无 关 , 公式 (83.10) 简化 为 通常 的 傅 里 叶 分 量 的 定义 : 


f ev = U(g). 
因此 , 很 明显 , 要 求 出 矿 ( 商 ,Po,7), 我 们 必须 计算 积分 
Ny d3 
fe" Up pe 0) Gs 
然后 将 算 符 pi 与 pa 换 成 六 = -iv 家 = io, 并 写 在 所 有 其 它 因子 的 


右边 . 
所 要 求 的 积分 可 通过 对 如 下 公式 微分 求 出 : 














:An d3g 1 
CL 2 一 一 
fe nt (83.11) 
例如 , 对 它 取 梯度 给 出 
in Adng dg ul ir 
] Se (0312) 


再 如 , 对 常 矢量 a 与 b, 我 们 有 


dn(a- qbq) ior dag _1. 本 HNL dg 
/ q4 ”本 ”两 gq? (2r)3” 


分 部 积分 后 , 得 到 的 积分 简化 为 (83.12) 式 , 因此 有 


gt oe 2 7 








2 
-去 [ | 


最 后 ， 





4m(a 电 (b 。 9) iq J 二 (a 。 Vv)(b . Vv) = 


在 对 微 商 作 展 开 时 , 必须 记得 这 些 式 子 中 包含 8 函数 5(7). 为 了 将 其 分 离 出 
来 , 我 们 注意 到 , 在 对 7 的 方向 平均 后 ， 


(a VO TE = 3)AT = F(a br). 





现在 , 用 通常 的 方式 展开 微 商 , 我 们 求 出 


CR CHA Cal a ee 
2 去 人 上 sb8(r); (83.14) 
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在 对 7 的 方向 平均 后 , 第 一 项 消失 , 只 剩 下 6 函数 项 . 


DD, Po, 7) 
e2 nesh2 /1 1 
二 5 (高 十 三) S(7) 





2c2 \m? 





e2 a (7 .Pi1)P2 e2 环 
区 有 rx 
2m1m2c2r PT 证 r2 4m2c2r3 人 
十 rxP:o {rxP1':02—7 XPD.01} 
4m3c2r3 He 2m1im2c2r3 PE 2°01 
27 2 
ee O01'02 (og1-:7)(02:7) B87 
3 Cl .020 83.15 
4mim2c? { r3 r5 3 1°'02 (7) ( ) 


在 此 近似 下 , 两 粒子 系统 的 总 哈密 顿 量 为 
乒 = 友 (0 + 忘 0 +D, (83.16) 
其 中 互 0) 为 自由 粒子 的 哈密 顿 量 (83.6). 
两 个 电子 


如 果 人 射 的 两 个 粒子 是 全 同 粒 子 (两 个 电子 ), 那么 散射 振幅 包含 一 个 第 
二 项 , 它 用 “交换 ”图 表示 








然而 , 并 不 需要 计算 这 一 项 对 相互 作用 算 符 的 贡献 . 原因 是 用 薛 定 坦 方 程 描述 
全 同 粒子 系统 可 采用 类 似 于 非 全 同 粒 子 的 相互 作用 算 符 , 只 要 将 方程 的 解 对 
称 化 即 可 . 特别 是 , 对 粒子 散射 , 这 个 对 称 化 由 考虑 两 个 费 曼 图 对 振幅 的 贡献 
而 自动 进行 . 

于 是 , 两 电子 系统 的 哈密 顿 量 由 (83.15), (83.16) 式 简 单 地 取 mi = ms 得 
到 :人 @ 








OR SR te 
0 a P! te 8mm3c2 (pi + Pp2) + UP, po, 7), 

疗 e2 eh\? e2 A 

BABB) = x ) 5 PUP? 


昌 哈密 顿 量 为 (83.17) 的 波动 方程 首先 由 G. Breit (1929) 推出 的 ; 而 严格 的 量子 力 
学 推导 是 由 工 . A. JIagnay (1932) 给 出 的 . 
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e2 


十 rs{ 一 (Cl +202) .7 XDi+ (02+201):7 x D2} 


\2 . : 

4 ( 笃 ) {并 Mg ‘le a 可 ai 5】 (83.17) 
存在 5 函数 当然 并 不 意味 着 有 特别 强 的 相互 作用 . 积分 后 所 有 修正 项 的 值 都 
有 相同 数量 级 , 按照 所 用 展开 的 含义 , 它们 与 第 一 项 (库仑 作用 ) 相 比 都 可 看 
成 小 量 . 

相互 作用 算 符 (83.17) 中 不 同 的 项 组 有 不 同 的 类 型 . 前 三 项 纯粹 起 因 于 轨 
道 . 第 四 项 与 粒子 的 自 旋 算 符 成 线性 关系 , 对 应 于 自 旋 轨道 相互 作用 . 最 后 一 
项 是 自 旋 算 符 的 平方 项 , 它 描述 自 旋 - 自 旋 相互 作用 . 史 


电子 和 正 电子 
电子 - 正 电 子 系统 需要 特别 考虑 . 这 种 情形 的 散射 振幅 由 两 项 组 成 : 


Mei = ~e lip ) Yup ) Dp (p- —p i(—pr)y wu(—p4) 
+e2[a(—pr) yu(p Dp + p+) up Yu( -p14)] (83.18) 


(第 一 项 对 应 散射 图 而 第 二 项 对 应 漂 没 图 ). 由 于 “电子 + 正 电子 ”系统 的 波 
函数 不 需要 反对 称 化 , 这 两 项 对 相互 作用 算 符 有 独立 的 贡献 . 
第 一 项 ( 它 与 振幅 (83.1) 有 相同 的 结构 ) 自然 导致 一 个 与 (83.17) 仅仅 符 
号 不 同 的 算 符 . 现在 我 们 考虑 第 二 项 的 变换 . 
这 里 我 们 采用 通常 规范 下 的 光子 传播 子 : 
4 4 
Djy:= R29 = yp 
在 现在 的 情形 k= pi 十 p-, 由 于 粒子 是 “几乎 非 相 对 论 ” 的 , 我 们 有 
w2 _ (e+ +e-) 
人 C2 


因此 , 对 光子 传播 子 写 出 如 下 式 子 就 足够 了 


























~ 4mc > (p+ 十 D_) 三 je (83.19) 





Tt 
Dy Y — qv. 
[a m2c2 [a 


这 已 经 包含 因子 1/c2. 因此 在 零 级 近似 取 如 下 振幅 就 足够 了 : 


wl) 
"0 =m ( ]) “1 -vm - : 


ww(0) 





@ 这 个 相互 作用 已 经 在 第 三 卷 872 中 与 原子 能 级 的 精细 结构 相 联 系 研 究 过 , 电子 
与 原子 核 之 间 的 自 旋 - 自 旋 相 互 作用 也 在 第 三 卷 $121 中 与 原子 能 级 的 超 精 细 结 构 相 
联系 研究 过 . 特别 是 , 第 三 卷 (121.9) 式 对 应 自 旋 - 自 旋 相 互 作用 算 符 的 8 函数 项 . 
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其 中 ww 中 ,wl9) 为 (23.12) 式 中 出 现 过 的 三 维 旋 量 ; 指标 (0) 以 后 可 略 去 . 利用 
这 些 振幅 我 们 有 
U(—p+) Yup) = (pr)u(p-) = 
Tp) Yup ) = (pH au(p-) = 2m(w ow-). 
通过 这 些 表示 式 的 代 换 , 散射 振幅 中 的 “ 漂 没 ”项 变 成 
NM 一 = (2m) wow )(w* ow). (83.20) 


然而 , 由 此 还 不 可 能 对 相互 作用 算 符 的 形式 得 出 任何 直接 的 结论 . 首先 , 表示 
振幅 ww( 一 p+4) 的 旋 量 w 还 不 能 确定 是 正 电子 的 旋 量 . 正 电子 振幅 由 w(-p+) 通 
过 电荷 共 元 得 到 , 并 且 按 照 (26.6) 式 , 相应 的 旋 量 (我 们 记 作 wi) 与 好 通过 
w+ = oyw* 相 联 系 , 因此 





WwW” = OyW+ = 一 WHO， 了 二 -0yw+. (83.21) 

其 次 , 散射 振幅 必须 是 电子 旋 量 (w- 与 w ) 收缩 掉 的 形式 , 并 且 正 电子 旋 量 
(wy 与 过 ) 也 类 似 . 这 可 以 通过 如 下 公式 实现 

(Ww ow en ) = 3 (uw )lwrw) 一 3 (wow_)(w"ow), (83.22) 


此 式 由 (28.17) 式 得 出 . 
最 后 , 用 内 + 与 由 通 过 (83.21) 表示 ww 与 w', 不 难 求 出 


(ww) = Ww), Wow) = 一 (wu 和 au+)， (83.23) 


将 (83.23) 代入 (83.22) 再 代入 (83.20), 我 们 对 散射 振幅 的 淹没 部 分 得 到 
最 后 的 表示 式 : 














ME™) = —4m? (wu Ee B+o+r- 下 ww ) ， 


和 矩阵 o_ 与 c+ 分 别 作用 于 w_ 与 由 +: 方 括号 中 的 式 子 为 动量 表象 中 的 相互 
作用 算 符 . ee 


Ulann) (r) = (3 二 af :ar)，7 = 一- 一 中 (83.24) 


2m es 
(J. Pirenne, 1947; B. 5B. Bepecrtengni, 厅 . 五 . JIagnay, 1949). 总 的 电子 - 正 电 
子 相互 作用 算 符 为 





-0 + Un), 
其 中 已 由 (83.17) 式 给 出 . 
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884 电子 偶 素 


在 883 得 到 的 结果 可 以 应 用 于 电子 偶 素 , 这 是 一 种 由 一 个 电子 和 一 个 正 
电子 组 成 的 类 氧 原 子 系统 . 

在 质心 系 , 电子 偶 素 中 的 电子 与 正 电子 动量 算 符 为 分 = -六 三 DD, 其 中 
全 = 一 访 V 为 对 应 于 相对 位 置 矢量 7 = 7_ 一 r+ 的 相对 运动 的 动量 算 符 . 电子 
偶 素 的 总 哈密 顿 量 为 中 








入 D2 e2 ~ ~ ~ 

请 = 二 一 一 二 信 + 镶 + 镶 ， 

m 7 
4 2 

他 p 2 € 2 

We 4m3c2 moo 2m2c27 {8 - 








| 
r2 , 
本 i (84.1) 
= Guo-s! “5, 


去 1 (SS.m 1s 7 人 
钢 = 6 二 2 这 | + hmp2 (3 -2) a 


这 里 jo = eh/2me 为 焉 尔 磁 子 ,所 = > x 共 为 轨道 角 动量 算 符 ,S = 5(o+ +c_) 
为 系统 的 总 自 旋 算 符 , 其 平方 为 一 了 (3 二 oo-). 人 包括 所 有 的 纯 轨 道 修 


正 项 , 念 为 自 旋 轨 道 相互 作用 , 而 多 为 自 旋 - 自 旋 和 “ 潭 没 ” 相 互 作用 . 
“未 微 扰 ” 的 哈密 顿 量 为 











~ e2 
he 
与 氧 原子 哈 密 顿 量 的 区 别 自然 仅仅 是 电子 质量 换 成 约 化 质量 2m. 因此 , 电子 
偶 素 的 能 级 的 绝对 值 为 氧 原子 能 级 的 一 半 
me4 
SR (84.2) 


其 中 n 为 主 量子 数 . 
(84.1) 式 中 其 余 的 项 引起 能 级 (84.2) 的 分 裂 , 即 出 现 了 精细 结构 . 得 到 的 
能 级 主要 按 总 角 动 量 7 的 值 分 类 . 我 们 还 看 到 在 哈密 顿 量 (84.1) 中 , 粒子 自 旋 
算 符 只 能 道 过 总 自 旋 3 出 现 . 这 意味 着 哈密 顿 量 与 总 自 旋 算 符 的 平方 82 可 
对 易 , 也 就 是 说 , 总 自 旋 值 在 所 考虑 的 近似 (对 l/e 的 二 级 近似 ) 下 继续 守恒 . 
因此 , 电子 偶 素 的 能 级 可 以 按 总 自 旋 来 分 类 , 总 自 旋 的 可 能 取 值 为 3 = 0 与 
钙 采用 通常 的 单位 . 
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95=1.3=0 的 能 级 称 为 仲 态 电子 偶 束 , 而 总 自 旋 为 1 的 能 级 称 为 正 态 电子 
偶 素 . 

必须 强调 指出 , 电子 偶 素 中 的 总 自 旋 守恒 实际 上 是 精确 的 , 并 不 依赖 于 对 
1l/e 的 任何 特殊 近似 ; 这 可 以 从 电磁 相互 作用 的 CP 不 变性 得 出 , 电子 偶 素 是 
一 种 严格 中 性 的 系统 , 因此 , 它 的 态 有 确定 的 电荷 字 称 与 组 合 宇 称 . 后 者 等 于 
(1)5+1 ( 见 $27 习题 ); 由 于 9 只 能 取 两 个 值 , 0 与 1, 组 合 宇 称 守恒 等 价 于 总 
自 旋 守 恒 . 
当 5 = 0 时, 总 角 动 量 j 等 于 轨道 角 动 量 , 但 是 , 当 5 = 1 且 j 给 定时 ,1 的 
可 能 取 值 为 j 与 j 土 1, 因此 一 般 来 说 , 正 态 电子 偶 素 的 每 个 能 级 (n,j) 分 裂 为 
三 个 能 级 . 由 于 1 = 7 和 1=j 土 1 对 应 的 态 的 宇 称 相反 , 哈密 顿 量 在 这 些 态 之 
间 没 有 矩阵 元 . 但 微 扰 算 符 ( 闹 中 的 第 一 项 ) 一 般 说 来 在 !=J+1 和 1=7 一 1 
的 态 之 间 有 非 对 角 和 矩阵 元 , 当然 , ! 不 再 是 严格 意义 上 的 轨道 角 动 量 . 

电子 偶 素 中 的 塞 曼 效应 具有 一 些 特殊 的 性 质 (B. B. Bepecrerrarf, 巧 . 拭 . 
TomepaHqyr, 1949). 

电子 偶 素 的 轨道 位 矩 永远 为 零 : 因为 在 电子 偶 素 中 r+ x p+ = xp-， 
我 们 有 算 符 




















应 = Ho(r+ XP 一 "- x 五 -) = 0， 
自 旋 磁 矩 算 符 为 
Bs = Ho(c+r — 0-), (84.3) 
它 并 不 正比 于 总 自 旋 算 符 S= 3(o+ +o_), 并 且 算 符 全 和 2? 不 对 易 . 因此 
具有 确定 总 自 旋 5 及 其 分 量 3。 的 态 一 般 不 是 磁 矩 的 本 征 态 . 
给 定 5 与 5。 的 态 用 自 旋 函数 Xss。 描述 : 








X11 = Qa, X11 = B18., 


X10 一 塘 (e+A- 二 a_Br) (84.4) 


Xo0 = 万 rp- 一 a-OH)， 





其 中 与 为 对 应 自 旋 投 影 为 + 与 -3 的 单 粒子 自 旋 函 数 ; 下 标 十 与 一 分 
别 指明 自 旋 函数 属于 正 电子 与 电子 . 前 两 个 自 旋 函 数 wii 与 xi._1 还 是 算 符 
对 应 本 征 值 为 零 的 本 征 函 数 . 函数 xin 与 xoo 不 是 ps 的 本 征 函 数 , 但 下 面 
的 组 合 为 本 征 函 数 : 


万 oo 十 Xoo) = a+B-, 霹 omn 一 Xoo) = a-0+. (84.5) 
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不 难看 出 , 由 函数 (84.4) 计算 的 唯一 的 非 零 矩 阵 元 (5915/]ps15.5;) 为 : 
《00lwzl10) = (10|1z|00) = 2p0. (84.6) 


在 弱 磁 场 ( 当 joH < 4, 其 中 4A 为 5=0 与 5=1 的 能 级 之 差 ), 计算 塞 
曼 分 裂 的 初级 近似 由 具有 确定 总 自 旋 值 的 态 构成 . 在 一 级 近似 , 这 个 分 裂 由 微 
扰 能 量 算 符 的 平均 值 给 

Vr = 一 上 也 

但 是 , 由 函数 (84.4) 计算 得 到 的 算 符 fs, 并 因此 Viz 的 所 有 对 角 和 矩阵 元 都 为 零 . 
于 是 , 在 弱 场 中 , 电子 偶 素 没有 线性 的 塞 曼 效应 , 

在 相反 的 强 场 (joH 六 A) 的 极限 情形 , 我 们 可 以 忽略 造成 确定 5 值 的 
自 旋 相互 作用 . 于 是 , 分 裂 能 级 的 分 量 对 应 有 确定 As = 土 2po 值 的 态 (用 函数 
(84.5) 描述 ), 而 这 些 分 量 的 能 级 移动 为 +2j0H. 


习 题 


1. 求 仲 态 电子 偶 素 能 级 的 精细 结构 (B. B. BepecTerkmii, 1949).@ 

解 : 所 要 求 的 能 级 分 裂 能 量 由 哈密 顿 量 (84.1) 中 的 修正 项 的 平均 值 给 出 ， 
用 不 同 了 = 1!(= 0,1,…,n 一 1) 值 的 未 微 扰 态 的 波 函 数 来 计算 . 当 5=0 时, 仅 
有 的 非 零 贡献 来 自信 和 帘 的 第 二 项 . 

未 微 扰 的 波 画 数 , 我 们 记 作 功 , 满足 薛 定 请 方程 四 


2 A 1 pe 
PY= 人 = (B+i)w 和 
因此 
4 2 ly i 1 
p= (B+7) w= (B+i) wval -2 (vi) (vw 
TAN 2 8W 


平均 值 为 
i 2 //™ owe 


积分 等 于 - /woPan 由 于 除 1 二 0 外 ,都 有 W(0) = 0, 并且, 9 态 波 函数 是 
球 对 称 的 , 这 个 积分 等 于 -4rl%(0)|2 并 和 第 二 项 相 消 . 


@@ 正 态 电子 偶 素 的 精细 结构 参见 A. A. CorkoroaB, B. H. IIprroawa， OTE®. 1953. 工 . 
24，C. 253. 
@ 在 计算 中 采用 原子 单位 较为 方便 . 
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利用 轨道 角 动 量 算 符 1 二 未 x KB, 我 们 可 以 写 出 


人 2 
0 


or? rer 72 





因此 所 要 求 的 其 余 平 均值 为 

102 1 1 Ee 
fwd = - [vise=2 (B+) -AWOP IC+ Lr, 
如 果 1 二 0, 最 后 一 项 将 不 出 现 . 


a 所 原子 理论 中 熟悉 的 公式 (第 三 卷 (36.14), (36.16)), 将 电子 质量 mm 


i 让 a 1 
= ea Cr 一 3 二 CO 7 
”Tan mr Gry 


由 这 些 公式 , 我 们 得 到 所 要 求 的 仲 态 电子 偶 素 的 能 级 为 : 


1 2 mes 1 1 11 
En= -7 -0 a 53 : 
4n hi2 2n3 \2l+1 32n 





2. 求 正 态 电 子 偶 素 与 仲 态 电子 偶 素 的 基态 (n= 二 1,1 二 0) 能 级 之 差 ， 

解 : 当 1 = 0 时 , 能 量 与 总 自 旋 5 的 依赖 性 仅 来 自视 中 第 二 项 的 平均 值 ; 
第 一 项 球 对 称 5 态 对 角度 平均 后 给 出 零 .@ 正 态 电 子 偶 素 的 基态 (391) 比 仲 态 
电子 偶 素 的 基态 (150) 高 出 


五 (5951) — E(S0) = Te- = 8.2 x 10-4eV. : 
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两 个 相隔 距离 > 比 原子 尺寸 大 得 多 的 中 性 原子 之 间 的 作用 是 吸引 力 . 然 

而 , 对 这 些 力 通常 的 量子 力学 计算 ( 见 第 三 卷 $89) 不 适用 于 很 大 的 距离 , 因为 

这 个 计算 只 考虑 了 静电 相互 作用 , 而 忽略 了 推迟 效应 . 这 样 的 处 理 方法 仅 适 用 

于 距离 7 与 相互 作用 原子 的 特征 长 度 Xo 相 比 是 小 的 情形 , 在 本 节 我 们 将 给 出 
一 个 不 受 此 限制 的 计算 . 


@ 对 角度 的 积分 必须 先 于 对 7 的 积分 , 正如 在 计算 积分 (83.14) 的 方式 中 明显 看 到 
的 , 此 积分 得 到 六 的 第 一 项 . 
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这 个 步骤 与 883 中 几乎 相同 : 两 个 不 同 原子 的 弹性 散射 振幅 (不 改变 内 部 
状态 的 散射 ) 在 第 一 级 非 零 近似 下 计算 .得 到 的 公式 和 原子 间 相 互 作用 用 势能 
U(r) 描述 的 振幅 相 比 较 . 

在 后 一 情形 , 描述 此 过 程 的 第 一 个 非 零 9 矩阵 元 将 是 一 级 近似 和 矩阵 元 


= fe) ri) (ra)U (rr) (ri) pa (ra)d rw1d372 
x /sti 十 so 一 5 一 29) 夺 dt. (85.1) 


其 中 人 ,各 与 ,好 为 相应 波 函 数 (平面 波 ) 中 与 时 间 无 关 的 部 分 , 它们 描述 有 
初 态 与 终 态 动量 的 两 个 原子 的 平移 运动 ; sl, sa 与 e1,64 为 平移 运动 的 动能 ; 原 
子 作为 整体 的 坐标 m 与 ra 可 看 成 为 其 原子 核 的 坐标 , 而 趾 离 为 7 = |rl 一 ra|. 
在 (85.1) 式 中 对 时 间 的 积分 , 如 通常 那样 , 给 出 8 函数 , 它 是 能 量 守 恒定 律 的 
表示 . 然而 , 为 方便 接 下 来 要 作 的 比较 , 考虑 形式 上 的 无 穷 大 原子 质量 的 极限 
情形 更 好 一 些 ; 对 给 定 的 动量 , 这 个 极限 对 应 零 能 量 s. 或 者 我 们 可 以 说 , 考虑 
的 时 间 与 周期 1/e 比较 是 小 的 . 于 是 (85.1) 式 变 成 





一 一 让 | UV DT(r)Wiwadscidszo， (85.2) 





其 中 为 时 间 积 分 的 范围 . 

在 这 些 假 设 下 , 弹性 散射 振幅 的 实际 计算 可 以 分 成 两 步 . 首先 , 我 们 将 5 
算 符 对 两 个 原子 未 改变 状态 (基态 ) 的 波 函 数 (给 定 原子 核 坐 标 ri 与 
子 真空 求 平 均 : 在 过 程 的 开始 与 结束 都 没有 光子 存在 . 然后 , 我 们 得 到 一 

是 原子 核 之 间距 离 的 函数 , 我 们 将 它 记 作 (5S(r)).@ 于 是 ， 为 了 护 到 所 要 求 的 
跃迁 矩阵 元 , 我 们 必须 计算 积分 














sn= /wey PE (S(r)) Piyad rid z2. (85.3) 


与 (85.2) 式 比较 表明 , 如 果 (5(7)) 得 到 的 是 如 下 形式 (S(r)) = 一 itU(7), 那么 函 
数 U(r) 就 是 所 要 求 的 原子 的 相互 作用 能 . 

由 于 我 们 在 这 里 研究 的 不 是 基本 粒子 间 的 碰撞 而 是 较 复杂 系统 ( 即 原子 ) 
间 的 碰撞 , 它 在 中 间 态 可 能 被 激发 , 费 曼 图 技术 通常 的 规则 不 能 直接 应 用 , 我 
们 将 从 5 算 符 的 展开 式 (72.10) 开始 讨论 . 

在 原子 的 相互 作用 中 , 重要 的 场 分 量 是 频率 为 原子 频率 量 级 或 更 小 的 . 对 
应 的 波长 比 原子 尺寸 要 大 . 因此 , 电磁 相互 作用 算 符 可 取 如 下 形式 














V=-E(r):.d — E(r,).t, (85.4) 
@ 以 代替 较 繁 的 标明 原子 和 光子 场 状态 的 对 角 和 抑 阵 元 的 标记 . 
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其 中 而 , 器 为 原子 的 偶 极 托 算 符 (即时 间 相 关 的 海 森 伯 算 符 ) 而 若 (x) 为 在 相 
应 原子 的 位 置 的 电场 算 符 . 

原子 在 其 定 态 的 偶 极 矩 平 均值 为 零 (第 三 卷 875). 由 此 得 出 , 非 零 振幅 仅 
出 现在 微 扰 论 的 第 四 级 近似 , 即 下 列 算 符 的 矩阵 元 


39 = Ci 1 dl. | dia T{VGE)P (ta) Pt) Pt)}. (85.5) 


实际 上 , 在 更 低级 的 展开 中 , 算 符 六 乘积 的 每 一 项 都 将 至 少 包含 一 个 一 次 的 
算 符 而 和 吃 , 在 对 相应 原子 状态 平均 后 的 结果 为 零 . 

现在 我 们 将 算 符 (85.5) 对 光子 真空 平均 . 按照 威 克 定理 , 四 个 场 算 符 再 
乘积 的 期 望 值 为 配对 期 望 值 (收缩 ) 乘积 之 和 . 这 个 配对 可 以 有 三 种 方式 , 可 









































用 如 下 费 曼 图 表示 
1 2 1 2 1 2 
oo- 一 一 一 一 0 以 Pp 
和 
> | | (85.6) 
es 
/ 、\ | 1 
5 o » os os 
3 4 3 4 3 4 


其 中 破 折线 表示 收缩 而 数字 分 别 对 应 宗 量 ,to,ts,t4. 而 且 , 空间 坐标 mi 或 
72 可 以 对 应 每 个 点 , 两 个 点 为 71, 两 个 点 为 7, 因为 否则 在 求 和 的 相关 项 , 算 
符 和 吧 中 将 有 一 个 以 一 次 方 出 现 , 其 对 原子 状态 平均 得 到 零 . 很 清楚 , 在 
每 条 线 的 终点 必须 有 一 个 m 与 一 个 72, 因为 否则 此 图 ( 即 和 矩阵 元 的 相应 项 ) 
将 变 为 ri 与 ra 的 独立 函数 的 乘积 , 而 不 是 差 m 一 72 的 函数 ; 这 样 的 项 不 适 
用 于 散射 .人 按照 这 些 条 件 , 宗 量 mi 与 ra 在 图 中 可 以 有 四 种 方式 指定 为 四 个 
点 . 再 利用 算 符 四 和 ds 的 可 对 易 性 , 并 对 每 个 原子 的 状态 平均 , 我 们 发 现 得 
到 的 所 有 3x4=12 项 都 是 相等 的 , 区 别 只 是 积分 变量 的 名 字 不 同 . 结果 为 


(S(7)) =3/ A / PT 
x {T(EBi(rs, ta) Em ee 


x(T(d2xr(t2)d2 (ta))), (85.7) 
为 了 计算 量 
DR(r1 — 72) = (T(Ei(z1) Ex (72))) (85.8) 


我 们 采用 的 规范 使 得 标量 势 5 =0. 于 是 百 = -8 和/6t, 我 们 有 


De -m= Fm TAs) Ar(o2))) = 1H Dit(s), 


@ 它们 给 出 每 个 原子 能 量 平均 值 的 修正 ,在 这 里 对 此 没有 兴 
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其 中 z= zi 一 x2 而 Dik(z) 为 在 此 规范 中 光子 的 传播 子 . 史 
我 们 发 现 更 方便 的 是 采用 混合 ww- 表象 中 的 传播 子 Dic(w,7), 它 和 Dip(t,7) 
的 关系 为 


六 人 / Din(w,r)eiet 2 
其 中 
DR(LT) = -i 站 2 Din(w,r)e ee. (85.9) 
量 
ee (85.10) 
可 以 表示 为 健 里 叶 积 


dw 
we oviow(w) 
一 co 


为 方便 起 见 , 取 to = 0,t1 = 志 并 采用 工 乘积 的 定义 , 我 们 可 以 写 出 








Co 0 Co 
aak(w) = 人 eiviosp(t)dt = i A ewt(dx (0)di(t)) dt +i 人 eivt(di(t)dxr (0))dt. 
(85.11) 





这 里 出 现 的 平均 值 (对 原子 的 基态 ) 可 以 用 偶 极 垂 的 矩阵 元 表示 为 : 
(di (0)di(t)) = Do de 
(di(t)dx(0)) = Ze on (dy )noe nt, 


为 使 (85.11) 中 的 积分 收敛 , 必须 在 第 一 个 积分 中 将 w 取 成 w 一 i0, 而 第 二 个 取 
成 w+i0. 完成 这 个 积分 , 我 们 得 到 


0 > { (di)on (dk)no i (dx )on (di)no } (85.12) 


Wn0 一 局 一 和 wnotw—i0 





如 果 基 态 是 一 个 3 态 , 此 张 量 简化 为 一 个 标量 , aik(w) = aSix, 其 中 


1 1 
a ee ss 85.13 
本 | on| (ti) (5940) 











然而 , 假如 原子 有 角 动 量 , 那么 对 角 动 量 的 方向 平均 后 得 到 同样 的 结果 , 并 且 
将 假设 确实 已 经 如 此 做 的 ; 当然 , 我 们 感 兴趣 的 是 原子 对 它们 相互 取向 作 平 均 
的 相互 作用 . 

一 级 微 商 9Dir(z)/9t 在 1+=0 点 有 有 限 的 跳跃 . 因此 二 级 微 商 , 即 函 数 D 有 人, 包 
含 一 个 8 函数 项 ~ 8 外 (zs -zi). 然而 , 这 一 项 对 所 有 的 ri 关 72 都 为 零 , 因而 这 里 没有 
兴趣 . 
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将 (85.12) 式 与 (59.17) 比较 表明 , axx(w) 与 频率 为 w 的 光子 被 原子 相干 
散射 的 张 量 相同 . 按照 (59.23), 对 w > 0, a(w) 为 原子 的 极 化 . 其 w < 0 的 值 可 
用 w >0 的 值 表示 , 此 关系 式 为 w(-w) = a(w), 由 (85.13) 式 可 明显 看 出 , 此 关 
系 式 是 成 立 的 . 

将 这 些 表示 式 代 入 (85.7) 给 出 





加 1 df d{2» dw1 dw2» 
0 3 fea- a 
xai(f1)a2 (2)w? Din (wi1, 7)w2 Dix (wa, T) 


> exp{—iwi(t1 妇 ) 3 iwa (t3 ta) if (t1 t4) if2 (ta ta)} 





其 中 7 ==71 一 72, 并 且 我 们 已 经 用 到 Dii(w,7) 为 7 的 偶 函 数 这 个 事实 . 对 三 
个 时 间 积 分 给 出 8 函数 (由 此 -8 = 人 2 = wz =wl 而 对 第 四 个 时 间 积分 给 出 
一 个 因子 t: 
(5(7)) = -itU (n), 
其 中 
= 人 wo ()oo(o) Dr(o, Te 

这 个 公式 给 出 两 个 原子 在 比 原子 尺寸 a 大 的 任何 距离 上 的 相互 作用 能 . 
现在 我 们 必须 找到 并 插入 Dix(w,7) 的 一 个 明显 的 表示 式 . 

将 (76.14) 式 与 (76.8) 式 比 较 表 明 


(85.14) 


kikn 
Dix(w, k) 一 (ms 相 2 ) Pen 








其 中 D(w,E) 由 (76.8) 给 出 . 在 w 一 r 表象 中 , 对 应 的 关系 式 为 
Dir(w, 7) = -( jh 十 一 > Fg ) Dl D(w (85.15) 
将 (76.16) 的 D(w,7) 代 人 , 并 进行 微 商 给 出 


1 TiTk 3 3i eilw|7 

Di (w,7) = 1 1 

he) 世 (于 去 i ) 本 (2 er ) 
(85.16) 


将 此 式 代 入 (85.14), 通过 简单 的 计算 , 并 利用 a(w) 为 偶 函 数 这 个 事实 ,我 
们 对 原子 的 相互 作用 能 求 出 最 终 的 表示 式 为 : 





DO = | gi et [+ rr prs + my | 
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这 个 普遍 结果 可 以 在 “小 ”距离 (a 之 7 < Xo) 和 “大 ”距离 (r 六 Xo) 的 
极限 情形 下 作 简 化 . 

当 r < Xo 时 , 积分 中 重要 的 值 在 ( 见 下 面 ) w ~ wo 处 , 其 中 wo ~ c/Xo 为 
原子 频率 , 因此 wr 区 1. 于 是 , 括 弧 中 只 有 最 后 一 项 需要 保留 , 且 指 数 画 数 用 
1 代替 . 将 积分 写成 从 -co 到 co 的 积分 ( 见 接 下 来 的 计算 ), 我 们 求 出 
31 
2776 


在 这 些 距 离 的 相互 作用 规律 证 明 为 1/rs, 如 应 该 的 那样 . 在 (85.18) 中 的 积分 
容易 计算 , 将 (85.13) 的 a(w) 代入 后 , 通过 在 w 复 平面 的 下 半 面 的 无 穷 大 半圆 
的 闭合 回路 积分 ; 积分 由 被 积 函 数 在 极点 w = wno ~ wo 的 留 数 决定 . 假设 (为 
简化 结果 ) 两 个 原子 是 全 同 的 , 我 们 求 出 (用 通常 单位 ) 


V(r) = Qi1(w)a(w)dw. (85.18) 


U(r) = > laon| ldom > (85.19) 
376 < 一 hi(wno 十 wmvo) 





与 熟知 的 伦敦 公式 ( 见 第 三 着 889 的 习题 ) 相同 . 

在 大 距离 的 极限 (> 六 Xo), 积分 中 的 重要 值 在 w < cf/r 之 wo 区 域 ; 当 
w 之 wo 时 , 积分 由 于 因子 exp(2iwr) 剧烈 震 葛 而 变 得 很 小 . 因此 我 们 可 以 将 极 
化 ai(w) 与 aa(w) 用 其 静止 值 a1(0) 与 aa(0) 代替 . 于 是 积分 是 初等 的 . (为 了 
保证 收敛 , 指数 的 + 应 当 换 成 7+ 十 i0.) 最 终结 果 为 (用 通常 单位 ) 


U(r) ee -2 hca1 (0) 


(H. B. G. Casimir, D. Polder, 1948).© 





(85.20) 





@ 这 里 给 出 的 推导 由 于. EE. 机 sarormzacKr 首 (1956) 给 出. 














ca 
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电子 与 光子 的 相互 作用 





$86 光子 被 电子 散射 


光子 被 自由 电子 散射 ( 康 普 顿 效 应 ) 中 的 四 维 动量 守恒 可 用 如 下 方程 
描述 
p+k=p +k, (86.1) 
其 中 wp 与 分别 为 碰撞 前 电子 与 光子 的 四 维 动量 , 而 yz 与 有 为 碰撞 后 电子 与 
光子 的 四 维 动量 . 866 所 定义 的 运动 学 不 变量 为 

















S 一 (P 十 k)? (p + k')2 yy2 + 2pk = m2 + 2p'k’, 
t=(p—p) = (kk)? = 2(m pp) = —2kk, 








(86.2) 
u=(p—k) = (pk = m2pk’ = m ~— 2p'k, 
s+t+u = 2m. 
这 个 过 程 可 用 两 个 费 曼 图 (74.14) 表示 , 其 振幅 为 
Mi = —4ne?ere, (TQ uu), (86.3) 
其 中 
Hv 1 L vy 1 也 7 肛 
Q” = 3Y P+ IE m)Y 3Y (YP—YE +m Yr. (86.4) 
s—m UU—m 


此 处 e,e' 为 初 态 与 终 态 光子 的 极 化 四 维 矢量 ;wv 与 w 为 初 态 与 终 态 电子 的 双 
旋 量 振幅 . 
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按照 865 给 出 的 规则 , 对 于 粒子 的 任意 极 化 态 , |Myil? 应 该 换 成 
Mil? 一 16r2estrfp pO) Or pO pW EO }. (86.5) 


其 中 pl9 与 ple) 为 初 态 与 终 态 电子 的 密度 矩阵, oo) 与 p09) 则 为 初 态 与 终 态 
光子 的 密度 矩阵 . 光子 的 ( 张 量 ) 指标 已 经 明显 标 出 , 但 电子 的 ( 双 旋 量 ) 指标 没 
有 标 出 . 阵 迹 的 符号 取决 于 后 一 指标 . 此 外 , 在 定义 厄 米 共 罗 量 @,, = YB 
中 这 些 指 标 也 决定 其 符号 . 

现在 来 考虑 非 极 化 光子 被 非 极 化 电子 的 散射 , 不 管 它们 散射 后 的 极 化 . 对 
所 有 粒子 极 化 的 平均 由 密度 矩阵 给 








1 1 i 1 
pi 一 eh 59 Be = 本 (2 十 m), pt 人 2 二 7m); 


转 到 对 终 态 粒子 的 极 化 的 求 和 , 要 进一步 乘 以 2x2=44 
在 (64.23) 式 中 必须 取 卫 = 了 (s 一 m2)? ( 见 (64.15a)), 由 此 我 们 求 出 截面 

为 
do = 


4 d 万 
i i {QP + MAO p+ ma} 


由 (65.28) 式 , 9 = Qa 将 只 是 由 于 变换 天 全 一 kr (并 因此 s 全 2 而 不 同 的 
项 分 离 出 来 , 我 们 可 以 取 截面 为 如 下 形式 
do = tr ea lf (m0) + 9(%,) + Fens) + gl 0) 
其 中 用 到 标记 
fs) = z= 


4(s — m2) 
xtr{(yp + mY p+ IE FMY 9P + MN YP + YE + mm), 

0) = Te ma rma) 
xtr {YP + mY PF IE+ mY YP + Mm) YP — Yk + mY )}; 
这 个 标记 已 经 考虑 了 结果 将 只 依赖 于 不 变量 这 个 事实 . 

对 4 与 v 的 求 和 用 到 公式 (22.6); 然后 略 去 包含 奇数 个 7 因子 的 项 , 得 到 

1 
f(s,%) = ee {(Yp) P+ YF) YP) (YP + YK) 

+4m? (yp + YE) YE — yp) + m (yp) (yp") + 4m’}. 


阵 迹 的 计算 用 到 (22.13) 式 ; 所 有 的 量 都 用 不 变量 s 与 表示 , 我 们 不 难得 到 








f(s,u) = EE a {4m2 — (s— mw — mm) 十 2mm2(s 一 mm 人 
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类 似 地 有 ， 
27m2 
9(s， 攻 一 [ear TO 十 (8 = m2) 十 (wu Se m2)}. 
因此 截面 为 

2 mdt m2 m2 小 

am | (H+) 
2 2 ] /B= i 
(+ (和 (5% 





其 中 7。 = e2/m. 这 个 公式 用 不 变量 表示 截面 , 并 可 以 很 容易 在 任何 指定 的 参 
考 系 中 用 碰撞 参量 来 表示 截面 . 

我 们 在 实验 室 系 中 来 具体 做 这 件 事 , 在 此 参考 系 中 碰撞 前 电子 是 静止 的 : 
2 = (m,0). 这 里 





s— m=2mwo, Vm = —2me.. (86.7) 


将 四 维 动量 守恒 的 方程 p 十 k 一 =p 的 两 边 取 平方 , 我 们 有 
pk — pk — kk’ = 0， 
因此 (在 实验 室 系 中 ) 
m(w —w) ww!(l ~ cosd) =0, 
其 中 少 为 光子 散射 角 . 这 个 方程 给 出 光子 能 量变 化 与 散射 角 之 间 的 关系 : 
1 1 


一 一 一 一 (1 — cosd). (86.8) 


WwW ww 


不 变 


卸 [ 


t 为 





t= —2kk’ = ~2ww'(l — cosd). 


对 于 给 定 的 能 量 w, 利用 (86.8), 我 们 求 出 





dt = 2w?d cosd = Ldo, do' = 2m sin 9d. 


把 这 些 表示 代入 (86.6) 式 , 对 实验 室 系 中 的 散射 截面 给 出 如 下 公式 : 


rT/wN /fw ww ,, 
de 二 9 ( ) (2 十 万 一 si 9 do (86.9) 


WwW 





(O. Klein, Y. Nishina, 1929; YH. E. TaMM, 1930). 
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由 于 9 角 和 ww’ 有 单 值 的 关系 (86.8) 式 , 截面 就 可 用 散射 光子 的 能 量 ww 
表示 : 





dew/ 。 2 1 1 
do = mr2 + 全) — 2m (让 -3)|， (86.10) 
Ww Ww 人 LU CU WwW WwW 
其 中 w 的 变化 范围 为 : 
ne (86.11) 
l+2w/m 人 


当 w 安 m 时 , 我们 可 在 (86.9) 式 中 取 w' sw, 结果 如 所 期 待 的 , 为 经 典 的 
非 相 对 论 汤姆 森 公 式 
do = 3720 十 cos2 9)do/ (86.12) 
见 第 二 卷 (78.7) 式 . 
为 计算 总 截面 , 我 们 回 到 (86.6) 式 . 不 变量 s,t,w 的 到 值 满 足 不 等 式 : 


s>m, t&0, us<m,. (86.13) 


这 些 式 子 已 经 在 867 中 推出 ; 相应 的 物理 区 为 图 7 (867) 中 的 工区. 它们 也 可 
以 很 容易 从 质心 系 中 的 不 变量 表示 直接 得 到 . 在 此 参考 系 中 p 十 有 二 0, 而 电 
子 能 量 = 与 光子 能 量 w 的 关系 为 = Ve 十 m2, 不 变量 为 : 


s§ = (E+w) = m+2w(w +e), 
v= mm? — 2w(s+ weosh), (86.14) 
t= 一 2w2(1 一 cos 0)， 


其 中 9 为 散射 角 (p 与 间或 天 与 有 间 的 夹 角 ). 于 是 , (86.13) 的 三 个 不 等 式 
可 以 从 条 件 w>0 和 和 -1 和 cos0 和 1l 得 出 . 

对 于 给 定 的 s ( 即 给 定 粒子 的 能 量 ), 对 上 的 积分 可 以 换 成 对 v = 2m2 一 s 一 t 
的 积分 , 积分 范围 为 


m/s > u > 2m 一 5. 


用 下 列 量 来 代替 s 与 4 








(86.15) 


我 们 得 到 


8nr2 1 1 1 1 1 1/z y 
0 = 一 5 二 十 十 十 二 | 上 dy 
2Z” Jantz+D | \T Y Z Yy 4\y Zz 











i 
1 
人 兴 
4 
1 
了 
: 
| 
-| 
| 
| 
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在 进行 初等 积分 后 得 到 


1 4 8 1 8 1 
corr (1 二 二 md A 86.16 
0 = 2nre= 二 mn ww) 十 3 十 一 jr) ( ) 


此 式 在 z< 祥 1 ( 非 相 对 论 情形 ) 时 展开 的 第 一 项 为 


2 
877s 


YE (1 一 z) ( 非 相对 论 情 形 ). (86.17) 





这 正 是 经 典 汤姆 森 截 面 公式 的 第 一 项 . 相反 , 在 极端 相对 论 情形 (zx > 1)， 
(86.16) 式 给 出 


一 2 (ne 十 3) (极端 相对 论 情 形 ). (86.18) 
在 实验 室 系 中 ， 
Z = 2w/m, (86.19) 


于 是 , 公式 (86.16) 一 (86.18) 直接 给 出 了 光子 被 静止 电子 散射 时 , 散射 截面 与 光 
子 能 量 的 依赖 关系 . 图 13 给 出 o 作为 wu/m 的 函数 的 图 形 . 
(87/3)72 
1.0 


0.8 





0.6 











图 13 


这 里 我 们 指出 , 在 极端 相对 论 情形 , 在 实验 室 系 (c x wmw) 和 质心 系 
(z 守 42/m?2,o x wiInw) 中 ,截面 都 随 能 量 增 加 而 减少 . 但 是 极端 相对 论 情 
形 的 角 分 布 在 这 两 个 坐标 系 中 有 完全 不 同 的 形式 . 

在 实验 室 系 中 , 微分 截面 在 向 前 方向 有 一 个 尖锐 的 峰 ， 在 一 个 罕 的 锥 
(3 < Vm/w) 中 , 我 们 有 w ~ w', 且 截面 为 do/do' ~ 72, 并 在 4 一 0 时 达到 值 
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2. 在 这 个 锥 的 外 面 , 截面 减 小 , 且 在 如 六 m/w (其 中 ww my/(L -cos 荔 ) 范 
围 , 我 们 有 
dm 
do 2w(l—cosd)’ 
即 截面 减 小 了 一 个 因子 ~ w/m. 
男 一 方面 , 在 质心 系 中 , 微分 截面 在 向 后 方向 有 一 个 峰 . 对 m -0 < 入 1 由 
(86.14) 式 , 我 们 有 





s—m? dy mu 


A 








w? 2 
0 


在 截面 (86.6) 中 , 最 大 的 项 为 


2 
2 m’“dt 
do ~ 8nr7s a Sr 


因此 

Te do/ 
DT 
截面 dc/do ~7? 将 局 限于 一 个 罕 圆 锥 x-9< m/w 内 ; 在 此 圆锥 外 , 截面 将 减 
小 一 个 数量 级 为 ~ w2/m2 的 因子 . 
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现在 我 们 回 到 886 的 原始 公式 , 试图 表明 要 考虑 初 态 与 终 态 光子 与 电子 
的 极 化 , 必须 如 何 进行 计算 . 
光子 的 密度 和 拖 阵 , 按照 (8.17) 可 以 用 一 对 满足 条 件 (8.16) 的 单位 四 矢 eG)， 
eQ) 表示 . 在 现在 的 情形 , 对 两 个 光子 这 些 矢 量 都 可 以 取 为 870 定义 的 四 矢 @ 
EO 
二 和 2) VP?’ 


do (86.20) 





et) = (87.1) 


b 
了 于 


R (2 十 2”) = ? “二 er Pg K,, 


PKE+PpK 
EK? 
(87.2) 
K* 2 天 入 十 有， OA 二 大/ 年 天 ^ 一 —p. 


@ 另 一 种 方法 是 从 一 个 特殊 的 参考 系 (例如 实验 室 系 ) 出 发 , 对 每 个 光子 取 el1)， 
e(2) 为 纯 空 间 的 单位 矢量 e = (0,e), 它 与 光子 动量 正 交 , 并 互相 正 交 . 然而 , 在 此 情形 ， 
计算 将 完全 以 三 维 形式 进行 ,结果 将 不 是 协 变 的 . 
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(86.5) 式 中 的 量 Q4 由 (86.4) 式 给 出 , 可 以 将 它们 看 成 一 个 四 维 张 量 的 
分 量 (在 它们 构成 的 四 维 张 量 与 旋 量 收缩 为 量 立 Qww 的 意义 上 ). 一 个 四 维 张 
量 的 所 有 分 量 可 以 由 将 其 投影 到 四 个 互相 正 交 的 四 维 矢量 来 得 到 , 比如 投影 
到 前 面 定义 的 P, N, gq 和 天 上 . 由 于 张 量 p 如 ,pV 仅 包含 沿 己 和 和 方向 的 
分 量 , 事实 上 我 们 只 需要 Quv 沿 这 两 个 四 维 矢量 的 分 量 . 换 句 话说 , 求 出 如 下 
形式 的 Qj 就 够 了 








Qi = Qo el + el) + Que + el) 
—iQ2(el) el) i el(2 el’) 十 Qaleld el}) 一 e(W eb)); (87.3) 


其 余 项 在 代入 (86.5) 式 时 将 消失 . 量 Qo 与 G@s 在 与 Qjw 为 一 个 四 维 张 量 的 同 
样 意义 上 为 一 个 标量 ; 因此 它们 仅 在 “不 变 ” 组 合 YK 等 量 中 包含 Y 矩阵 . 在 
同样 意义 上 , Qi 与 Qs 为 履 标 量 (N 为 履 矢 量 ), 因此 必定 包含 y 矩阵 . 

通过 直接 投影 张 量 Qjy, 我 们 求 出 








人 二 wepep + eVel®) 


等 等 . 在 此 计算 中 , 较 方 便 的 是 先 将 Qj 用 互相 正 交 的 四 维 矢量 P, N, g, K 
表示 : 





“入 i a + 2 bd 4 2 De —Y (YK)Y". 
Ss—m UC—m t 
剩 下 的 就 是 作 一 些 利用 $22 中 的 公式 进行 的 纯 代 数 运 算 . 还 有 可 能 对 Q 必 
作 一 些 变化 而 并 不 影响 在 构成 乘积 wQww 后 的 结果 . 比如 , 因为 


(Ma 


TYP + YP )u = Lm 
TY (yOu = Tp) + PN) = LMT Yu 
我 们 可 以 对 @4 作 如 下 变化 
YP +NP 2m YF(y9) = 2 (87.4) 
这 里 略 去 详细 的 计算 过 程 ; 最 后 结果 为 @ 


Go = 一 ma+， 1= 3 + 7 (9K), 
(87.5) 
Q2 = —mary, Qs= ma 30-(YK), 
@ 取 (87.5) 的 值 的 (87.3) 式 对 应 于 在 870 由 普遍 的 考虑 推出 的 公式 (70.11) 一 (70.13). 


除了 由 工 不 变性 得 出 的 方程 fs = fe =0 外, 另 一 个 不 变 振幅 (f2) 这 里 也 为 零 . 这 是 这 
里 用 到 的 微 扰 论 近似 的 一 个 性 质 ,在 更 高 级 的 近似 中 不 会 发 生 . 
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其 中 
1 1 
s—m2 vm 
在 接 下 来 的 计算 中 , 与 $8 中 所 描述 过 的 对 光子 密度 矩阵 同样 的 形式 处 理 
可 以 很 方便 地 应 用 于 Qu: 张 量 (87.3) 在 e(D, eC) 方向 的 四 个 分 量 组 合 形成 
一 个 二 列 和 矩阵 @, 于 是 可 用 泡 利 矩 阵 展开 . 与 (81.8) 式 类 似 , 我 们 得 到 





Qt 二 











Q = Wo 十 C “0O, Q 二 (@1, 2, Q3) (87.6) 


(86.5) 式 中 的 张 量 Qu = YQ 不 难 从 (87.3), (87.5) (借助 于 规则 (65.2a)) 
看 出 , 其 分 量 可 由 Qj 的 分 量 用 %0,81,… 替代 Qo,81,… 并 同时 交换 指标 
Lv 来 求 出 ,@ 其 中 





Wo 二 Qo, Qi Es —Q1, (oR —(92, Qi 人 3, (87.7) 


和 矩阵 形式 为 

=Qo+Q.5. (87.8) 
现在 我 们 来 更 精确 地 确定 与 光子 极 化 相 联 系 的 四 维 矢量 et, et2) 的 含义 . 对 
每 个 光子 , 独立 的 极 化 方向 由 垂直 于 光子 动量 的 三 维 矢量 分 量 e(, et2) 确 
定 .@ 容 易 看 到 , 在 质心 系 与 实验 室 系 (在 该 系 中 初始 电子 是 静止 的 ) 中 , 矢量 P 
都 在 上 与 k' 的 平面 上 ,并 且 都 垂直 于 该 平面 . 因此 方向 et 为 垂直 于 散射 
平面 的 极 化 , 而 e22) 为 散射 平面 上 的 极 化 . 还 必须 注意 到 斯 托 克 斯 参量 和 ,62， 
如 是 相对 于 以 天方 向 为 z 轴 的 右手 参考 系 zyz 来 定义 的 . 容易 看 出 , 对 初始 
光子 , 矢量 N, Pi,k 构成 一 组 这 样 的 坐标 系 , 而 对 终 态 光子 , 矢量 N, -Pi ,Rk 
(其 中 PP 与 Pi 分 别 为 忆 的 重 直 于 上 与 的 分 量 ). 光子 密度 矩阵 (8.17) 中 
et2) 符号 的 改变 等 价 于 & 与 名 符号 改变 . 于 是 , 初 态 与 终 态 光子 的 密度 矩阵 
(相对 于 单位 四 维 矢 量 et 与 e(2)) 为 

















p= 20 +é€:0), &€= (6 人 cs)i 
(87.9) 


1 7 7 1 ¢/ 
p™ = 5(1+é:0), €=(-6, 6,68). 
现在 , 张 量 迹 
9 pp nH 
Pap @ pyp @ 
@ 对 于 原始 形式 (86.4) 的 矩阵 8jy, 我 们 应 该 简单 地 有 日, = Qwp. 但 是 , 这 个 性 
质 由 于 (87.4) 类 型 的 变换 而 失去 了 . 


@ e 的 纵向 分 量 , 如 同 四 维 矢 量 e 的 时 间 分 量 一 样 , 这 里 可 以 简单 地 略 去 , 由 于 规 
范 不 变性 这 是 允许 的 . 
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可 作为 矩阵 (87.6) 一 (87.9) 矩阵 积 的 阵 迹 , 利用 (33.5) 式 来 计算 . 结果 为 


[Mpa]? = 8m2ettr{f(ote Qop HD + 7 Q .poD 
+(é+é):(p® Qop G+ 1p) QP WD) ~ i —é) 0) Qx pO8 
+ Qop I Fo -00 Q pO) 
+ (QPO EO) + 0) (€: QP EY) 
-ié x €.(p®) Qop HQ — pl Qo Oo)}. (87.10) 


非 极 化 电子 的 散射 


我 们 来 完成 极 化 光子 被 非 极 化 电子 散射 截面 的 计算 , 并 对 终 态 电 子 极 化 
求 和 . 为 此 , 我 们 必须 在 (87.10) 式 中 取 





> 
人 3 (p+ m), pt = 了 OU +m), 


将 结果 加 信 , 并 代入 截面 的 公式 (64.22) 以 蔡 代 |Myi]?: 


1 didw 8 
do = on (s | | ， 


其 中 o 为 质心 系 或 实验 室 系 的 方位 角 . (87.10) 式 中 的 一 些 项 便 等 于 零 ; 另 一 
些 项 的 计算 给 出 最 后 结果 (用 (86.15) 的 标记 ): 


C 由 | 
二 二 7 
8 (-: 站 1 3) + 6 A 二 3 (+ = 8 > (87.11) 
| 
这 里 dz 为 由 (86.9) 给 出 的 非 极 化 光子 的 散射 截面 ; 出 现 因子 2 是 因为 在 


(87.11) 中 并 没有 对 终 态 光子 的 极 化 求 和 . 
在 实验 室 系 中 , (87.11) 式 变 成 








do = 3d5 + 2r2 dud {ea 











2 1\ 2 
do = RE (S) do'{Fo + Fas(é3 + €4) + Fi1€1€1 + Fo2t2ts + Fasésts}, 


(87.12) 
do' = sin dydy, 
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W Ww 
而 三 二 二 一 一 sin22， Fs = sin? 2, 
WwW ww 


(87.13) 


/ 


了 
Fii1 =2c0osd, fz2 = (2 十 和 cos 人 四， Fas=1+cos?d 


(U. Fano, 1949). 尽管 (87.12) 式 表明 与 散射 平面 的 方位 角 w 没有 明显 的 依赖 
关系 , 但 是 有 一 个 隐 仿 的 关系 , 因为 参量 ,62,é&s 是 相对 于 zyz 输 定义 的 , 它 
们 固定 在 散射 平面 上 . z 轴 对 两 个 光子 是 相同 的 且 垂 直 于 散射 平面 : 














rllk x k’, 
而 y 轴 则 在 此 平面 上 : 
ylkE x (kxk), ylk’ x (kx k’). 


对 &' 符号 不 同 的 截面 求 和 ( 即 取 &=0 并 将 结果 加 倍 ), 我 们 得 到 极 化 光 
子 被 非 极 化 电子 散射 的 总 截面 (对 终 态 光子 的 极 化 求 和 ). 将 此 截面 记 作 do(é&)， 
我 们 有 





/2 
do(€) = 3 (全 ) Fdo/， (87.14) 


其 中 


i 
F=h+égb = 三 十 = — (1 — €3)sin? . (87.15) 


我 们 看 到 , 极 化 垂直 于 散射 平面 (ts = 1) 的 光子 的 散射 截面 要 比 极 化 在 散射 
平面 (5 = -1) 的 光子 大 . 这 个 截面 与 圆 极 化 无 关 , 也 和 参量 &1 无 关 . 因此 , 如 
果 没 有 相对 于 zx 轴 与 y 轴 (ea = 0) 的 线 极 化 , 或 者 甚至 有 与 这 些 轴 成 45° 方 
向 上 的 极 化 , 其 散射 截面 也 都 等 于 非 极 化 光子 的 散射 截面 . 

用 极 化 光子 探测 的 非 极 化 光子 的 散射 截面 具有 类 似 的 性 质 ， 这 个 截面 ， 
我 们 记 作 dc(e), 可 由 (87.12) 式 通 过 取 & = 0 而 得 到 : 


2 
do(é) = =7 (和 Fdo, FF =F+é Fs. (87.16) 


由 (87.12) 式 还 可 以 求 出 二 级 光子 的 极 化 本 身 ; 我 们 将 把 这 个 极 化 参量 记 
作 (1 以 便 与 探测 的 极 化 8' 相 区 别 . 按照 865 中 给 出 的 规则 , 量 1 等 于 总 
的 系数 和 一 个 与 &' 无 关 的 项 之 比 : 


Fon 了 22 
ae 1 0 es 


(f) _ Fs 十 Fa33é3 
2 3 F 


(87.17) 
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特别 是 , 对 于 非 极 化 光子 的 散射 


(f) pf) Ci sin? 人 
Ee w/w + w/w — sin 9 人 
这 里 上 7) > 0 即 二 级 光子 的 极 化 垂直 于 散射 平面 . 二 级 光子 的 圆 极 化 仅 发 生 
在 原始 光子 为 圆 极 化 的 情形 : 仅 当 乌 尖 0 时 才 有 5 大 0 
我 们 来 研究 人 射 光 子 完 全 线 极 化 的 情形 ( = 0， 十 总 = 1), 并 求 出 线 
极 化 的 二 级 光子 探测 的 散射 截面 . 用 光子 极 化 矢量 e 与 e' 的 分 量 表示 参量 & 
与 如, 我 们 得 到 散射 截面 的 如 下 表示 : 
1\2 / 
un -全 (全 ) (号 2+4oom6j ao (87.19) 


WwW WwW 
其 中 @ 为 人 射 光子 极 化 与 散射 光子 极 化 之 间 的 夹 角 . 从 
按照 这 个 公式 , 截面 的 行为 在 极 化 e 与 e' 相 垂直 和 相 平行 两 种 情形 是 完 
全 不 同 的 . 用 下 标 上 与 ‖ 区 分 这 两 种 情形 , 在 非 相 对 论 极限 (w < m, w' ww) 

















do! =0, daol =72c0s? Odo’ (87.20) 
这 和 经 典 公式 一 致 .相反 , 在 极端 相对 论 情 形 , 我 们 及 渤 m,w’ smy/(L-cos 信 . 
这 里 , 必须 区 别 大 角度 和 小 角度 的 两 个 范围 ( 妈 w/w 大 和 小 ): 
do = dol = i 一 do = 7 a 


(87.21) 
do1 =0, doy="r2cos Odo， < 人 
w 


我 们 看 到 , 散射 截面 在 很 小 的 角度 时 与 其 经 典 值 一 致 . 在 不 是 很 小 的 角度 时 
do1 与 dol 两 个 量 近 似 相 等 意味 着 在 此 范围 , 在 极端 相对 论 情形 , 散射 辆 射 是 
非 极 化 的 ; 但 是 , 必须 强调 指出 , 这 个 结论 专门 适用 于 线 极 化 的 人 射 光子 . 由 
(87.17) 式 很 明显 , 对 于 圆 极 化 的 光子 , 在 极端 相对 论 情形 , £7) ~ 名. cos 


极 化 电子 的 散射 


对 极 化 电子 , (87.10) 式 中 阵 迹 的 计算 变 得 很 麻烦 , 尽管 原则 上 并 没 困难 . 

这 里 我 们 将 仅 给 出 这 个 计算 的 一 些 结果 . ®@ 

公式 (87.19) 本 身 可 以 更 简单 地 通过 在 散射 振幅 (86.3) 中 代入 e = (0, e),e’ = (0, e’), 
然后 计算 三 维 形式 的 平方 振幅 来 推出 (即将 四 维和 撩 量 的 时 间 与 空间 部 分 分 离 ). 

将 cos? 96 = (e.e')? 对 方向 e 与 e’ 平均 (用 (45.4a) 式 ), 并 将 截面 (对 e' 求 和 ) 加 售 ， 
我 们 自然 回 到 (86.9) 式 . 

名 进一步 的 细节 可 以 在 以 下 评论 性 论文 中 找到 : H. A. Tolhoek, Reviews of Modern 
Physics, 28, 277, 1956; W. H. McMaster, ibid. 33, 8, 1961. 
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一 般 来 说 , 截面 和 初 态 与 终 态 光子 的 极 化 参量 & 与 & 都 有 关系 , 也 和 初 
态 与 终 态 电子 的 极 化 (用 矢量 5 与 6 描述 ) 有 关 . 截面 形式 为 


7 

do = ao eta (SE) do Ce gC tg CHGnGh te} 
(87.22) 

其 中 do(&,&') 为 截面 (87.12). 所 有 包含 两 个 极 化 参量 乘积 的 项 都 在 (87.22) 式 

中 写 出 . 而 包含 三 个 或 四 个 参量 的 项 则 略 去 ; 它们 是 不 重要 的 , 可 看 成 是 两 个 

粒子 的 极 化 之 间 的 关联 , 并 且 在 另外 两 个 粒子 的 极 化 参量 等 于 零 时 消失 . 以 下 

为 实验 室 系 中 一 些 系 数 的 数值 : 

1 —cosd 

















f=—— (kcos + k’), 
fe le (6 eos) 
es (87.23) 
一 COS 由 十 外 
= 一 一 一 一 一 | (Ecosy 二 KR 一 (1 久 一 一 一 一 一 -( 开 一 天 
m k SpE ea 人 )| 
1 —cosd 十 ww 
ne Se 7 A a i _L/ 
g = [et cos?) (PT k )| 


截面 (87.22) 不 包含 G.& 形式 的 项 . 这 意味 着 电子 的 极 化 对 非 极 化 光子 
散射 的 总 截面 (对 &, 人 求 和 ) 没有 影响 , 截面 中 也 没有 G'.&' 形式 的 项 . 这 意 
味 着 , 在 非 极 化 光子 的 散射 中 , 反 冲 电子 没有 极 化 . 
我 们 还 看 到 , 在 电子 与 光子 极 化 的 双 线 性 项 中 只 包含 参量 & 与 总, 它们 
对 应 光子 的 圆 极 化 . 电子 的 极 化 矢量 6 与 4' 以 标量 积 7.《 等 的 形式 出 现 , 它 
只 包含 这 些 矢 量 在 散射 平面 上 的 投影 . 因此 , 例如 , 极 化 光子 被 极 化 电子 的 散 
射 截面 


do(é, 6) = dc(6) 十 这 人 (人 ) é2f .Cdo (87.24) 
与 do(é) 的 差别 只 是 在 光子 为 圆 极 化 的 而 电子 的 平均 自 旋 在 散射 平面 上 有 非 


零 的 投影 . 由 于 同样 的 原因 , 反 冲 电子 只 有 当 光 子 为 圆 极 化 时 才 是 极 化 的 ; 由 
此 所 得 到 的 电子 极 化 矢量 应 在 散射 平面 上 : 








Ce Fg (87.25) 


最 后 , 我 们 将 从 普遍 的 对 称 性 要 求 得 出 一 些 关 于 光子 被 电子 散射 时 极 化 
效应 的 定性 性 质 . 
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圆 极 化 的 参量 &2 是 一 个 性 矢量 ( 见 88). 因此 , 从 P 不 变性 要 求 得 出 , 在 
散射 截面 中 与 &2 (或 与 总 ) 成 正比 的 项 只 能 出 现在 & 与 某 个 由 矢量 上 与 刀 构 
成 的 帮 标 量 的 乘积 中 .2 但 是 一 个 腹 标 量 是 不 可 能 由 两 个 极 矢 量 构 成 的 . 因此 
得 出 结论 , 在 截面 中 不 可 能 出 现 这 样 的 项 . 

线 极 化 参量 & 与 6 是 和 如 下 二 维 对 称 张 量 的 (在 与 尺 垂直 的 平面 上 ) 分 


量 相 联系 的 : 
Be > (00 + p00) = : ( - | 

在 现在 的 情形 , 一 个 极 化 轴 取 为 沿 秋 量 v= 有 xk' 的 方向 , 另 一 个 则 在 与 && 
的 平面 上 (一 个 光子 沿 玉 xz 方向 , 而 另 一 光子 则 沿 有 xz 方向 ). 与 全 成 正比 
的 项 只 能 作为 乘积 8,9vs(k' x v)g (或 等 价 地 8upz 肪 ) 等 出 现在 截面 中 . 但 是 
由 于 > 是 一 个 轴 矢 量 , k 是 一 个 极 矢量 , 并 且 S64 为 真 张 量 , 因此 , 这 样 的 乘积 
对 反 演 不 是 不 变 的 . 因此 , 在 截面 中 也 没有 与 & (或 与 台 ) 成 正比 的 项 . 然而 ， 
与 &3 (或 与 多) 成 正比 的 项 则 可 作为 乘积 Susraze 等 出 现 , 而 不 被 对 称 性 考虑 
所 禁 戒 . 

在 截面 中 与 电子 极 化 ¢ 成 正比 的 项 并 不 被 字 称 所 禁 戒 : 这 样 的 项 可 以 由 
两 个 轴 矢 量 的 乘积 5.z 产生 . 然而 , 它们 必须 不 出 现在 微 扰 论 第 一 级 非 零 近 
似 中 , 因为 散射 第 阵 在 这 个 近似 下 是 厄 米 的 ($71). 由 于 这 个 性 质 , 散射 振幅 的 
平方 (和 截面 ) 在 初 态 与 终 态 交 换 时 是 不 变 的 , 与 此 同时 , 截面 必须 在 时 间 反 
演 下 不 变 , 即 交 换 初 态 与 终 态 同时 改变 所 有 粒子 的 动量 与 角 动 量 矢 量 的 符号 ; 
因此 , 斯 托 克 斯 参量 ,6&2, &3 是 不 变 的 ( 见 88). 将 这 两 个 要 求 结 合 起 来 , 我 们 
发 现在 所 考虑 的 近似 下 , 截面 必须 在 改变 所 有 动量 与 角 动 量 符号 而 不 交换 初 
态 与 终 态 下 是 不 变 的 , 即 存 & 与 8' 不 变 下 作 变 换 : 















































Eos—k, ko —k, Co oC Cn——C (87.26) 


这 个 变换 (87.26) 改变 乘积 6.z 的 符号 , 因此 这 样 的 项 不 可 能 出 现在 截 
面 中 . 然而 , 必须 强调 指出 , 这 个 禁 戒 并 非 对 称 性 严格 要 求 的 结果 , 因此 , 在 微 
扰 论 的 更 高 级 近似 中 不 再 能 够 应 用 . 

在 光子 极 化 之 间 的 双关 联 的 项 中 , 具有 形 为 &1&s 与 6&2&3 的 项 被 宇 称 所 禁 
止 , 而 光子 -电子 关联 中 没有 一 项 是 被 禁 戒 的 . 但 是 , 所 有 形 为 &1&2, 后 6 &aC 
的 项 在 一 级 近似 都 被 在 变换 (87.26) 下 不 变 的 要 求 所 禁止 . 比如 , 形 为 2 与 
6 的 项 可 以 构成 (至 今 仅 涉及 字 称 ) 诸如 总 Sa 有 pe 与 546k4veC .kk 这样 的 
标量 , 但 是 , 这 样 的 组 合 在 变换 (87.26) 下 将 变 号 . 

@ 我 们 在 实验 室 系 中 考虑 这 个 过 程 , 这 时 p = 0, zw = k 一 k'. 很 明显 , 对 称 性 要 求 
的 有 关 结 论 (在 截面 中 存在 或 不 存在 某 些 特殊 项 ) 并 不 依赖 于 参考 系 的 选择 . 
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容许 的 形 为 &2¢ 的 关联 项 是 可 以 构成 的 , 作为 名 6 .类 型 的 乘积 . 电子 极 
化 矢量 在 其 中 仅 作 为 在 散射 平面 上 的 投影 出 现 . 

最 后 , 从 交叉 对 称 的 要 求 可 以 得 出 容许 项 的 系数 之 间 的 一 系列 关系 . 差别 
只 是 交换 初 态 与 终 态 光子 的 反应 道 对 应 于 同一 过 程 一 一 光子 被 一 个 电子 散 
射 . 其 振幅 的 模 平 方 ,并 因此 其 散射 截面 必须 在 从 一 个 反应 道 变 到 另 一 反应 道 
的 变换 下 是 不 变 的 : 





ko—k, eoe” 
电子 动量 和 极 化 不 变 . 这 个 变换 的 三 维 形式 为 
wo—w, ko —hk’, 
站 人 
&2 变 号 由 表示 式 fo = ie x e* .mn 看 是 明显 的 , 其 中 的 矢量 exer 在 e 与 er 
交换 时 将 变 号 , 而 矢量 nn = kf/w 在 变换 下 过 一 k, w 人 一 w 时 保持 不 变 . 变换 
(87.27) 不 影响 电子 动量 并 因此 保持 实验 室 系 不 变 . 所 以 , 截面 (87.22) 在 此 变 


换 下 不 可 能 改变 其 形式 , 而 且 事实 上 ，(87.12)，(87.22)，(87.23) 式 也 遵从 这 个 
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电子 与 正 电 子 (其 四 维 动量 分 别 为 p- 与 p+) 潭 没 生成 两 个 光子 (hi 与 
k2) 对 应 如 下 两 个 费 曼 图 


(87.27) 


hl -一 了 一 Ko pD— 
(88.1) 
Kk2 —— —p+ 和 一 一 —p+ 
这 些 图 与 光子 被 电子 散射 的 图 的 区 别 如 下 : 
Pp, po-pt ko-h, ko hk. (88.2) 


这 两 个 过 程 是 同一 (广义 的 ) 反应 的 两 个 交叉 道 . 在 作 变 换 (88.2) 后 , 运动 学 
变量 (86.2) 变 为 


s = (p- — hk1)’, 
t= (p- +p+) = (ki + koa)”, (88.3) 
u = (p- ~— k2)’. 





如 果 光 子 散 射 是 s 道 , 那么 淹没 就 是 t 道 . 
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对 于 淹没 过 程 的 量 |Myi|? (对 电子 极 化 平均 并 对 光子 极 化 求 和 ), 在 用 不 
变量 s 与 4 表示 时 , 是 和 散射 对 应 的 量 相同 的 , 只 是 不 变量 的 含义 改变 了 .9 在 
截面 的 公式 (64.23) 中 , My 的 系数 需要 作 改 变 s 二 已 而 按照 (64.15a) 式 , 了 2 


等 于 jt(t 4m?). 在 公式 (86.6) 中 作 适 当 的 替代 , 我 们 求 出 淹没 截面 为 


2 2 2 
9 » mm’ds m m 
0 Ts [G5 i) 


m2? m2 1/s— 
| .4 
+ (s+) 1 (三 坊 二 三 )} 34 


淹没 道 的 物理 区 为 867 中 图 7 的 区 域 工 对 给 定 的 t (给 a 
s 的 变化 范围 由 边 值 方程 su = mt4 确定 . 和 关系 式 s 十 t 十 4 = 2m? 一 起 , 这 
给 出 








TV < s—m "E+ Vi drm. (88.5) 
(88.4 的 积分 是 初等 的 ; 考虑 到 两 个 终 态 粒子 (光子 ) 的 全 同性 , 结果 必须 
除 以 2. 于 是 , 我 们 有 


-ws (T+) i- (r+ VED (ea) 


其 中 += mr (P. A. M. Dirac, 1930). 
在 非 相 对 论 极限 (7 一 1), 这 给 出 


守 ( 非 相 对 论 情形 ). (88.7) 


而 在 极端 相对 论 极限 (7 一 co)， 








人 人 


2 On4r -1) (极端 相对 论 从 情形 ). (88.8) 





站 二 
在 实验 室 系 , 一 个 粒子 (比如 电子 ) 碰撞 前 是 静止 的 , 不 变量 7 为 
3 +7，Y= 法 . (88.9) 

公式 (88.6) 一 (88.8) 给 出 总 截面 与 人 射 正 电子 能 量 的 依赖 关系 














nr | 0 7 十 3 
ss 7 In(y+ VY 一 1) 一 | (88.10) 
@@ 这 考虑 到 光子 和 电子 有 相同 的 独立 极 化 数目 (2), 因此 对 哪 一 个 平均 哪 一 个 求 
和 是 不 重要 的 . 
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特别 是 , 在 非 相 对 论 极限 史 
oo 二 zr2/v4 ( 非 相 对 论 情形 )， (88.11) 


其 中 w+ 为 正 电 子 的 速度 . 
在 质心 系 中 , 电子 , 正 电 子 和 两 个 光子 有 相等 的 能 量 , s = w. 不 变量 为 


2 一 5 一 2s(E 一 lcosl)，m2 一 vv=2s(e 十 |plcosg)， 


(88.12) 
t= 4e’, 


其 中 64 为 电子 动量 与 一 个 光子 动量 间 的 夹 角 . 将 (88.12) 代入 (88.4), 得 到 淹没 
光子 的 角 分 布 : 
_ r2m? fe? +p2(1 + sin? 0) 2p4sin40 
的 汪 4elp| | £2 一 D2cos20 (e2 ~ p? cos20)2 


在 极端 相对 论 情形 ,在 6=0 与 6= 开 方向 有 对 称 的 极 大 值 .在 0 = 0 附近 ,我 
们 有 








do. (88.13) 


四 r2m2do 
~ 2e2(02 + m2/e?) 


由 (88.6) 得 到 的 总 截面 为 : 


21 一 2 二 1+v 


do (极端 相对 论 情 形 ). (88.14) 


2 
了 2(2 一 o)| ， (88.15) 








Oo 一 Je 
其 中 = 四 |/ = VE 一 2/e 为 碰撞 粒子 的 速度 

我 们 不 在 这 里 讨论 漂 没 中 的 极 化 效应 的 细节 ,而 只 是 讨论 这 些 效应 在 碰 
撞 粒 子 速度 天 与 小 的 极限 情形 下 的 某 些 定性 特征 . 讨论 将 在 质心 系 中 进行 . 

在 u 一 0 的 极限 , 只 有 相对 运动 轨道 角 动量 1=0 的 态 对 截 而 有 非 零 的 贡 
献 . 但 是 , 电子 + 正 电子 系统 的 8 态 的 宇 称 为 负 的 (827, 习题 ). 在 双 - 光 子 系 
统 的 奇 态 , 它们 的 极 化 是 互相 正 交 的 (89). 因此 在 非 相对 论 极限 , 淹没 光 子 也 
必定 是 同样 的 . 

如 果 电 子 和 正 电子 是 极 化 的 , 它们 的 潭 没 (仍然 在 非 相对 论 极限 ) 只 有 当 
它们 的 自 旋 反 平行 时 才 是 可 能 的 : 因为 潭 没 发 生 在 5 态 , 系统 的 总 角 动量 等 
于 粒子 的 总 自 旋 , 而 此 总 自 旋 在 自 旋 平行 时 为 1. 然而, 双 - 光 子 系统 不 存在 总 
角 动 量 为 1 的 态 ( 见 $9). 

全 然而 , 在 vi <a 与 电子 对 内 部 的 库仑 作用 不 能 忽略 时 , 这 个 公式 不 再 适用 ; 参见 


894 的 末尾 . 
加 参见 W. H. McMaster, Reviews of Modern Physics 33, 8, 1961. 
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在 极端 相对 论 极限 (v 一 1), 纵向 极 化 (螺旋 性 ) 的 电子 与 正 电子 的 漂 没 
只 有 当 它 们 的 螺旋 性 有 相反 符号 时 才 有 可 能 发 生 .在 此 极限 , 螺旋 性 粒子 的 
行为 如 同 中 微 子 ( 见 880 末尾 ), 淹没 的 电子 与 正 电子 必须 类 似 于 中 微 子 与 反 
中 微 子 , 因此 得 到 如 下 结论 . 

在 极端 相对 论 情形 , 具有 相同 螺旋 性 的 电子 与 正 电 子 只 有 当 考 虑 包含 mm 
的 项 才 会 发 生 淹没 . 这 个 过 程 的 振幅 与 平行 自 旋 的 一 对 粒子 的 淹没 在 数量 级 
上 相差 一 个 因子 m/s; 因而 截面 相差 一 个 因子 (m/e)?. 


习 题 


求 在 两 个 光子 的 碰撞 中 生成 一 个 电子 对 的 截面 (G. Breit, J. A. Wheeler， 
1934). 

解 : 这 是 一 个 电子 对 肖 没 为 两 个 光子 的 谤 过 程 . Te 
相同 的 , 它们 与 截面 的 关系 差别 只 是 在 后 一 过 程 [2 = (kjk2)? = 82. 因此 


让 一 4m2? 





daoform = doann 
在 质心 系 中 (t= 4e? = 4w?2)， 
dcoform = u2daann， 


其 中 履 为 这 个 电子 对 组 分 的 速度 . 在 积分 得 到 总 截面 时 , 结果 不 必 除 以 2 (如 
在 淫 没 情形 一 样 )) 因为 两 个 终 态 粒子 (电子 与 正 电 子 ) 不 是 全 同 粒子 . 因此 ,在 
质心 系 中 ， 





Oform 一 2v2cann jr? (1 = v2) {6 v4) InT 2 2v(2 0 (1) 
在 两 个 光子 ki 与 k2 相反 方向 运动 的 任意 参考 系 KK 中 , 我 们 有 (由 hk2 
的 不 变性 ) 


WI1iWwW2 一 w2, 


其 中 中 为 质心 系 中 的 光子 能 量 . 由 于 这 个 能 量 等 于 电子 对 组 分 的 能 量 , 我 们 
有 w=e=m/V(l1 一 v2). 因此 为 了 变 到 KK 参考 系 , 我 们 必须 在 (1) 中 取 


m2 


v=4/1— 





WI1W2 





Q 因为 粒子 动量 的 方向 相反 (在 质心 系 中 ), 相反 符号 的 螺旋 性 对 应 平行 自 旋 . 
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$89 电子 偶 素 的 潭 没 


由 于 动量 守恒 , 电子 偶 素 中 电子 与 正 电 子 的 漂 没 必定 伴随 至 少 两 个 光子 
的 发 射 . 然而 , 这 样 的 衰变 (在 基态 ) 仅 对 仲 电子 偶 素 才 是 可 能 的 . 在 89 我 们 
已 经 证 明 , 一 个 双 光 子 系统 的 总 角 动 量 不 可 能 是 1. 因此 , 处 于 351 态 的 正 电 
子 偶 素 不 可 能 衰变 为 两 个 光子 , 而 且 , 由 于 351 态 的 电子 偶 素 为 电荷 宇 称 - 奇 
的 系统 ( 见 827 习题 ), 弗 里 定理 ($79) 表明 它 不 可 能 衰变 为 任何 偶数 个 光子 . 
另 一 方面 , 在 150 态 电 子 偶 素 为 电荷 宇 称 - 偶 的 系统 , 因此 仲 电子 偶 素 衰变 为 
任何 奇数 个 光子 是 被 禁 式 的 . 

因此 , 决定 电子 偶 素 寿命 的 主要 过 程 对 仲 态 电子 偶 素 为 双 光 子 沽 没 , 而 对 
正 态 电 子 偶 素 则 为 三 光子 淹没 (YM. 有 . TomepanqyK, 1948). 衰变 概率 可 以 和 
自由 电子 对 的 潭 没 截面 相 联 系 . 

在 电子 偶 素 中 电子 与 正 电子 的 动量 为 ~ me?/h 即 与 mc 相 比 是 小 的 . 因 
此 , 在 计算 淹没 概率 时 , 我 们 可 以 取 两 个 粒子 静止 处 于 原点 的 极限 . 设 52 为 
一 个 自由 电子 对 的 双 光 子 床 没 截 面 对 两 个 粒子 的 自 旋 方向 平均 的 结果 . 在 非 
相对 论 极限 , 按照 (88.11) 式 思 


63? ce 


me2 


















































其 中 v 为 粒子 的 相对 速度 . 通 没 概率 贡 ss 由 52, 秉 以 流 密度 ojw(0)|? 得 出 . 这 
里 Wr) 为 电子 偶 素 基态 归 一 到 1 的 波 函 数 : 

1 —r/a ey 2 所 
电子 偶 素 的 玻 尔 半径 a 为 氢 原 子 玻 尔 半径 的 两 倍 , 因为 其 约 化 质量 为 所 原子 
的 一 半 .然而 , 这 个 概率 对 应 于 初 态 对 自 旋 的 平均 , 而 在 电子 偶 素 中 一 个 双 粒 子 
系统 的 四 个 可 能 的 自 旋 态 中 只 有 一 个 (总 自 旋 为 0) 态 可 能 发 生 双 光子 淹没 过 
程 . 因此 , 平均 衰变 概率 可 z, 与 仲 电子 偶 素 衰变 概率 wo 的 关系 为 Wsy = Lao， 


Ww(r) = (89.2) 











4 
并 因此 
wo = 4Iw (0)|* (v52y), 0， (89.3) 
将 (89.1), (89.2) 式 的 值 代入 , 我 们 得 到 仲 电子 偶 素 的 寿命 
7 一 二 = 1.23 x 10-108. (89.4) 





Q@ (89.1) 一 (89.7) 式 采用 通常 的 单位 . 
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应 该 指出 , 能 级 的 宽度 i = 有 /mo 与 能 级 的 能 量 


4 2 
|Eer| = Ty > me 
相 比 较 是 小 的 . 由 于 这 个 原因 , 电子 偶 素 可 以 看 成 为 一 个 准 稳定 态 . 
用 类 似 方法 , 我 们 求 出 正 电子 偶 素 的 衰变 概率 与 一 个 自由 电子 对 的 三 - 光 
子 潭 没 的 自 旋 平均 截面 之 间 的 关系 : 





4 4 
wi = 3 = SIp(O)P (v53y)o 0 (89.5) 


( 自 施 为 1 的 统计 权重 为 7). 我 们 可 以 预先 给 出 结果 


4(m2 — 9)c ec2 \? 
O37 一 A Ye ( 态 ) (89.6) 


因此 , 正 电 子 偶 素 的 寿命 为 


9 三 


2 9) mealas = 1.4x 10™"s. (89.7) 


71 三 
不 等 式 帮 雪 Bgr| 在 这 里 可 以 比 在 仲 电子 偶 素 中 更 好 地 得 到 满足 . 
现在 我 们 来 计算 一 个 自由 电子 对 的 三 -光子 淹没 的 截面 (A, Ore, 丁 工 . 
Powell, 1949). 按照 (64.18) 式 , 在 质心 系 中 这 个 截面 用 平方 振幅 表示 为 





2)4 AP? 
doa> = (2n) 上 Fi S(k1 十 Ka + ks)d (wi 十 wa + ws — 2m) 
dS kid3 kad?ks 
(27)92w1 . 2uw> 2w3 





(89.8) 


其 中 , 按照 (64.16) 式 , T= 27m 3mo = m2v,v 为 电子 与 正 电子 的 相对 速度 ( 假 
设 很 小 ); ki, kz, ks 与 wi,w2,ws 为 生成 光子 的 波 矢 与 频率 ; 8 咀 数 表示 能 量 与 
动量 守恒 定律 . 由 于 这 些 定律 , 三 个 频率 wwo,ws 必须 由 一 个 周 长 为 2m 的 三 
角形 表示 . 于 是 , ki, kz, ks 的 大 小 和 它们 之 间 的 夹 角 由 指定 两 个 频率 而 完全 
确定 . 

三 光子 漂 没 过 程 对 应 的 费 曼 图 为 
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以 及 由 此 图 交换 光子 ia, kz, ks 得 到 的 五 个 图 . 振幅 可 写成 


Mr = (4n)»/e "elDre daH(—pr) QM" ulp_), (89.9) 
其 中 
OW = Gks -pH Gp — hh)Yy’, (89.10) 


int. 
求 和 对 光子 序号 1, 2, 3 的 所 有 交换 并 同时 交换 对 应 的 张 量 指标 和 , J, v 进行 . 
振幅 的 模 平 方 要 对 电子 与 正 电子 的 极 化 求 平均 并 对 光子 的 极 化 求 和 , 结果 为 


=- SY Mi = (dn)3tr {p41 QW p_ 可 (89.11) 
polar. 
其 中 
1 1 
p-= a0- +m), p+ = 30P+—m). 


矩阵 上 和 矩阵 QM* 的 区 别 在 于 其 中 求 和 的 每 一 项 中 的 因子 的 顺序 是 倒 
过 来 的 . 在 所 考虑 的 极限 情形 下 , 电子 和 正 电子 速度 是 小 的 , 其 三 维 动量 p_ 
与 p+ 可 以 取 为 零 , 设 p_ = pj = (m,0). 于 是 电子 的 格林 函数 为 


32_ ~ tm yhi+m(y +1) 


© skys (Pp — ki1)? — m2 和 —2Mmw1 


等 等 , 密度 矩阵 则 简化 为 
pF = ey 土 ). 

在 (89.11) 式 中 的 乘法 运算 将 产生 大 量 的 项 , 但 是 通过 运用 交换 光子 的 对 
ey 的 项 数 大 大 减少 . 比如 , 在 Qx (89.10) 中 乘 得 的 6 项 每 

只 需要 与 Qu 中 的 一 项 相 乘 即 可 . 于 是 在 其 余 6 个 阵 迹 中 , 我 们 又 可 以 选 
和 换 得 出 . 在 阵 迹 展开 时 出 现 的 四 维 矢 
量 p, 有, kz, ks 的 乘积 都 可 以 用 频率 wi, wa, ws 表示 . 因为 p = (mm， 0), 我 们 有 
Ph1 = mwl :乘积 庙 知 … 由 四 维 动量 守恒 方程 : 2p = ki 十 ko 十 ks 确定 ; 比 
如 , 将 此 方程 写成 2p 一 ks = 十 kz 形式 并 取 平 方 , 我 们 有 


kik2 = 2m(m — wa),*…- (89.12) 
计算 依然 相当 宛 长 , 其 结果 为 


2 2 2 
1 mC—w Mm 一 Wo Mm 一 ws 
= Mj? = (4mae6 .16 |(—— , 
4 六 了 | 用 | (47) & 中 LU2W3 四 CU1C3 W1W2 


polar. 





i Rina a i ps iil de iit ts Thi oi pie i 


nd 0 
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将 此 式 代 人 (89.8), 我 们 得 到 三 光子 淹没 的 微分 截面 : 


6 2 2 2 
d#a 二 CE mm wl 十 7 Wo 十 Tm 一 3 
2 nim2v Low3 WwW1a2 WI1W2 
d3k1d3 kod3 ks 
WI1W2W3 y 














xS(k1 十 2 十 ks)S(w1 十 wo 十 ww3 2m) (89.13) 


其 中 的 5 函数 仍 有 待 消 去 . 第 一 个 6 函数 通过 对 d3ks 积分 移 去 , 于 是 我 
们 可 写 出 


d3k1d3ko 一 Anw? dw1 . 272d(cos O12)dew, 


其 中 012 为 ki 与 kz 间 的 夹 角 ; 假设 对 ki 的 方向 以 及 对 ko 相对 于 ki 的 辐 角 
的 积分 已 经 完成 . 对 如 下 方程 微 商 


Ws 一 /wz + Ww2 + 2w1wa cos O12, 


W3 
deos O12 一 一 -一 duw3. 
WI1W2 


第 二 个 8 函数 通过 对 dws 积分 移 去 . 得 到 的 生成 有 指定 能 量 光子 的 沽 没 截 面 
为 





我 们 求 出 


6 受 
d5a = 5 | (2) 事 (SE) + (各 ) ， dwidwz; (89.14) 
包括 因子 1/6 是 考虑 到 在 对 频率 的 积分 中 光子 的 全 同性 (参见 $64 的 第 三 个 
脚注 ). 


每 个 频率 wi, wz, ws 都 可 以 在 0 和 m 间 取 值 ; 这 后 一 数值 可 以 被 两 个 频 
率 达 到 , 当 第 三 个 频率 为 零 时 . 对 给 定 的 wi, 频率 wz 在 m 一 w 与 m 间 变化 . 
将 (89.14) 式 对 dws 在 这 两 个 值 之 间 积 分 , 我 们 就 得 到 改变 光子 的 谱 分 布 : 





8e6 
d53y = ms (Wd, 
js will 一 on 2m 2mm-o) 2mm—w) |, mw 
eT (2m wi1)? LOT wt (2m 5 w1)3 | 


函数 F(wl) 单调 地 从 零 ( 当 wi = 0) 增加 到 1 ( 当 wi = m), 如 图 14 所 示 . 
总 的 潭 没 截面 由 0 式 对 两 个 频率 积分 得 到 : 


1 十 wa 一 ?0 
7av = 3 5 广 i qq. 
TW Eb 


积分 得 到 的 数值 为 (x? -- 9)/3 , 于 是 我 们 回 到 了 (89.6) 式 . 
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按照 经 典 理论 (第 二 卷 , $74), 一 个 在 恒定 磁场 矿 中 运动 的 极端 相对 论 电 
子 将 发 射出 准 连 续 谱 的 光 , 其 最 大 频率 为 








ww WO (2) (90.1) 
[el [el 
vielH e 


为 具有 能 量 s 的 电子 在 垂直 于 磁场 的 平面 的 圆 轨 道上 的 回转 频率 . @ 我 们 将 
假设 电子 的 纵向 速度 (平行 于 磁场 百 ) 为 零 , 这 一 点 通过 适当 选择 参考 系 总 能 
做 到 . 

在 同步 辐射 中 的 量子 效应 来 自 两 个 方面 : 电子 运动 的 量子 化 和 发 射 光子 
时 的 量子 反 冲 . 后 者 由 比值 加 fs 决定 ,并且 车 要 让 经 典 理论 可 以 应 用 , 这 个 值 
必须 是 小 的 . 因此 采用 如 下 参量 是 方便 的 : 


Hlp|_ He ~ 2 (£) 





(90.3) 


其 中 Ho = m2?/lelh(= m2c3/|e| 有 = 4.4 x 10133G. 在 经 典 情形 , x ~ fiw/e 和 1. 在 
相反 的 极限 (x 淆 1), 发 射 光子 的 能 量 有 ~ se, 并且 (我 们 下 面 将 看 到 ) 光谱 的 
有 效 区 域 扩 展 到 这 样 一 个 频率 , 在 此 频率 发 射 光子 后 的 电子 能 量 为 

Ho 


六 
EM (90.4) 





外 在 本 节 中 ,我 们 取 c=1, 但 保留 因子 译 

















| 
- 





890 同步 辐射 - 369 . 





假如 电子 保持 为 极端 相对 论 的 , 磁场 必须 满足 如 下 条 件 : 


H 
2 90.5 
i (90.5) 





电子 运动 的 量子 化 本 身 由 比值 fwofe 表示 ; fiwwo 为 电子 在 一 个 磁场 中 运 
动 时 , 其 相 邻 能 级 的 间隔 . 由 于 
ho 2 五 /m\? 
a 
由 (90.5) 式 得 出 jiwo < 6, 即 对 所 有 的 x 值 , 电子 运动 都 是 准 经 典 的 . 也 就 是 
说 , 电子 的 动力 学 变量 算 符 间 的 不 可 对 易 性 ( 量 级 为 fwofe) 可 以 忽略 , 但 是 ， 
这 些 算 符 与 光子 场 算 符 的 不 可 对 易 性 ( 量 级 为 hs/e) 却 是 不 可 忽略 的 .名 
在 外 场 中 一 个 电子 的 定 态 准 经 典 波 函 数 可 写成 如 下 符号 形式 











$= (26)-!1/2(P) exp (aa:) op(r), (90.6) 


其 中 g(r) ~ exp(iS/ 太 为 无 自 旋 粒子 的 准 经 典 波 函 数 (5S(7) 为 其 经 典 作用 量 ); 
u( 辣 为 双 旋 量 算 符 : , 


+m)l/2w 
‘0 (| (Om | 


和 +m)-W2(o .Dw 
它 由 双 旋 量 平面 波 振幅 w(p) (23.9) 式 , 将 其 中 p 与 换 成 如 下 算 符 得 出 :@ 
P=P-eA=-ihv-eA， 捅 = (PF +m), 


其 中 书 为 粒子 在 矢 势 为 A(r) 的 场 中 的 广义 动量 . 中 算 符 因子 的 顺序 是 
不 重要 的 , 因为 它们 的 不 可 对 易 性 是 可 忽略 的 , 电子 的 自 旋 态 由 三 维 旋 量 w 
决定 . 

为 了 计算 准 经 典 情形 光子 发 射 的 概率 , 较 方便 的 是 不 从 微 扰 论 的 最 后 公 
式 (44.3) 出 发 , 而 从 一 个 尚未 对 时 间 进 行 积分 的 公式 出 发 . 对 于 总 的 (覆盖 所 


@ 同步 辐射 量子 问题 的 完全 解 首 先是 由 五 . IT. Krenxxos (1954) 给 出 的 , 而 第 一 个 
对 经 典 公 式 作 量子 修正 的 是 A. A. Coronos, H. II. Knemnmros 与 H. M. TepaoB (1952). 
这 里 给 出 的 推导 , 明显 地 用 到 了 运动 是 准 经 典 的 事实 , 是 由 B. H. Baiiep, B. M. Kanmroa 
(1967) 给 出 的 . 类 似 的 方法 J. Schwinger (1954) 较量 曾 在 推导 辐射 强度 的 量子 修正 中 
用 过 . 

@@ 与 第 四 章 不 同 , 在 本 节 中 广义 动量 用 大 写字 母 已 标记 , 而 p 则 用 来 标记 通常 的 


(运动 学 ) 动量 . 
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有 了 时间) 微分 概率 , 我 们 及 
dw = Dlr C27) 0 Qfi a Vri(t)dt (90.7) 


(参见 第 三 卷 (41.2) 式 ); 求 和 对 电子 的 终 态 进行 . 

利用 (90.6) 式 , 我 们 可 以 用 算 符 形式 写 出 发 射 一 个 光子 w,k 的 矩阵 元 
Vpilt) 

js _EVAn 和 is,Y uD 
Vri(t) = aR 区 cp (AB!) 02H | 
Xeiet 这 (ex 和 exp (#2) id37， 

其 中 方 括号 中 的 算 符 作用 于 左边 ; 光子 场 取 三 维 横向 规范 的 表示 . 两 个 因子 
cxp( 土 入 /用 将 它们 之 间 的 薛 定 请 算 符 转化 为 海 森 伯 绘 景 与 时 间 明 显 相关 的 
算 符 . 我 们 可 将 Vii(t) 写成 如 下 形式 


Vri(t) = Ee Dlie®™, 


其 中 GO 标记 海 森 伯 算 符 


uD 


Q(t) ( . €*)eikA(t) ui(P) (90.8) 


(28)12 (28)12" 
矩阵 元 是 相对 于 函数 py, yi 而 取 的 . 
在 (90.7) 式 中 的 求 和 是 对 所 有 终 态 波 函 数 py 进行 的 , 并 用 到 方程 


> P(r pr(r) = sr 一 由 
f 

















此 式 表 示 函 数 py 的 完备 性 . 结果 为 


2 d3k 3 
w/t) (90.9) 
如 果 积 分 对 尼 久 长 的 时 间 间 陋 进 行 , 6, 如 可 换 成 新 的 变量 
了 了 一刀 二 三 ， t= 


四 取 了 ;的 = Vyiexp(iwpi), 我 们 求 出 api = 2xVys6(wpi), 而 因为 8 函数 的 平方 取 为 
[5(w)]? 一 (8/2n)5(w), 其 中 为 总 的 观测 时 间 (参见 (64.5) 式 的 推导 ), 我 们 由 (90.7) 式 对 
单位 时 间 的 概率 得 到 公式 (44.3). 
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并 且 在 对 的 积分 中 , 被 积 函 数 可 以 看 成 是 单位 时 间 的 发 射 概率 . 乘 以 fiw, 我 
们 就 得 到 强度 


df = Se lot (t+ 了 Q(t— 27) bdr. (90.10) 


一 个 极端 相对 论 的 电子 的 辐射 进入 一 个 相对 于 其 速度 v 角度 为 6 ~ m/e 
的 窄 光 锥 内 . 因此 , 在 给 定 方向 n = k/w 的 辐射 是 在 一 段 轨迹 上 形成 的 , 这 段 
路 径 上 wv 转 了 一 个 角度 ~ m/e. 这 段 轨迹 在 这 样 一 段 时 间 7 内 走 过 , 它 使 得 
TD Tuo ~ m/e < 入 1. 正 是 这 个 区 域 对 于 按 r 的 积分 给 出 了 主要 贡献 . 因此 ， 
在 接 下 来 的 计算 中 , 我 们 将 所 有 的 量 展开 为 wor 的 级 数 . 但 是 , 在 展开 式 中 必 
须 保 留 比 领头 项 更 多 的 项 , 由 于 1 -n.v ~ 92 ~ (m/e)2, 其 中 会 有 项 的 相 消 
发 生 . 

如 果 将 算 符 @+6 简化 为 可 对 易 算 符 的 乘积 (到 必要 的 精确 程度 ), 那么 ， 
取 对 角 气 阵 元 外 … 上 | 就 等 价 于 用 对 应 量 的 经 典 (与 时 间 相 关 ) 值 代 蔡 这 些 算 
符 . 这 个 目标 可 用 如 下 方法 达到 . 

按照 前 面 的 讨论 , 在 @(t) 的 表示 式 中 只 需要 考虑 电子 算 符 与 光子 场 算 符 
exp(-- 大 .多 ) 之 间 的 不 可 对 易 性 . 我 们 有 


pe- 克 售 2 er 还 地 (全 一 hk), 








(90.11) 
H(De it? = et?H(F— hk). 
得 到 这 些 公式 是 由 于 e-w 为 动量 空间 的 位 移 算 符 . 利用 (90.11) 式 , 我 们 可 
以 将 (90.8) 中 的 算 符 e~w(D 向 左 移 到 外 边 , 并 将 6(t) 写成 











a es 到 ut(P i 
Q(t) = expl—ik :FNRE), RE) = 下 人 (ae i (90.12) 
其 中 闻 = 闻 -fiw,P =- hk. 
于 是 
Q1Q1 = Rao toi Rl; (90.13) 


此 处 及 以 后 , 下 标 1 与 2 标记 该 量 分 别 在 一 + 一 27 与 如一 t+37 时刻 的 值 
剩 下 的 事情 是 计算 两 个 不 对 易 算 符 es 名 与 -w 名 的 乘积 . 这 个 乘积 本 身 可 
以 看 成 为 与 其 余 因 子 对 易 的 算 符 

我 们 写 出 





L(7) = ererie wh (90.14) 
这 是 在 (90.10) 式 中 出 现 的 算 符 的 组 合 . 算 符 eiar/ 为 时 间 平移 算 符 , 并 且 有 


Eik-T2 Se eitHT/heoik iHT/h 
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将 此 式 代入 (90.14) 式 , 并 注意 到 et 人 为 动量 空间 的 平移 算 符 , 我 们 求 出 


Fr) = exp 这 汉 hl} exp {- 过 人 it) 上 (90.15) 
将 (90.15) 式 对 了 微 商 并 再 利用 时 间 移 动 算 符 的 性 质 , 我 们 及 
守 =Fep 人 办 1]7} 共 -jo 一 有 (PB 一) 


x exp {六 (所 - ip) 了 = ;办 — fw — HB (By ~ iik)] Er). (90.16) 
既然 算 符 的 不 可 对 易 性 已 经 用 过 了 , 我 们 就 可 以 将 所 有 算 符 换 成 对 应 的 
经 典 量 (哈密 顿 量 吾 换 成 电子 的 能 量 o). 我 们 有 
e(p2 — hik) = [(p2 ~ hk)? + m2 = [(e ~ fii)? 十 2 下 (we 一 大 .pa)]172. 


差 
we—k.p2=we(l—n.:v2) 
是 小 量 , 因为 由 以 上 分 析 1 一 v2.n ~ (m/e)2. 至 于 这 个 差 的 第 一 级 , 为 
e(p2 一 j) Se 十 Shlw — hk: v2), 
其 中 se = 一 fw. 由 (90.16) 式 , 我 们 得 出 L(7) 的 微分 方程 : 
访 守 Sh —k. va)L. (90.17) 
这 个 方程 用 明显 的 初始 条 件 L(0) = 1 来 解 . 由 于 


交 
上 VadT = Tr2 一 71)， 
0 


L(7) = exp{i(e/e Nk ra 一 有 .mi 一 or) (90.18) 
到 现在 为 止 , 还 没有 用 到 电子 轨迹 的 特殊 形式 . 现在 利用 电子 在 垂直 于 
旦 场 的 平面 上 运动 的 方程 将 (90.18) 中 的 ra - ri 用 pi 表示 ( 见 第 二 卷 , 821): 
p1 . eHr i xH (om) 
a 


我 们 有 








ro 一 ?1 二 sin 
eH E eH? 


并 按 7 的 级 数 展开 , 给 出 


em .Di x 百 e2H? 
ke (man) or sowr {mm +r 2 一 了 6 > (90.19) 





@ 由 于 能 量 守 恒 , 海 森 伯 算 符 矿 ( 语 ) 与 请 (B82) 相同 ; 所 以 我 们 在 此 情形 略 去 匡 的 
宗 量 . 然而 , 请 ( 扣 - 外) 自然 与 角 (P2 - ik) 是 不 同 的 . 
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其 中 最 后 一 项 我 们 已 经 取 n.v 1 
我 们 再 变换 (90.13) 式 中 剩 下 的 因子 . 直接 展开 R(t) 中 的 乘积 , 并 利用 
(21.20) 的 a 和 矩阵, 得 到 


R(t) = we’ . (A+iB x o)w;, 











p/1 1 g++e’ 

了 .2 
5 (: 十 3) 2 (90.20) 
1 p p hw m 

及 二 
了 (2 3) > 和 


其 中 pi() =p( 一 挛 ; 忽略 了 比 m/e 更 高 阶 的 项 . 于 是 我 们 最 后 得 到 
ss = PR2 RiL(7), 
(90. 2 


有 BR 一 让 二 (1+ Ge I)(42 —iB, xo).:e: +6- o)(A1+iB! xo):e 


因子 3(1+C.0) 为 初 态 与 终 态 电子 的 2 列 极 化 密度 答 隆 
我 们 来 考虑 辐射 强度 对 光子 和 终 态 电子 的 极 化 求 和 并 对 初 态 电子 的 极 化 
平均 . 在 简单 的 计算 后 , 这 些 运算 给 出 ,@ 


5 和 BR = Su 3 (S$) (2). 





2 
我 们 可 以 以 足够 的 精确 程度 取 
Te m? 1 
a a 3 37 





将 这 些 表示 代入 (90.21) 式 , 再 代入 (90.10) 式 给 出 


2 oe 2 2 /2 
e” » m EE” vy 
dr = -za duwdon 各 (到 十 je WOT ) 








io7E 12 
x exp 全 本 @ 一 RV 十 到 } d7. (90.22) 
@ 这 个 计算 还 利用 了 如 下 结果 .在 对 e 求 和 时 ， 
>》 (ui “elj(ba .ee) 一 201 v2 — (VN) (v2 .nn). 
将 (90.21) 代 人 (90.10), 我 们 可 以 分 部 积分 ,注意 到 
(v1 . m2) exp (ER : ri] 二 所 exp (iSk ， mi] 3 


以 及 对 vo.n 类 似 的 结果 . 结果 , 在 其 余 的 积分 中 避 .nn 和 wo.n 可 以 用 因子 1 来 替代 . 
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这 个 公式 可 给 出 辐射 强度 的 频率 分 布 与 角 分 布 . 
为 了 求 出 频率 分 布 , 我 们 对 don 积分 . 如 将 v 的 方向 取 为 极 轴 , 并 将 n 与 
2 的 夹 角 取 为 3, 则 有 





Nn:V=vVcosY, don = sinydvdy, 


和 积 4 


LTE 275E/ iwrTev iwrey 
exp on. DO dO exp 一 exp -jr 


当 将 此 式 代 入 (90.22) 式 时 得 到 两 项 , 只 有 第 一 项 需要 保留 , 因为 第 二 项 包含 
一 个 变化 更 快 的 指数 函数 (用 因子 1+o sx 2 代替 小 量 1 一 vm2/2e?). 因此 


二 oo /2 7T2 
= 人 (到 十 2 ， v7?) ep{- 2 ( 过 由 十 号 地 ) } dr7. 
按照 艾 里 函数 更 的 积分 表示 ( 见 第 三 卷 , 8b), 第 一 项 简化 为 艾 里 函数 的 积 
第 二 项 则 简化 为 其 微 商 . 最 后 结果 为 




















dl em?2w 「 /2 2 fw 
=| oat (E+) | 0023) 
1/2 2 2/3 
人 (90.24) 
Bp €2 \e/wo 


(A. 1H. Hirtos, B. H. Paryc, 1967). 这 个 频率 分 布 在 zx ~ 1 时 有 极 大 值 ; 对 
X < 匀 工 ;我 们 得 到 (90.1), 而 对 X 六 1 得 到 (90.4). 在 经 典 极限 , ji < es ss， 
2 As (w/wo)3 (m/e)2; 圆 括号 中 的 第 二 项 是 小 量 , (90.23) 变 为 经 典 公式 (第 二 卷 ， 
(74.13)). 
图 15 给 出 不 同 x 值 的 频率 分 布 . 此 图 画 出 量 
1 dl 
3/21a d(w/we) 








与 w/w 的 依赖 关系 系 ， 一 其 中 


EX 2e2mm2X2 2e4H?2e? 


‘2/34+x "4 3 3md 
量 i 为 总 辐射 强度 的 经 典 值 (参见 第 二 卷 , (74.2)). 
要 计算 总 辐射 强度 , 必须 将 (90.23) 式 对 w 从 0 积分 到 s. 我 们 将 此 积分 
变 成 对 z 的 积分 , 注意 到 








1 
=e (1- TraF) 








890 同步 辐射 .375. | 


— 











3 
xs 


0 



































因此 xz 从 0 变 到 oo. 在 (90.23) 式 中 的 第 一 项 进行 两 次 分 部 积分 , 我 们 得 到 
ee277p2X2 4 十 5X23/2 十 4X 
2 下 ( 工 十 XZ3/ 
图 16 给 出 函数 KxX)]Aa 的 图 形 . 


T/Ta 


i (90.25) 





0.8 








0.6 





0.4 








0.2 
0 05 10 1.5 3X 


图 16 
当 x 之 1 时 ,积分 中 的 重要 区 域 为 z ~ 1 附近 .将 被 积 函 数 按 x 的 级 数 展 
开 , 并 利用 如 下 公式 进行 积分 
/ods = 3D/er (¥ vl 
[ zx’ (z)dz 一 3 TG +)r (+a) 


我 们 得 到 
r= (te) (90.26) 
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当 X 六 1 时 , 积分 中 的 重要 区 域 在 xz3 ~ 1 附近 , 也 就 是 , z 之 1 的 区 域 . 
因此 , 在 一 级 近似 , 我 们 可 以 将 (z) 换 成 到 (0) = -ar (3 ) /2Vi, 于 是 积 
分 导致 结果 


32T(2/3)e?m? ,, ,2 em? / He \*/ 


同步 辐射 还 会 引起 在 场 中 运动 的 电子 出 现 极 化 (A. A. Coronos, I. ML. 
TepaoB, 1963). 为 了 讨论 这 个 问题 , 我 们 必须 求 出 带 有 自 旋 反 转 的 辐射 跃迁 
在 (90.21) 式 中 取 各 = 一 lr 三 4, |4|=1, 我 们 有 


To 


RR 一 Bi .B,» be (e* ‘Bi)(e:B,) i (er” :Bl x C)(e.B» x ¢) —i(¢:e”)(e.Bi x B,). 
对 光子 的 极 化 求 和 , 经 简单 的 计算 后 给 出 ， 


SRR = (Bi Ba)(1— (Cn)’) + (Cm)(n. BC. Bo) 
(90.28) 
+ 人 Ba Bi) -i(¢ — n(n.O)). Bix Bz. 


我 们 将 假设 x < 1 并 且 只 求 概率 按 拟 展开 的 级 数 中 的 主 项 . 由 于 表示 式 
(90.28) (由 (90.20) 给 出 的 B) 已 包含 让, 所 有 其 余 的 量 s, 包括 在 (90.18) 式 中 
的 指数 上 的 量 , 可 以 换 成 =. 


利用 展开 式 

Ww 和 m 
Bi = 辫 人 -w+39+o)， 
他 和 mm 
By (yy = =) 
2 冯 (mn DO 二 

73 

人 


将 (90.28) 代入 (90.21) 式 并 因此 代入 (90.10) 式 , 我 们 求 出 单位 时 间 的 微分 跃 
迁 概率 (dw = d1/hiw). 对 d3k 的 积分 利用 如 下 公式 完成 


[Ue 2 (6) mi (90.29) 
其 中 在 此 情形 


2 2,,2 
m2 72w 
2Z0 一 T， ZF=r2 一 91， 太史 + 2). 














891 在 磁场 中 由 光子 产生 电子 对 .377. 





计算 结果 为 
a /en\s 3 dz 
Xxmz (3 af (I+ 22712) 
3 5 1 5 ee 
区 和 到 (+ ) -x ， 


其 中 z = Twoe/m 而 且 积 分 回路 经 过 实 轴 下 面 , 且 在 下 半 平 面 闭合 . 在 完成 此 
积分 后 , 我 们 最 后 得 到 带 有 自 旋 反 转 的 辐射 跃迁 的 总 概率 


5V3a 名 /en\s 2 8V3 e 
20 一 一 一 (三 ) 8 (4 一 a Se 葵 共 ; (90.30) 











16 m2? \m 


其 中 =Cwv, =C: 耳 /H. 这 个 公式 对 电子 (e < 0) 与 正 电子 (e > 0) 都 成 立 . 
概率 (90.30) 与 纵向 极 化 | 的 符号 无 关 , 但 与 6 的 符号 有 关 . 因此 由 辐 
射 产生 的 极 化 是 横向 的 .对 于 电子 , 从 自 旋 平行 于 这 个 场 的 态 (4 = 1) 跃迁 
到 反 平 行 于 这 个 场 的 态 的 概率 要 比 相反 跃迁 的 概率 大 . 因此 , 电子 的 辐射 极 化 
反 平 行 于 这 个 场 , 并 且 定 态 的 极 化 率 为 ( 当 | = 0 时 ) 
wi = 1) ~ wt =1) _ 8V3 


Bw 


正 电子 则 是 平行 于 这 个 场 极 化 的 , 极 化 率 相同 . 


891 在 磁场 中 由 光子 产生 电子 对 


磁场 中 由 一 个 光子 产生 电子 - 正 电 子 对 和 同步 辐射 是 同一 反应 的 两 个 不 
同 的 道 . 因此 电子 对 产生 过 程 的 振幅 Mryi 可 以 由 同步 辐射 振幅 通过 如 下 简单 
的 变换 得 到 








ep 一 5 一 Di Ep 一 一 一 D-; wk o—w,—k (91.1) 


(这 里 e_, p_ 与 e4, p+ 为 电子 和 正 电子 的 能 量 与 动量 ; es, p 与 es, P' 为 同步 辐 
射 中 电子 的 初 态 与 终 态 的 能 量 和 动量 ). 用 角度 和 大 小 表示 , 动量 按照 如 下 式 
子 变换 

Ip| Ip+l, 2 这 Ip_1,0 TT 一 0+,0 让 0-，,% PT, (91.2) 
其 中 904 为 pi4 与 上 之 间 的 夹 角 , o 为 kp+ 平面 与 kp_ 平面 之 间 的 夹 角 . 


@@ 这 从 以 下 事实 也 是 显而易见 的 : 所 得 到 的 极 化 轴 矢 量 必须 沿 五 方向 , 而 它 也 是 
这 个 问题 中 出 现 的 唯一 轴 矢 量 . 
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对 于 同步 辐射 , 截面 用 如 下 振幅 给 出 


1 d3p’d3k 
一 fr 一 一 Sec 一 一 上 一 一 
| ee i (2m)5 


( 见 (64.25) 式 ); 8 函数 通过 对 <e' 的 积分 消去 . 因为 在 现在 这 个 情形 , p' 与 天 是 
独立 的 变量 , 而 且 


d3p = |p'je'de'do， d3k = w?diwdon, 
我 们 简单 的 作 蔡 换 


6(e 一 e —w)d3p' dk 一 wl|p’ le’dondo'dw. 


(91.3) 








Ee 加 | 
WwW / 
do = HP dnd dw. (91.4) 
对 于 由 光子 产生 电子 对 , 截面 由 如 下 振幅 给 出 
网 d3p+d3p_ 
da 一 Wl © 站 E_) (27)5 
或 者 , 在 消去 8 函数 后 ， 
dc 一 MMR pe do+do_dE+. (91.5) 





与 (91.4) 式 比较 表明 , 为 了 由 同步 辐射 截面 得 到 电子 对 产生 截面 , 我 们 必须 在 
(91.4) 式 中 作 变 换 (91.1), 乘 以 





D+ de+ 


4 (91.6) 


并 将 do'dox 换 成 do+do_， 

在 极端 相对 论 情形 w 之 m'@ 这 可 以 在 890 推导 的 公式 中 做 . 这 里 假设 电 
子 对 中 的 两 个 粒子 都 是 极端 相对 论 的 ; 因此 , 很 容易 证 实 , 在 890 所 用 过 的 所 
有 近似 都 仍然 是 正确 的 . 

特别 是 , 由 非 极 化 光子 产生 电子 对 的 概率 , 对 电子 与 正 电 子 自 旋 投 影 求 和 
并 对 电子 发 射 方向 积分 , 通过 在 (90.22) 中 作 变 换 (91.1) 得 到 (或 者 在 dT/dw 
的 表示 式 中 ), 将 d3k = w2dwdo 换 成 d3p41: 


2 dpr /2 12 +e ,, 
dw = 一 一 -一 一 3 — WoT 
4 w oo NE+E_ 4E2 


2 
x op {EE ( -V+ + 了 ) } er (91.7) 


G 在 本 节 我 们 仍 取 无 = Lec= 1 
@ 更 准确 地 说 , 我 们 必须 有 wsin8 六 m 其 中 心 为 天 与 互 之 间 的 严 角 ; 因此 , 当 


9 二 0 时 , 不 会 产生 电子 对 . 以 后 我 们 将 取 5 二 3 
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其 中 wo+ = |e|H/et; 而 mn 为 平行 于 光子 动量 的 单位 矢量 , 它 处 于 垂直 于 磁场 
的 平面 内 . 积分 用 与 890 同样 的 方法 完成 , 并 且 (由 于 (91.7) 式 仅 依赖 于 n 与 
v+ 之 间 的 夹 角 ) 积分 对 do 还 是 对 don, 进行 是 没有 关系 的 . 因此 , 结果 可 以 
直接 与 (90.23) 类 比 而 直接 得 到 : 

















dw = A 和 隐 BE dE 十 G 一 va】 vo) | (91.8) 
但 现在 其 中 
He 2 lelHw BlelHw 
RS (se) ， X= (= 5 ) | (91.9) 


单位 时 间 总 的 电子 对 产生 概率 可 通过 将 (91.8) 式 对 4 积分 求 出 ; 由 于 ej 
与 a_ =w -et 有 明显 的 对 称 性 , 只 要 从 0 到 3 积分 两 次 就 足够 了 . 通过 将 
变量 从 e， 变 到 > 并 在 (91.8) 的 第 一 项 进行 分 部 积分 , 我 们 得 到 


3 00 3/2 _ 1/2 3/2 _ @’ 
,lel 人 
MY VT .jay se)2/s 2Z3/4 2Z1L4(Z3/2 — 4/2)1/2 








(91.10) 
(A. H. Huruamos, B. H. Paryc, 1967). 
在 弱 场 极限 (x < 1), 靠近 下 限 的 x 值 在 积分 (91.10) 中 是 重要 的 . 因为 
这 些 值 是 大 的 , 我 们 可 以 采用 艾 里 函数 的 渐 近 表示 ， 


( 见 第 三 卷 的 数学 附录 6b)， 积 分 变量 为 y = za/2 - 4/x, 并 且 只 要 可 能 就 取 
y = 0, 通过 计算 我 们 求 出 
33/2|el3H 8 : 
也 一 3 exp (- 总 ) ， xXx1. (91.11) 
概率 当 x 一 0 时 指数 衰减 , 对 应 于 在 经 典 极 限 不 可 能 产生 电子 对 . 
在 相反 的 强 场 极限 (x > 1), 在 (91.10) 中 只 有 第 二 项 是 重要 的 , x 的 主 
要 范围 在 使 得 z3/? ~ 1/x 之 1 的 区 域 . 在 此 区 域 , (xz) 可 以 换 成 @'(0) = 
_31/6T G) /2 利用 如 下 积分 公式 
pl TY ~ Tp) 
.| y "(y— 1 dy FD 
我 们 求 出 








_ 3.5T?(2/3) |ePH _ (0 ;glelH 
~ 24/3.7x1/2T(7/6) mx/3 ~ mxl/3’ 
函数 mw(xc)/|eP 五 在 x 伟 11 处 有 一 个 最 大 值 0.11. 


也 2 六 1. (91.12) 


. 380 ， 第 十 章 ”电子 与 光子 的 相互 作用 
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本 节 以 及 接着 的 几 节 , 我 们 将 讨论 一 个 重要 现象 一 一 贺 致 辐射 , 即 在 粒 
子 间 碰撞 中 发 射 的 辐射 . 我们 将 先 考 虑 电子 与 原子 核 闻 的 非 相 对 论 性 碰撞 , 假 
设 原 子 核 保持 静止 ; 也 就 是 说 , 我 们 考虑 电子 在 一 个 固定 中 心 的 库仑 场 散 射 的 
辐射 (A. Sommerfeld, 1931). 

我 们 从 偶 极 辐射 概率 公式 (45.5) 出 发 : 


dw = (w?/2mjle* .apij2dok. (92.1) 


在 现在 的 情形 , 电子 的 初 态 与 终 态 均 属于 连续 谱 , 光子 的 频率 
1 


2 12 
二 一 -一 一 92.2 
Ww SP 了 站)， ( ) 


其 中 p= mw 与 p' = mwv' 为 电子 的 初 态 与 终 态 动 量 . 如 果 初 态 与 终 态 波 函 数 
归 一 到 “每 单位 体积 有 一 个 电子 ”(V = 1) 表示 式 (92.1) 在 乘 以 d3p'/(2x)3 并 
除 以 人 射流 密度 v/V =w 后 , 就 将 给 出 发 射 光子 kk 进入 立体 角 do% 同时 电子 
散射 进入 态 的 范围 dap' 的 截面 dokp. 将 偶 极 矩 da = er 的 矩阵 元 换 成 动量 的 
矩阵 元 : 
€ 
dfi = To mer 

我 们 可 将 截面 的 表示 式 写 成 如 下 形式 :@ 

we? 


来 . 2d 3 9: 
Bmple pril dopd’p’, (92.3) 


dogp’ we 


其 中 
pfi 三 [ ww = = / Wveass, 
对 wi 与 wy 我 们 必须 采用 在 一 个 吸引 库仑 场 中 运动 的 精确 波 函 数 , 其 渐 


近 形 式 由 一 个 平面 波 和 一 个 球面 波 构 成 . 球面 波 在 yr 中 必须 是 人 射 的 , 而 在 
wi 中 则 必须 是 射出 的 ( 见 第 三 卷 , 8136). 这 些 函 数 为 





Wi = AieiP'"F (iv, 1,i(pr ~ p:7)), v= ; 


pr = 47eip 7F( 一 jz 1 —i(pr+p :7)), v= 3 





四 在 本 节 中 ,2 与 p' 分别 标记 |p| 与 |p 
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归 一 化 因子 为 


4i = e™/2T(1 — iv), 


(92.5) 
Aj = ew fT(L + I). 


由 于 
VF(iv, l,i(pr ~ p :7)) = i(pr/r ~ PF = (0 
我 们 可 以 将 梯度 Vwi 写成 


,i RD OE 

vi a () . 

在 乘 以 她 并 积分 后 , 由 于 wi 与 $y 是 正 交 的 , 第 一 项 消失 了 . 因此 和 矩阵 元 pr 
为 


oJ 
pFi = iAi;Arp——, 92.6 


其 中 J 用 来 标记 如 下 积分 : 





-ig'r 
a . FO, Lilpr + pr)P(v, Lilpr ~ pr))d, 


(92.7) 
q=p—p. 


符号 5/8p 已 经 移 到 积分 号 外 边 , 理解 为 在 J 的 微 商 中 , 量 v, v', g 被 看 成 是 
独立 的 参量 , v 与 g 只 是 在 微 商 以 后 才 用 p 来 表示 . 

积分 通过 将 合流 超 几 何 函 数 的 回路 积分 表示 来 计算 . 这 里 我 们 将 只 给 出 
结果 :@ 


J = BF(Giz iz 1, z) 
B=Ine™(-q -2g.p (gq -2g.p) (ga)!, (92.8) 
q (pp' +p:p)— 2(g:p)(g:p) 
(g? ~ 2g:p)(g? 十 29 人) 
这 里 F(iv',iv,1,z) 为 完全 超 几 何 函 数 . 
在 完成 (92.6) 式 中 的 微 商 后 , 我 们 可 以 取 gq = 2 一 p; 于 是 有 


站 三 沁 


z= -2 f=(p-p)(—2) (92.9) 


这 个 计算 是 由 A. Nordsieck 给 出 的 (Phys. Rev 93, 785, 1954). 
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(z <0). 还 要 指出 ， 
-gq -2g.p=g -2g.p =p-p?>0. 
这 样 , 我 们 就 求 出 矩阵 元 的 最 终 表示 式 为 
8nie™—™ p+p —i(v+r’) 
A 
1 @ 一 pr)5p 十 7 CC 
x(1— 2 1ivpgF(z) + (1 — z)F’(z)(p'p 一 pp )]， (92.10) 
其 中 为 简洁 起 见 , 我 们 已 经 取 
F(z) = F(iv’, iv, 1, 2). (92.11) 
截面 通过 将 (92.10) 代 人 (92.3) 得 到 , 但 是 普遍 的 公式 很 长 而 且 不 好 理解 . 
因此 我 们 将 直接 计算 辐射 的 谱 分 布 , 也 就 是 将 截面 对 光子 与 终 态 电子 的 方向 
积 
对 dow 积分 和 对 光子 极 化 求 和 等 价 于 对 所 有 方向 e 求 平均 并 乘 以 2 x 4n， 
也 就 是 , 作 代 换 
交 87 
eiekdop 一 ik: 
于 是 截面 为 i i 
ee LUC p 本 we? Wwe’p’ 
We Bp Pl 有 673p 
lpyi|? 的 数值 用 (92.9) 一 (92.11) 式 以 及 如 下 公式 来 计算 : 


IFG ~ iv) | = 


一 :一 Phij?dwdow， (92.12) 


Tv 
sinh rz 


结果 为 
jp 28r4(ZFe2)27m2 
0 


x 储 -PP 一 z 轩 人 十 这 


为 将 截面 (92.12) 对 dop, = 2xsin 948 积分 , 我 们 将 变量 从 9 (散射 角 ) 变 











要 Fp)} . (92.13) 


2 
2pp/ oe 
和 二 二 (1 — cosd), dop 
为 对 z 积分 , 我 们 将 (92.13) 式 括号 中 的 表示 式 作 如 下 变换 . 按照 超 几 何 函 数 


的 微分 方程 ( 见 第 三 卷 (e.2) 式 ), 我 们 有 
z(1 — ZF “十 由 一 (十 也 十 这 )z]R 二 zzF = 0, 
z(1— ZF" +1 (1 ivi 十 zz F* = 0. 


二 加 2 
Ls ee 
pp 
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将 这 两 个 方程 分 别 乘 以 F* 与 F 并 相 加 , 我 们 得 到 


d ja i(y+v)z 
本 *F Ee i 
(1 —2) be 十 F™*F) 一 2z|F| 十 > 


水 fn* 2vv Pe 
(F*F + FF*)+ ee = 0. 
于 是 , (92.13) 式 括 号 中 的 表示 式 变 为 

{ = PE + F*F) (92.14) 


从 而 积分 可 简单 直接 进行 . 
综合 以 上 公式 , 我 们 求 出 在 频率 范围 dw 内 轨 致 辐射 截面 的 最 终 表示 式 : 
64n2 


2 
do = ss Z’are rp 














2 m2e? p I d 3 dw 
p (1 a e 一 2r )(e2mr ee 1) ae (8)| ) 3 (92.15) 


Zamce Ze? Ze? 
Ss 二 /一 一 一 / 一 2 — 2miw 
其 中 > ， 和 





4 7 
F(S) = F(iv,iv,1,€), €= i 


我 们 来 考虑 一 个 极限 情形 , 当 速 度 v 与 w 都 很 大 使 得 > <1,v' <1 (但 
是 , 当然 仍然 有 v 之 1 所 以 Za v1; 只 要 2 足够 小 这 是 可 能 的 ). 为 计算 
这 个 情形 的 微 商 F'(6), 我 们 用 到 如 下 公式 


SF(o DT z) = F(a +1,6+1,7Y+1,2), 
此 式 容易 从 超 几 何 级 数 简单 地 作 微 商 得 到 . 于 是 
Fé) Siv ivF(l,1,2,é€) = 全 mn( 一 与 
最 终 的 方程 从 直接 比较 对 应 的 级 数 明 显得 出 . 对 于 函数 P(E) 本 身 , 我 们 简单 


地 有 
F(é) ~ F(0,0,1,€)=1. 


于 是 , 由 (92.15) 式 得 到 


16 2 vt+tvdv Ze Ze? 
= — Jars In rs 92.16 
dow 3 Ver ovVw’ fo 0 ( ) 





v 与 v' 小 正好 是 库仑 相互 作用 情形 下 玻 恩 近似 成 立 的 条 件 . 因此 , 公式 
(92.16) 式 本 身 可 以 用 微 扰 论 更 简单 地 直接 得 到 (见习 题 1). 
@ 公式 (92.15) 一 (92.25) 是 用 通常 单位 给 出 的 . 
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现在 设 有 一 个 快速 电子 (> < 1) 由 于 辐射 而 损失 其 相当 大 部 分 的 能 量 ， 
因而 vw 之 v 且 vw’ 可 以 不 很 小 . 于 是 





-é~ 4p /p= /rv 1, F(é) ~ F(iv’,0,1,€) = 1, 
了 (9 oS -vv Fl +iv,1,2,€) 全 一 wz 


截面 为 
64T CN3 1 dw 
二 二 2v2 (一 ee 
0 3 ot"e 1 — exp(—2nxZe2/hw’) w 
(92.17) 
2 1 3 之 1 
hv ”fv 个 


当 vy < 区 1, 这 个 公式 得 出 与 (92.16) 在 v' <w 时 同样 的 极限 表示 式 : 


这 样 一 来 , 公式 (92.16) 与 (92.17) 合 起 来 就 覆盖 了 wv 的 整个 范围 ( 当 v < 及 1 
时 ). 

当 w 一 wo 时 , 其 中 fwo = Sm 速度 vw 一 0, v' 一 co. 在 此 极限 情形 下 ， 
(92.17) 式 给 出 


128x 2 /C3 hdw 
dow = 一 一 Z3a272 一 -一 ， 人 
Ow a Zar (5) 万 (92.18) 


因此 do /dw 在 w 一 wo 时 , 趋 近 于 一 个 有 限 的 极限 . 这 可 以 根据 类 似 于 第 三 
卷 8147 给 出 的 论据 以 一 种 普遍 的 方式 加 以 解释 . 其 物理 的 原因 是 wo 只 是 地 
致 辐射 连续 谱 的 极限 . 电子 还 可 以 进 到 束缚 态 并 发 射 更 大 频率 w > wo 的 辐射 . 
但 是 库仑 场 的 高 激发 束缚 态 几 乎 和 靠近 其 极限 的 自由 态 相同 . 因此 , 连续 谱 与 
离散 谱 的 边界 并 非 物 理 上 可 严格 区 分 的 . 

我 们 现在 来 考虑 两 个 参量 由 z 交工 的 情形 . 初 态 与 终 态 电子 的 运动 都 是 
准 经 典 的 . 假如 条 件 i < p?/2m 也 满足 , 那么 和 矩阵 元 也 是 准 经 典 的 . 于 是 量 
子 力学 公式 必定 变 为 经 典 理论 给 出 的 结果 ( 见 第 二 卷 870). 然而 , 我 们 将 假设 
22/2m ~ hiw, 因此 我 们 需要 函数 F(e) 当 vw 一 oo0 且 <E 一 1 工时 的 渐 近 表示 式 ; 
更 精确 的 条 件 将 在 下 面 给 出 , (92.24) 式 . 

为 了 推导 这 个 表示 式 , 我 们 从 超 几 何 函 数 的 积分 表示 出 发 ， 见 第 三 卷 , (e. 
3) 式 , 将 其 写成 


一 FID 


F(inziiz ,LS = 





这 z 一 1 1 一 人 一 一 jy” yf 5 
二 由: (Om) a, (9219) 


其 中 
n=v/v, 0<n<], 
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所 以 


3 
Fr (92.20) 


积分 回路 如 图 17 所 示 , 沿 实 轴 通 过 并 避 开 t=0 和 t=1 这 两 个 点 . ©@ 


图 17 


当 vv 泡 1, 在 这 个 回路 的 下 面部 分 的 被 积 函数 是 小 的 , 可 以 略 去 . 在 向 
下 绕 过 t= 0 点 时 , 被 积 函数 乘 以 一 个 小 因子 exp( 一 2xmv), 而 在 向 上 绕 过 t= 1 
点 乘 以 exp(2xnv). 积 


7 


F= S/F f(t) 二 iln (92.21) 


2ni 


PN se 
(1 ~t)7(1 — é&t) 


可 用 鞍点 法 计算 . 鞍点 如 由 条 件 (to) =0 给 出 , 由 此 如 = 50 一 才 . 然而 . 在 
这 个 点 , 微 商 7(t6) 也 为 零 , 因此 我 们 必须 写 出 


HE) flto) + Br T=t to, 





1 1 | 16 
ft) = Zn ti + nT = "(0) = ry 
被 积 函 数 中 指数 的 系数 1/t 可 写成 
1 1 7 


一 名 一 一 


(这 里 我 们 不 能 简单 地 只 取 项 1/to, 因为 这 会 使 得 (92.15) 式 中 的 微 商 d|F(&)|?/dé 
变 为 零 ). 因此 在 积分 中 作 明 显 的 代 换 后 , 我 们 有 


1 
[4 to (Gr 3 exp{ 一 TD 十 zto)} 


人 人 iz3/3 i izw3/3 
x | 人 dz 二 + 二 f-_ Te dz 2 (92.22) 
@ 对 超 几 何 函 数 Flc, 6,m,6) 回路 的 选取 应 该 使 得 函数 

V(t) = etto 7ti ~ 1)'™° 


在 通过 回路 时 回 到 其 初 值 . 当 7 为 整数 时 (这 里 , y = 1), 所 选取 的 回路 满足 这 个 条 件 . 
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这 里 的 两 个 积分 分 别 为 
i 2r 3 73 
三 一 31/ 
2 cos 本 dz 一 3273T(273)’ 2/ zsin 本 dz = 316T(2/3)， 


微 商 R(6 可 类 似 地 计算 ; 按照 (92.19) 式 , 它 由 一 个 积分 给 出 , 这 个 积分 与 
(92.21) 的 区 别 仅仅 是 指数 上 的 系数 1/ 主 换 成 vw/(1 一 约 . 因此 , 简单 的 计算 就 
得 到 如 下 结果 站 站 
ee 2 一 9 
azlr(e)| 和 
最 后 , 将 此 代入 (92.15) 以 必要 的 精确 性 给 出 简单 的 表示 式 








do (92.23) 


此 式 成 立 , 即 渐 近 表示 式 (92.22) 成 立 的 条 件 , 是 (92.22) 的 第 二 项 必须 远 远 小 
于 第 一 项 : (1 一 p)v > 1, 或 者 , 将 超 几 何 函 数 的 参量 用 物理 量 表示 , 此 条 件 为 


vy my 


ee .24 
> FE (92.24) 


条 件 (92.24) 与 吸引 库仑 场 的 经 典 辐射 理论 的 “高 频 极限 ”条 件 是 一 致 
的 , 用 (92.23) 式 中 的 do 构成 的 量 和 dow 就 和 在 此 极限 下 经 典 的 “有 效 滞 
阻 ” 表 示 一 致 ( 见 第 二 着 (70.22) 式 ) . 对 这 个 结果 还 需要 作 一 点 说 明 . 我 们 指 
出 , 为 了 应 用 经 典 辐射 理论 , 除了 要 求 运动 是 准 经 典 的 以 外 , 还 要 求 光 量子 的 
能 量 比 电子 能 量 小 得 多 , 即 条 件 : 知 < mw2?/2, 但 在 推出 (92.23) 式 时 并 没 假定 
有 此 条 件 . 实际 上 , 量 小 并 不 是 与 电子 在 无 穷 远 的 能 量 相 比 的 , 而 是 与 电子 
在 发 生 辐射 的 这 段 轨迹 上 的 动能 相 比 的 . 由 于 电子 在 离子 场 中 的 加 速 ,这 时 的 
能 量 要 比 初始 能 量 大 得 多 . 

事实 上 , 高 频 辐 射 主要 发 生 在 与 离子 的 距离 较 小 的 散射 中 , 在 此 处 

















V(r)/r ~ w. (92.25) 


(我 们 用 v(7) 标记 与 离子 距离 为 > 的 电子 速度 , 以 区 别 于 电子 在 无 穷 远 的 速度 
0). 考虑 到 此 时 Ze2jr ~ mw?(7), 我 们 求 出 , 在 发 生 辐 射 的 轨迹 上 , 电子 的 动能 
为 : 
mv?2{r) _m (~ 本 my? 人 IO 
2 2 2 
因此 , 即使 发 射 数 量 级 为 mv2/2 的 光量 子 , 也 不 会 对 发 生 辐 射 的 那 段 轨迹 上 的 
运动 有 大 的 影响 , 所 以 , hw 小 的 补充 条 件 也 就 不 需要 了 . 
我 们 还 要 指出 , 在 给 定 动量 失 及 的 条 件 下 , 区 间 (92.25) 内 的 运动 是 和 初 
始 能 量 无 关 的 . 相应 地 , 飞行 在 此 轨迹 时 辆 射 的 能 量 (在 第 二 卷 870 中 用 dé。 


m mv 
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标记 ) 也 仅 与 有 关 . 将 辐射 概率 dE /jiws 乘 以 2xpdp (p 为 瞄准 距离 ), 再 对 所 
有 的 p 积分 就 可 得 到 截面 dc。 既然 在 准 经 典 情形 


pdp = 1dl/ (m2v?), 


由 此 得 到 do = 1/o2, 对 应 于 (92.23) 式 . 以 上 讨论 解释 了 为 什么 在 此 公式 中 
出 现 的 是 电子 的 初速 度 (而 非 末 速度 ). 

为 了 找到 在 如 下 整个 范围 : (1 一 nv ~ lz 六 1 内 的 经 典 公式 , 我 们 必须 
求 出 超 几何 函数 在 鞍点 接近 于 奇 点 上 = 0 时 的 渐 近 形式 ; 这 里 我 们 就 不 讨论 
了 , 因为 结果 是 明显 的 . 

所 有 以 上 的 公式 都 是 用 于 吸引 的 库仑 场 中 的 . 对 于 在 排斥 势 中 发 射 的 
截面 可 以 由 (92.15) 通过 改变 v 与 的 符号 得 到 . 特别 是 , 极限 的 性 恩 公式 
(92.16) 保持 不 变 , 但 是 在 极限 v < 1, ” 一 co 时 , 代替 (92.18) 式 , 我 们 有 


12 V2me? 瑟 
和 go 272 中 | ‘on( 2mc 2 dw 





人 (92.26) 


即 微分 截面 在 w 一 wo 时 指数 地 趋 于 零 . 这 个 结果 也 是 合理 的 : 因为 在 排斥 场 
中 不 存在 束缚 态 , 于 是 , 频率 wo 就 是 辐射 谱 的 真实 边界 . 
习题 


1. 在 玻 恩 近似 下 , 求 具有 不 同 荷 质 比 ef/m 的 两 个 粒子 非 相 对 论 性 碰撞 的 
韦 致 辐射 截面 . 
解 : 两 个 具有 电荷 el, ez 和 质量 mi, mma 的 粒子 在 其 质心 系 中 的 偶 极 矩 为 











其 中 二 mim2z/(mi 十 m2),T 二 71 一 72. 因此 
d= (各 所) r= (Es 2 vas 
m1 ma m1 m2 7 


四 DP-p 
dp'p 一 一 二 (dpp， Ce a 2 


其 中 p= Ho, Pp = Jw' 为 相对 运动 的 动量 , 这 是 由 平面 波 名 








答 阵 元 为 





Wp Wa eip 了， Wp a iP" 


@ 两 个 粒子 用 一 个 具有 约 化 质量 的 粒子 来 代 蔡 , 当然 这 只 有 在 非 相 对 论 情形 才 是 
允许 的 . 
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再 利用 如 下 公式 计算 得 出 的 





对 极 化 求 和 后 , 辐射 的 角 分 布 由 因子 sin? 日 给 出 , 其 中 日 为 光 于 方向 
与 矢量 g 之 间 的 夹 角 , 它 位 于 散射 平面 内 ( 见 (45.4a) 式 ). 
在 对 光子 的 方向 积分 后 , 我 们 有 


16 。 2/ cl 62 2 dw sin0d0 
dowe = 6163 -一 - 
3 m: maj v w vv 2 cos0 





其 中 0 为 散射 角 . 最 后 , 对 0 积分 给 出 


16 2 ,2 el ea 2 
ml m2 02 VV w 





对 于 在 固定 中 心 的 库仑 场 中 的 辐射 , 这 个 公式 等 价 于 (92.16) 式 . 

2. 在 玻 恩 近似 下 , 求 两 个 电子 非 相对 论 碰撞 的 轨 致 辐射 截面 .名 

解 : 在 此 情形 , 没有 偶 极 发 射 , 因此 我 们 必须 考虑 四 极 辐射 ,在 经 典 理 论 
中 , 四 极 辐射 总 强度 的 谱 分 布 为 


I, = (1/90)|(Dir),l’, 


其 中 Dik 一 》，e(3zizk — r26ig) 为 一 个 电荷 系统 的 四 极 矩 张 量 .@ 对 两 个 电子 ， 
在 质心 系 中 , 我 们 有 


€ 
Di 二 3 (3Xizk a r26ik), To 二 7T] ~ To. 


在 量子 理论 中 , 侍 里 叶 分 量 必须 换 成 矩阵 元 (参见 545 关于 偶 极 发 射 的 讨论 )， 
对 波 函 数 作 适当 的 归 一 化 (平面 波 ) 并 除 以 光子 能 量 w, 我 们 得 到 电子 散射 进 
入 态 范围 d3p' 发 射 辐射 的 鹤 面 : 

d3p/ 
v27)3 
@ 碰撞 速度 v 满足 条 件 a < e?/tw < 1 经 典 情形 (ez/ 冯 六 站 在 第 二 卷 871 的 习题 


中 讨论 过 了 . 
回 此 公式 是 从 第 二 卷 (71.5) 式 用 该 书 从 (67.8) 式 推出 (67.11) 式 的 同样 方法 得 到 的 . 


J 
dap' = |(Dir)ppl 
90w 























892 电子 -原子 核 贺 致 辐射 . 非 相对 论 情形 389 





其 中 心 = 2p/m 为 相对 运动 的 初速 度 ; 发 射频 率 为 w = (p? 一 p2)/mm. 
算 符 方 通过 算 符 万， 与 哈密 顿 量 


的 三 次 对 易 来 计算 , 等 于 中 


六 2e3 [ /ri 

Ds = |6 (3 Px + Pi 号 ) +6 (三 -3 十 入 
人 TiThkTI Zr 

-9( 5 访 十 次 3 ) -8 (局 六 二 讽 志 )| 


由 于 两 个 粒子 (电子 ) 是 全 同 的 , 矩阵 元 由 如 下 波 函 数 计算 





二 ip'r 一 名 , ip’ :7 —ip’:r 
Wp = 士 e )， wp a 士 e ); 
其 中 符号 十 与 一 对 应 电子 总 自 旋 为 0 与 1 的 态 (交换 电子 对 应 于 改变 7 的 符 
ee 
过 兄长 的 计算 , 对 辐射 的 谱 分 布 得 到 如 下 公式 : 
4 37z2 
de {7- (2 二 2 
12(2 一 Z) 一 7(2 一 2Z)2z2 一 3z4 " 二} Vi—z 
(2—7z)3Vi—z VT ba 
其 中 二 w/e 与 a 二 2/m 为 电子 相对 运动 的 初始 能 量 ; 鹤 面 为 其 对 电子 的 总 
自 旋 求 平均 得 到 . 由 于 辐射 损失 能 量 的 蕉 面 为 


1 后 
= wdo, = 8.1ar? 
< .JJ0 





dz, 


(B. K. Benroman, 1952). 
3. 求 一 个 原子 核发 射 一 个 处 于 s 态 的 非 相对 论 电子 产生 的 辐射 能 量 . 
解 : 发 射电 子 的 波 函 数 是 归 一 到 单位 流量 的 射出 的 8 波 球面 波 : 


1 eipr 


人 





巴 这 个 表示 式 类 侯 于 经 典 公 式 : 











ji 4e3 Zz TiT 1 
Dik 3 医 Spg 十 6 Ps 9 一 5 人 7 一 6p." |， 
m r Tr 
此 式 由 对 Dis 微 商 并 利用 经 典 运动 方程 得 到 : 











m. er 


一 字 二 一 一 ， 
2 73 
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( 见 第 三 卷 , (33.14)). 我 们 选取 平面 波 作为 电子 的 终 态 波 函数 (在 发 射 光子 后 ): 








Wf = ",. 
eip’ .3 十 iD7 d37 
= (pif)” ee -所 / 本 
加 vy pI—p? -VE 
(积分 用 (57.6a) 来 计算 ). 辐射 能 量 由 (45.8) 乘 以 d3p'/(2n)? 再 对 了 的 方向 积 
a 
2e241) 3 
人 3rrV 


当 w -0 时 , 电子 的 末 速 w 趋 近 于 w 如 应 该 的 那样 , 公式 与 经 典 结 果 的 菲 相 
对 论 极限 一 致 ; 见 第 二 卷 869 习题 , 总 的 发 射 能 量 为 (用 通常 的 单位 ) 
4 VU\2 
p= (7)s 

其 中 = 一 no2 为 电子 的 初始 能 量 

4. 来 非 相 对 论 电 子 从 一 个 无 穷 高 势 合 反射 产生 的 辐射 的 能 量 . 

解 : 设 电 子 沿 重 直 于 势 金 的 方向 运动 . 尽管 光子 可 以 朝 任 何方 向 发 射 ,在 
非 相 对 论 情形 , 光子 动量 与 电子 动量 相 比 是 小 的 , 因此 我 们 可 以 假设 反射 的 电 
子 也 在 重 直 于 势 全 的 平面 内 运动 . 设 势 鱼 在 z= 二 0 点 , 电子 朝 z>>0 的 方向 运 


动 . 归 一 化 到 5(p/2n)(p = pe) 的 一 维 运 动 的 定 态 , 波 函 数 有 驻 波 的 形式 ( 见 第 三 
卷 ,821): 





; 一 28in pz = 2sinp’x. 
0 2DL 水 p 





这 个 式 子 的 积分 应 理解 为 在 被 积 邓 数 中 包含 因子 eriz 并 取 8 一 +0 时 的 
极限 . 
电子 一 次 反射 所 辐射 的 能 量 可 以 由 (45.8) 式 乘 以 dp' = dw/v 再 除 以 
UV/2T (初始 函数 W; 中 到 达 势 至 的 波 的 流 密 度 ) 来 求 出 : 
_ 4w2e? 22rdw 8 » 


dE = 区 'dw. 1 
从 3m 于 Hi iid Ed 村 (1) 
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在 低频 时 (w < 女 = 二 Sme?) 我 们 及 v0, 公式 (1) 就 变 成 经 典 公式 (第 二 着 ， 


(69.5)), 还 必须 对 角度 积分 , 利用 v= 了 Av 的 事实 ， 其 中 Au 为 电子 在 反射 时 
的 速度 变化 ; 这 是 应 该 如 此 的 ， 因为 厂 接 时 间 Be 二 卷 , (69.1)) ee 
择 反射 中 总 是 满足 的 ， 然而, 量子 公式 (1) 还 给 出 总 的 发 射 能 量 (用 通常 的 音 


位 ): 
dE 1 2 
B= ) dw = oc 
c 


5. 求 一 个 慢 电 子 被 一 个 原子 散射 时 韦 致 辐射 的 能 量 . 

解 : 在 条 件 pa 之 1 下 (其 中 a 标记 原子 大 小 ), 电子 被 原子 散射 是 各 向 
同性 的 而 且 与 电子 的 能 量 无 关 ; 见 第 三 卷 8132. 电子 的 初 态 与 终 态 波 函 数 可 
写成 





ipr eip’ 


B=" + i =P"+f 


其 中 了 为 恒定 的 实数 射 振幅 . 这 些 公式 在 距离 了 交 0 册 击 刘 人 十 记 遇 二 而 在 
现在 的 情形 是 其 重要 区 域 :r 改 1/p 交 am 从 这 些 波 函 数 计算 的 矩阵 元 为 


2 
Pfi = fo 一 7) 








(积分 采用 与 习题 3 同样 的 方法 计算 ). 将 此 表示 代入 (92.12) 式 , 我 们 得 到 电子 
在 Pp 方向 散射 的 辐射 截面 , 用 通常 单位 ， 


2ap’ 


dw 
ee © 


dowp’ ee 
其 中 dcel = j2dom 为 弹性 散射 的 微分 蕉 面 . 当 ji 攻 p22/2m 时 , 我 们 可 以 取 
pIp', 这 个 公式 , 如 应 该 的 那样 , 变 为 软 光子 发 射 的 非 相 对 论 表 示 ; 见 898. 中 
等 (1) 式 对 p' 的 方向 积分 , 我 们 得 到 


dw 


2 1 
QP v2 | v2)oa (2) 
人 


3rpc27 
其 中 oo = 4r12 为 总 的 弹性 散射 截面 . 最 后 , 乘 以 ju, 并 对 由 从 0 到 Z2/2m = 
积分 , 我 们 便 得 到 “有 效 滞 阻 ” 


da 一 





32 VAN2 
Ttrad 一 man 一 A ls (=) (3) 








@ 这 里 对 任意 w 出 现 的 截面 “因子 化 ”( 分 离 出 因子 oo) 在 某 种 意义 上 是 偶然 的 ， 
是 由 于 散射 振幅 与 能 量 无 关 而 产生 的 . 











. 392 ， 第 十 章 ”电子 与 光子 的 相互 作用 


$93 电子 -原子 核 囊 致 辐射 . 相对 论 情形 


我 们 来 考虑 相对 论 电子 速度 情形 的 电子 -原子 核 轴 致 辐射 .我 们 将 假设 
玻 恩 近似 成 立 的 条 件 对 初 态 与 终 态 电子 速度 (v 与 v) 都 是 满足 的 : Ze?/jiw < 1， 
Ze2fiiw' 1. 原子 核 的 电荷 必须 使 得 Za < 1. 

与 892 相同 , 我 们 将 略 去 原子 核 的 反 冲 , 这 样 , 原子 核 只 起 一 个 外 场 源 的 
作用 ; 这 样 处 理 的 合理 性 将 在 897 中 讨论 . 

按照 (91.4) 式 , 力 致 辐射 的 截面 由 如 下 振幅 给 出 : 





了 
0 ly | 
o = |Mryi| Sons opdo'dw (93.1) 


在 第 一 级 非 零 的 近似 下 , 矩阵 元 Mr 对 应 下 面 两 个 费 曼 图 : 


Pa 
p/ p p/ 


自由 端 g 对 应 于 外 场 , 因此 gq =p 一 p 十 为 原子 核 的 四 维 矢量 动量 转移 . 由 于 
忽略 了 反 冲 , 其 时 间 分 量 go = 0. 
按照 图 (93.2)， 


72 二 773 f2— 
式 中 的 四 维 动量 为 =p 一 =p + 我 们 将 采用 如 下 标记 : 


Mri = —e? Al® (gq)V Anerw (w+ o 2 HE ) (93.3) 


f2 m=-2kp= -2xw, fm = 2kp 2x (93.4) 


A(9 为 外 场 的 标量 势 ; 对 一 个 纯 的 库仑 场 ， 





AM(q) = 人 (93.5) 
将 此 式 代 入 (93.1) 式 给 出 截面 
2 ee 
= 加 Le eles(W Qu) (IO w)dokdo'dw， (93.6) 


以 下 给 出 的 大 多 数 结果 是 首先 由 A. Bethe, W. Heitler (1934) 给 出 并 由 F. Sauter 
(1934) 独立 推出 的 . 
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其 中 
nn +mo oftm 
QQ =7Y DY pe 
?7 用 十 , yf+m 
Q =70"7 = 一 3 





不 考虑 极 化 效应 , 我 们 将 截面 对 初 态 电子 的 自 施 平均 并 对 终 态 电 子 与 光子 的 
极 化 求 和 . 这 等 价 于 做 如 下 代 换 : 


ees (TQ) (I) tr QP + mA (yp + m). 
阵 迹 的 计算 利用 标准 公式 (822) 进行 . 这 个 计算 可 通过 如 下 方程 而 简化 
YP)Y = 71%, 


其 中 方 = (se, 一 p), 如 果 p= (e,p). 而 且 , 一 些 项 的 计算 可 以 利用 对 变换 pp，， 
和 一 一 k,g 一 一 q 的 对 称 性 而 简化 ; 这 就 是 循环 交换 矩阵 乘积 中 的 因子 , 保持 
阵 迹 不 变 . 

对 于 在 给 定 方 向 发 射 给 定 频率 光子 并 且 二 次 电子 沿 给 定 方 向 运动 的 辑 致 
辐射 , 微分 截面 的 结果 为 如 下 表示 式 : 包 





22 2 4 di 
Oe mm gordo 
4r2 pqt w 


0 2 /2 2 2/1 下 
x ma (2 2e“—g*)+qg (三 -总 ) 
e\? 2uq 1l 1 2w2 /ze x 
人 人 
(5  ) Se ( 2 m2 (: 有 乞 ) 和 


其 中 和 =E 一 兄 :Di ae =e -nn:p,n=k/w,q=p +k—p. 
通过 简单 的 变换 , 这 个 表示 式 可 以 写成 如 下 更 便于 分 析 的 形式 : 


do = 

















_ Fare dw p/ m2 








/2 
sin bdb sin 0'd0'dyp 人 了 (4 一 02)sin20/ 
2 w pat 


2 
He — 2)sin20+ J sin20 + p? sin? 0) 


2 
eh er + 2e2 — gq?)sin bd sin cos 9 (93.8) 


这 里 以 及 893 其 余部 分 , p, m 与 q 用 来 标记 三 维 矢量 的 大 小 : p = |pl, p' = |2/， 
q = lql. 
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Hx=ée~—pcos0, x’=e’—p cos0, 
q =p +p +w — 2pwcos0 + 2p'w cos0’ 一 2pp'(cosgcosl + sinO sin O’ cos wp), 
0 与 0 分别 为 k 和 pp 与 p/ 之 间 的 夹 角 ; 2 为 天 与 了 的 平面 和 大 与 2 平面 之 


间 的 夹 角 . : 
(93.8) 式 对 光子 与 二 次 发 射电 子 的 方向 的 积分 是 宛 长 的 . 通过 这 个 积 
































得 到 辐射 谱 分 布 的 如 下 公式 : 中 
; dwp’ [4 2 十 2 
a2 /7 
dow 一 GaT 1 25e Dp 
é’ e 昵 8ee' w? 
十 mn2 ( -7 ) | (e2e? 十 p2p2 + m2ee’ 
Pp pp 3pP pp’ ) 
2 / 2 1/ | /2 
+ (1 ; (93.9) 
2pp’ p3 p3 
其 中 ee' + pp —m? e+p ae’+p 
VR ,=In . 
Eee' 一 DDO' 一 和 2 e—p e'—p 





在 这 些 公式 中 , 频率 的 允许 值 仅 受到 对 终 态 电子 速度 所 加 的 条 件 (Ze?/v' 雪 1) 
的 限制 : 电子 必须 几乎 完全 不 损失 其 能 量 . 当 w 一 0 时 , 发 射 截 面 按 dw/w 发 
散 ; 这 正 是 398 将 讨论 的 普遍 法 则 的 一 个 例子 . 

在 非 相 对 论 极 限 (p 之 m), 光子 动量 与 电子 动量 相 比 较 是 小 量 , 因为 











0 Cp. 
2m 人 





因此 9 s (p' 一 p)2. 在 (93.8) 式 中 取 e=e’ =m 并 与 m 相 比 较 略 去 p, yp 与 w， 
我 们 求 出 
2 


2 dw p 
do = 二 
A w pq 





sin 0d0 sin 0'd0'dyp 


x(p2sin 0 + psin? 0 — 2pp' sinO sin 0’ cos yp), 


i 
nT” 也 
Q@ 只 对 一 个 次 级 电子 方向 的 积分 可 以 解析 地 完成 ; 见 R. L. Ghuckstern, M. H. Hull, 
Jr., Physical Review 90, 1030, 1953. 
还 可 以 引用 由 H. W. Koch 与 J. W. Motz 给 出 的 综述 性 论文 : Reviews of Modern 
Physics 31, 920, 1959, 此 文 还 给 出 了 表示 辆 致 辐射 的 公式 的 图 . 


dopdo’ dw 


qt w 





(nx gq) (93.10) 




















893 电子 -原子 核 加 致 辐射 . 相对 论 情形 “395. 





与 892 习题 1 推出 的 玻 恩 近似 公式 一 致 . 相应 地 , 辐射 的 谱 分 布 由 已 经 推出 的 
(92.16) 式 给 出 @ 

在 极端 相对 论 情形 , 当 电 子 的 初 态 与 终 态 能 量 都 很 大 时 (se,e' 六 mm), 光子 
与 次 级 电子 的 角 分 布 是 很 不 寻常 的 . 对 小 角 0, 0, 出 现在 (93.8) 式 分 母 中 的 量 
XxX,X! 为 



































E /mm e’ f/m 
XK 二 (到 + ) ， 和 和 ( 珀 +0°) ; (93.11) 


在 9< m/e 范围 内 变 得 很 小 . 在 此 范围 , 矢量 g 也 变 得 很 小 (gq ~ m). 于 是 , 在 
极端 相对 论 情形 , 光子 与 次 级 电子 在 一 个 孔径 角 为 ~ m/e 的 很 窗 的 圆锥 内 朝 
前 运动 . 

极端 相对 论 情形 角 分 布 的 定量 公式 不 难 从 (93.8) 式 通过 代入 (93.11) 的 
x,x', 而 在 所 有 其 它 地 方 用 se, e' 替换 p, p', 并 与 e2 比较 忽略 %2 来 得 到 . 采用 
通常 的 标记 





























7 


6 一 二 09， 8 一 二 0/， (93.12) 
my mm 
我 们 可 以 将 (93.8) 式 写 成 如 下 形式 











类 
有 2 My ae 
62 62 LU2 62 十 62 
{ i 
Ee € 00' cos Op 
( 5) ET 2 0 


取 = (n xq) 十 (nq)?(n = 天 /oh 我 们 容易 求 出 , 对 小 角度 有 








2c 25/ 





2 1 /2N 2 
1 十 0 十 0 | (93.14) 


一 (62 十 02 一 266 coso) + rm? 
当 6 ~ 6' ~ 1 时 , (93.14) 式 的 第 二 项 与 第 一 项 相 比 是 小 的 . 在 较 小 的 角度 ， 
6 ~ m/e, 这 两 项 是 可 相 比 较 的 . 尽管 g 在 这 里 变 成 特别 小 (g ~ m2?/e mm)， 
这 个 区 域 积分 对 截面 的 贡献 与 整个 6< 1 区域 的 贡献 相 比 仍然 是 小 的 (这 两 
个 贡献 之 比 容易 看 到 为 m2/e?). 但 是 当 65 ~ 5' ~ 工时 ,9 也 可 能 达到 g ~ rm2/e 
值 , 如 果 


5-61S 二，w 二 ， (93.15) 
La 5 


这 个 区 域 的 贡献 与 整个 积分 截面 有 相同 的 数量 级 , 或 者 可 以 说 是 其 中 的 主 项 
( 见 下面 ). 


名 然而 , 由 于 不 同 项 的 相 消 , 从 (93.9) 式 取 极 限 的 公式 推导 是 比较 麻烦 的 . 
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(93.13) 式 对 2 与 4 的 积分 给 出 光子 (上 共有 给 定 的 频率 ) 的 角 分 布 , 不 管 
次 级 电子 的 方向 如 何 : 信 
dwe’ 6.d6 
ew e (1+62)2 


EE 462 dee ,TE Ee! 1662 
x {|S+S- |™ [S++2- rs|} (9310) 








ae € (十 0 mw 2 (1 十 62 
对 5 积分 , 我 们 求 出 在 极端 相对 论 情 形 下 辐射 的 谱 分 布 : 
pa 2due le 2 2 2ee’ 1 
dow = 42°Qrs ee s EE 3 (ma i)， (93.17) 


这 个 公式 当然 也 可 以 直接 从 (93.9) 式 得 到 . 
应 该 对 存在 一 个 大 的 量 ( 比 ee'/mw ~ ef/m 污 1 即使 当 w~e 时) 的 对 数 
作 一 说 明 . 如 果 这 个 量 太 大 使 得 其 对 数 也 很 大 , 那么 对 数 项 在 这 些 公 式 中 成 
为 主 项 . 对 数 项 是 由 于 在 范围 (93.15) 的 积分 而 产生 的 .9 因此 , 在 对 数 近 似 下 ， 
即 当 略 去 不 包含 大 对 数 的 项 时 , 次 级 电子 沿 着 与 入射 方向 成 一 个 角 ~ (m/e)? 
的 方向 运动 . 
最 后 , 我 们 将 给 出 靠近 谱 的 硬 端 范 围 内 的 极限 公式 , 即 当 极端 相对 论 电子 
几乎 辐射 其 全 部 能 量 时 : we 屿 e/. 由 (93.9) 我 们 容易 求 出 
2 dw 人 1 e+p mie? ,e+p 5) 


2 
© 和 p?2 El/ 一 p 4p3 In El! 一 p 和 











dow = 222ar 一 一 (93.18) 


(93.17) 式 与 (93.18) 式 一 起 覆盖 了 一 个 极端 相对 论 初 态 电 子 的 w 值 的 全 部 范 
围 , 并 且 在 we 六 外交 几时 两 式 相符 . 如 果 次 级 电子 是 非 相 对 论 的 (z < rm) 
则 有 


2m(e 一 w) dw 


do = 222ar? (93.19) 


记 . 


© 先 对 yp 从 0 到 2x 积分 .对 8 的 积分 可 以 方便 地 换 成 对 差 14| = 16’ 一 引 的 积 
分 , 再 将 这 个 区 域 分 成 两 个 部 分 , 从 0 到 某 个 Ao 再 从 Ao 到 co, 其 中 Ao 满足 不 等 式 
m/s < Ao 区 1. 在 每 个 区 域 , 对 被 积 函数 都 可 作 相 应 的 近似 . 

@ 这 容易 从 考虑 以 下 积分 范围 看 出 ,其间 y 与 A4=5 -5 满足 条 件 :m/e < A,y 匀 1 
在 此 范围 , qg2/m? 导 A? 十 p262, (93.13) 式 括号 中 的 项 正比 于 2 或 42( 当 p=0 与 4=0 
时 变 为 零 ). 如 下 形式 的 积分 

p2dpdA hb 42dpdA4 
人 (A2 十 62p2)2 

是 对 数 发 散 的 ;它们 在 以 上 范围 变量 的 上 限 被 “截断 ”. 
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极 化 效应 


思 致 辐射 中 的 极 化 效应 可 以 采用 3865 中 描述 的 普 忆 方法 加 以 研究 . 这 里 
四 维 矢量 et, et2) 的 选择 特别 简单 . 由 于 只 有 一 个 参考 系 (原子 核 的 静止 系 ) 
有 实际 的 重要 性 , 取 em) = (0,eG), e0) = (0,eO， 其 中 eq, eG) 为 得 直 于 大 的 
单位 矢量 , 一 个 在 天 与 的 平面 , 另 一 个 则 垂直 于 该 平面 ， 

这 里 我 们 将 不 给 出 相当 元 长 的 运算 及 其 定量 的 结果 , 只 是 给 出 极 化 效应 
的 一 些 定性 性 质 . 这 些 性 质 可 以 从 各 种 对 称 关 系 推出 ,如 同 在 887 中 对 康 普 
顿 效应 曾经 做 过 的 . 

这 里 所 采用 的 理论 对 应 于 微 扰 论 的 第 一 级 非 零 近似 . 在 此 近似 下 , 截面 不 
可 能 包含 正比 于 初 态 电子 极 化 矢量 ¢ 或 终 态 电子 极 化 矢量 6 的 项 .没有 x6 
的 项 意味 着 总 发 射 截面 (对 光子 与 次 级 电子 的 极 化 求 和 ) 和 入 射电 子 的 极 化 
无 关 . 

在 正比 于 光子 极 化 参量 总 , &, 总 的 项 中 , 没有 cx 总 的 项 . 因此 一 个 非 极 
化 电子 所 辐射 的 光子 不 是 圆 极 化 的 . 然而 , 这 里 与 康 普 顿 效应 的 对 应 结果 有 
一 个 区 别 : 在 后 一 情形 这 样 的 项 是 被 空间 宇 称 守 恒 所 禁 戒 的 , 因为 不 可 能 仅 由 
两 个 独立 矢量 , 有 与 构成 一 个 用 标量 . 对 于 思 致 辐射 , 有 三 个 独立 动量 p,p/ 
与 及, 这 些 量 足 以 构成 履 标 量 有 .px 2. 一 个 形 如 总 EDPx2' 的 项 并 不 破坏 空 
间 字 称 守 恒 , 因此 , 严格 来 说 , 不 必 为 零 ; 但 它 在 所 有 动量 改变 符号 时 不 是 不 变 
的 (参见 (87.26)), 而 因此 它 在 一 级 玻 恩 近似 中 不 存在 . 

奢 标 量 k.p x p/ 的 存在 还 有 一 个 结果 , 与 和 总 正比 的 项 一 起 , 在 截面 中 
还 允许 有 与 得 成 正比 的 项 , 这 与 康 普 顿 效应 的 情形 不 同 . 这 个 项 是 作为 如 下 
形式 的 产物 而 产生 的 









































Sapva(k x v)ak-.pxp 


(其 中 v =k x p), 它 在 空间 反射 与 所 有 动量 变 号 下 都 是 不 变 的 . 因此 , 发 射 的 
光子 有 两 种 类 型 的 线 极 化 (两 个 都 沿 el 与 e2) 轴 , 以 及 与 这 些 轴 成 45° 的 
“对 角 ”方向 ). 然而 , 这 仅 指 次 级 电子 的 运动 方向 也 被 记录 的 情况 . 在 对 p' 的 
所 有 方向 积分 时 , 截面 中 cx 8&1 的 项 消失 了 . 这 从 对 称 性 看 是 明显 的 , 因为 积分 
后 两 个 不 重合 的 “对 角 ” 方 向 变 为 等 价 的 , 因此 没有 一 个 如 在 总 夭 0 时 那样 
占 优势 的 极 化 方向 . 

线 极 化 的 程度 是 与 人 射电 子 的 极 化 状态 无 关 的 : 截面 中 形 如 总 5 与 总 
的 关联 项 在 一 级 玻 恩 近似 下 是 被 禁 戒 的 . 然而 , 总 6 项 是 允许 的 , 因此 由 极 化 

@ 对 这 些 效应 的 进一步 讨论 见 W. H. McMaster, Review of Modern Physcs 33，8， 
1961 或 B. H. Baitep, B. M. Karkos, B. C. Bannr 的 著作 : Yanyuenme pexaTHBWCTCEWX 


BAeKTPOHOB, ATOMU3IaT, 1973. 
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电子 辐射 的 光子 是 圆 极 化 的 (有 . B. 3enpnosuay, 1952). 
屏 项 


以 上 推出 的 公式 是 对 纯 库 仑 场 的 , 如 果 辐 射 不 是 在 与 “ 宰 ” 核磁 撞 而 是 
在 与 整个 原子 碰撞 发 射 的 , 那 就 必须 考虑 核 场 被 电子 屏蔽, 这 将 会 使 截面 减 
小 . 为 此 , 我 们 必须 在 外 场 的 势 4(e (9) 中 加 上 一 个 形状 因子 F(g); 见 第 三 卷 ， 
8139. 按照 第 三 卷 (139.2) 式 , 这 可 以 通过 将 Z 换 成 2- F(9) 来 做 到 . 我 们 将 
表明 在 什么 情况 下 屏蔽 是 重要 的 . 

形状 因子 中 给 定 的 一 个 g 值 对 应 于 原子 电子 电荷 空间 分 布 的 一 个 距离 
rw1l/4. 当 g 和 1 时 (其 中 o 为 原子 大 小 ), 形状 因子 变 成 几乎 等 于 2 (完全 
屏蔽 ). 

在 极端 相对 论 情形 , 如 我 们 已 经 看 到 的 , 对 发 射 截 面 的 重要 贡献 来 自 于 靠 
近 在 给 定 初 态 与 终 态 电 子 能 量 下 最 小 可 能 g 值 的 范围 . 在 极端 相对 论 情形 ， 


7 7 m2w 
qmin =p—p -w= Ve —m— Ve mm- (ee)o (93.20) 


~ 2ee’’ 
假如 Gmin < 1/a, 或 者 










































































EE/ ~、 4 
mw ~ 1/m’ 
屏蔽 是 重要 的 . 这 个 条 件 当 入 射电 子 的 能 量 足 够 大 时 总 是 满足 的 
如 果 qmin 地 1/a (“完全 屏蔽 ”), 我 们 可 以 直接 以 对 数 精 确 性 写 下 辐射 的 
谱 分 布 . (93.17) 式 中 对 数 函 数 的 宗 量 正好 是 不 等 式 ee' /mw 六 am 的 左边 . 当 
此 不 等 式 满足 时 , 导致 这 个 对 数 的 对 dg 的 积分 在 不 等 式 右 边 的 量 级 值 截断 . 
按照 托马斯 - 费 米 模型 a ~ ao2-13, 其 中 ao ~ 1/(me?) 为 玻 尔 半径 ( 见 第 三 
卷 , 870), 于 是 am ~ 1/(a2Z13). 因此 , 在 完全 屏蔽 时 , (93.17) 式 中 的 对 数 应 该 
换 成 In(1/a21/3). 





(93.21) 








能 量 损 失 
电子 辐射 中 的 能 量 损失 用 “有 效 滞 阴 ”表示 
rad 一 d we: 93.22 
Hrad 人 wdo. ( ) 


利用 (93.17) 式 中 的 do 计算 这 个 积分 , 给 出 
12e? 十 4m? ETTP (8e + 6p)m? 1n2E 十 了 4 





2 
和 id 二 zoe 





3ep m 3ep? m 3 
2m2 /2 
A | sn) (93.23) 
ep m 








名 尽管 (93.17) 式 在 上 限 附 近 是 不 适用 的 , 但 由 于 积分 是 收敛 的 , 这 件 事 并 不 重要 . 
































, 
; 
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其 中 函数 F(6) 为 Spencer 函数 (131.19). 
在 非 相 对 论 情形 , (93.23) 式 变 成 


xua = 二 Zrar2m， ( 非 相对 论 ) (93.24) 


由 于 当 &€ 雪 1 时 , F(6) = 5 见 (131.23). 这 个 公式 当然 也 可 以 通过 对 非 相 对 论 
玻 恩 近似 公式 (92.16) 直接 积分 得 到 . 

在 极端 相对 论 情形 ， 

Hrad 一 47 ar2s (ms 一 3) ; (极端 相对 论 ) (93.25) 
当 & > 1 时 , Fe) >In? &; 见 (131.20). 于 是 (93.23) 式 中 含 In 和 In? 的 两 项 可 
以 略 去 ， 

比 zerad/s 也 可 以 称 为 辐射 的 能 量 损失 截面 . 当 es 变 大 时 , 这 个 比值 将 对 
数 增长 . 然而 , 当 考虑 屏蔽 时 , 这 种 增长 将 不 再 发 生 . 对 完全 屏 藏 , xcrad/s 趋 近 
于 一 个 常数 极限 = 422ar? In(1/ (a213)). 

对 于 与 原子 的 碰撞 , 必须 记得 , 有 些 辐射 来 自 于 电子 , 还 有 些 辐射 来 自 于 
原子 核 . 以 后 (897) 我 们 将 看 到 , 在 极端 相对 论 情形 , 电子 -电子 发 射 截 面 与 电 
子 - 原 子 核发 射 截面 的 差别 只 是 没有 了 因子 22. 因此 , 在 2 个 原子 电子 的 情 
形 , 可 允许 用 Z(Z 十 1) 近似 地 代替 22. 

在 通过 一 个 每 单位 体积 包含 N 个 原子 的 介质 时 , 一 个 快 电子 平均 地 在 以 
下 距离 失去 其 能 量 : 














一 工 





Za2aNr2imn 一 -一 


S 
: 93.26 
Nrad ~ BR ( ) 


lrad 
这 个 距离 称 为 辐射 长 度 . 
关联 长 度 


可 以 给 公式 (93.20) 一 个 更 普遍 的 不 同 解 释 . 为 使 以 上 推出 的 公式 成 立 ， 
必须 要 求 电子 在 其 中 运动 的 外 场 (在 运动 方向 上 ) 在 如 下 距离 应 该 变化 很 小 


1 类 
lcoh ~ A = (- 2) ; (93.27) 


gmin m2w C3m2w 








这 个 距离 称 为 关联 长 度 .@ 在 玻 恩 近似 下 得 到 的 值 (93.27) 实际 上 对 极端 相对 
论 粒 子 几 乎 普遍 成 立 : 在 相反 的 准 经 典 运动 情形 也 不 难 推出 这 个 结论 , 因为 由 


包 这 里 的 讨论 是 M. 区. Tep-MuraenaHy (1953) 给 出 的 . 
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(93.22) 式 9, 我 们 立刻 看 到 , 对 于 与 运动 方向 成 小 角度 的 辐射 而 言 , 重要 的 时 
间 为 ， 
c: EC 


YY aw) mw 

它 对 应 于 长 度 为 er ~ lcon 的 一 段 轨迹 . 

对 于 给 定 的 频率 w, 关联 长 度 随 着 电子 能 量 增 大 . 只 要 没有 再 次 光子 发 射 
或 超过 关联 长 度 距离 的 电子 散射 , 对 孤立 原子 的 加 致 辐射 得 到 的 公式 对 于 通 
过 介质 也 是 正确 的 . 没有 再 次 光子 发 射 的 条 件 为 Loon < fad, 但 是 , 没有 电子 
散射 的 条 件 很 快 就 被 破坏 了 : 在 一 个 介质 中 在 超过 ~ paa 的 距离 上 电子 将 被 
原子 核 多 次 散射 . 

为 得 到 定量 的 条 件 , 我 们 回 到 对 指数 上 的 时 间 积 分 前 的 (90.22) 式 , 并 将 




















1 十 和 i 村 £1 十 

> (1—n.v)dto fa 一 J)T 十 ) at) s (93.28) 

其 中 6 为 bv 与 nn 之 间 的 小 角度 , 它 来 自 于 被 原子 核 的 散射 , 对 于 库仑 散射 , 0 

缓慢 地 变化 , 因此 , 其 随时 间 的 变化 是 一 个 缓慢 的 “ 角 扩 散 ”. 电子 在 上 一 三 时 
间 内 的 平均 平方 偏差 的 数量 级 为 

















~ (tt)/lcou, 


其 中 /cou 为 库仑 碰撞 的 平均 自由 程 , 它 由 下 式 给 出 ， 


1 N22e4 In Xaax 


~ 











LCoul 所 Xmin 


其 中 Xmax 与 Xmin 仍 可 看 成 为 卢 瑟 福 散 射 的 一 次 碰撞 过 程 中 的 最 大 与 最 小 散 
射 角 (参见 第 十 卷 , 841). xmin 的 值 由 原子 尺寸 a 决定 , 超过 这 个 距离 原子 核 
的 场 就 被 屏 贡 了: xmin ~ 1/pa. 最 大 散射 角 受 到 原子 核 半 径 R 量 级 距离 的 限 
制 (对 极端 相对 论 电 子 ): Xmax ~ 1/pR. 如 果 我 们 取 ROS 1.5 x 10-13Z1/3cm ~ 
reZ1/3, 我 们 求 出 




















e2 Qe? 


1 oul ~ ~ Ua i 
Co NZ3etIn(1/(aZ13) ™ ma ra 


@ 在 推出 (90.22) 式 时 仅 基 于 轨迹 曲率 小 的 条 件 ,并 旦 不 依赖 于 磁场 是 在 $90 中 考 
虑 下 特别 指定 的 这 样 一 个 事实 . 
加 平均 自由 程 由 输 运 截面 ot: = fu 一 cosXx)do(x) 决定 . 对 库仑 力 心 的 极端 相对 论 


电子 散射 , 截面 do(x) 由 (80.10) 式 给 出 . 


(93.29) 
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(93.28) 式 中 的 第 二 项 覆盖 了 时 间 7 ~ loon, 可 估计 其 为 


全 
Pr We WE loon A Loon 
e LCoul Qlrad 








由 于 町 臻 辐射 公式 是 在 不 允许 多 次 散射 的 条 件 下 推出 的 , 这 一 项 必须 远 远 小 
于 1. 这 样 我 们 就 找到 条 件 








De (93.30) 
这 个 条 件 要 比 loon 之 lraa 更 强 (JI. HI. Jlasnay, Hl. H. Ilomepanuyr, 1953). 


894 在 原子 核 场 中 由 光子 产生 电子 对 


在 一 个 光子 与 一 个 原子 核 之 间 碰 撞 中 , 电子 - 正 电子 对 的 形成 (2 十 一 

2 十 e” 十 e+) 和 电子 -原子 核 币 臻 辐射 (Z 十 e- 一 ZZ 二 +e- 十 是 同一 反应 的 

两 个 不 同 的 交叉 道 . 从 后 者 变换 到 前 者 的 规则 在 891 已 经 给 出 . 将 这 些 规 则 应 
用 于 (93.8), 我 们 对 非 极 化 光子 产生 电子 对 的 微分 截面 求 出 如 下 表示 式 : 史 

Zar? mp pde 
2x wi3gt 























do 一 





sin0i do sinG_.d0_dy 


p4 了 
x { 登 吧 一 02) sin2 0 十 二 (44 — gg)sin20_ 
十 





2.2 >: -ey 
Se (p+ Sin’ 04 + pe sn 6.) 
十 
2p4p- 
re (2s4 + 2e2 一 后 ) sinb sing_ cos | ， (94.1) 
十 2 一 


Xt =et -pricos0+, 有 2 一 (pH 二 D 一 有 2 eit+e- =w 








(H. A. Bethe, W. Heitler, 1934). 
由 (93.9) 式 作 一 类 似 的 变换 可 推出 电子 对 中 各 电子 的 能 量 分 布 : 








必 4 2D4 十 22 E Ez, ,nl 
doe, = Z2or2 PHP de+ 人 一 2c+e_ -十 十 Im (每 十 证- 一 Ee 
+ 中 3 好友 BT pip- 





8epe Ww2 
FL | 二 (ee2 +pip? — m2ere ) 








3p+p- Dp 
2 (: E46- 一 叶 +e- =) } 
2p+D- 人 全 
ere- 十 DHD_ + mm Et 十 p+ 
L=ln se EE 土 二 lIn (94.2) 
E+E— P+P— + mm E 士 p+ 














@ 光子 产生 电子 对 的 极 化 效应 在 893 中 与 轧 致 辐射 相 联系 所 引用 的 论文 中 已 经 讨 


论 过 了 . 
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由 于 以 上 公式 是 基于 玻 恩 近似 的 , 它们 在 Ze?/v4 < 1 的 条 件 下 成 立 . 
(94.1) 式 与 (94.2) 式 对 电子 和 正 电子 的 对 称 性 本 身 就 是 玻 恩 近似 的 结果 , 而 且 
在 更 高 级 近似 中 不 青 出 现 . 

在 极端 相对 论 情形 (e+ > m), 电子 与 正 电子 相对 于 入 射 光子 方向 成 角度 
04 ~ m/er 发 射 . 角 分 布 由 与 (93.13) 式 类 似 的 公式 给 出 : 





















































do = F202 Br det 
了 全 村 62 全 w? 十 52 
(十 经 )2 (十 名 )2 ”2ere- (1 二 好)(1 十 62) 
ET 6 90_ cos wp 
一 十 一 - _d01do_d ， 
和 (全 四 二 ET 和 we 
2 
0 2 /1+5% 1+02 
3 一 64 二 0- 一 2610-cosp+m : es (94.4) 
此 情形 的 能 量 分 布 为 
0 
do = 4722ar? 2 (a E4 ne -3) (极端 相对 论 情 形 ). 
(94.5) 
(94.5) 式 对 ey 由 m 到 w 的 积分 给 出 具有 给 定 能 量 光 子 产生 电子 对 的 总 截 
面 :号 
_ B02 (m2 109 
Ff Ga ) ;Wm. (94.6) 





如 同 思 致 辐射 一 样 , 极端 相对 论 截面 的 对 数 项 是 由 如 下 范围 的 值 引起 的 : 
gq ~ m2/e. 现在 这 个 范围 对 应 的 角度 为 





7 mm 
6 6_| < < 
5+ | 2 Ix P| = 


~ 





而 不 是 如 在 (93.15) 式 中 的 9 < m/e. 于 是 , 在 对 数 近似 下 , 电子 与 正 电 子 的 方 
向 和 光子 的 方向 成 小 角度 , 并 且 几 乎 和 光子 方向 是 共 面 的 但 在 相反 的 一 便 . 

当 靠近 反应 阐 时 (w 一 2m), 玻 恩 近似 不 再 成 立 , 这 个 情形 下 定量 公式 的 
推导 要 求 对 终 态 三 个 带电 粒子 ( 核 与 电子 对 ) 的 库仑 作用 进行 精确 的 计算 . 当 
然 , 对 电子 (被 吸引 到 核 ) 与 正 电 子 (被 核 排斥 开 ) 的 对 称 性 不 再 存在 . 


如 果 
pr ea 二 1 (94.7) 


@ 由 于 积分 在 两 端 都 是 收敛 的 , (94.5) 式 对 小 e+ -mm 值 不 适用 变 得 不 重要 了 . 
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那么 玻 恩 近似 仍然 成 立 . 在 电子 对 非 相 对 论 能 量 时 , w x 2m 六 p+, 而 因此 ， 
ds%w. 在 (94.1) 式 中 我 们 到 处 可 取 ej4 = x4 =mw= 2m, 于 是 这 个 公式 可 简 
化 为 























2a72 志 
do = a 4 (p? sin204 + p2 sin2 0 )dordo_dei. (94.8) 
在 对 角度 积分 后 ， 
1 p+p- (p4.p2 ) 272or2 
do = 82 ore 让 一 -de+ = Be (ww —2mV(er —m)(e ~ m)der. 
(94.9) 
最 后 , 对 sf 从 m 到 w 一 m 积分 给 出 总 截面 
og 一 工 Z2ar2 {2 2m (94.10) 
12 ‘<\ m . . 

















如 果 生 成 的 电子 对 两 电子 的 相对 速度 (vo) 很 小 , 则 必须 考虑 其 库仑 作用 
(A. 开 . Caxapos, 1948). 这 个 相互 作用 在 vo 为 (或 小 于 ) 电子 - 正 电 子 束缚 态 
(电子 偶 素 ) 内 速度 的 数量 级 时 会 变 得 重要 : 


vo < oa (94.11) 


我 们 在 电子 对 的 质心 系 中 研究 这 个 过 程 . 虚 动 量 为 ~m 时 在 表示 这 个 过 
程 的 图 中 是 重要 的 ; 即 , 在 电子 与 正 电 子 之 间 的 距离 为 ~1/m 是 重要 的 . 其 相 
对 运动 的 波 函 数 w(7) 仅 在 距离 7 ~ 1/mwvo ~ 1/ma 时 有 大 的 变化 , 这 个 中 高 
与 1/m 比较 是 大 的 . 因此 , 对 粒子 的 相互 作用 允许 在 路 迁 甜 阵 元 中 包括 一 个 
因子 yw*(0). 微分 截面 相应 地 要 乘 以 |w(0)]?>, 即 乘 以 

2ra/ wo 
下 e 一 2ra/uo 
见 第 三 卷 , (136.11). 两 个 粒子 的 相对 速度 为 一 个 粒子 在 另 一 个 粒子 葬 止 系 中 
的 速度 . 比较 不 变量 pwp& 在 此 参考 系 及 在 实验 室 系 ( 核 的 静止 系 ) 中 的 值 ， 
我 们 求 出 



























































(94.12) 








m2 


i 二 E+E- P+r'p-,; 

0 

于 是 vo 可 由 此 求 出 . 如 果 p+ 和 gp- 在 大 小 与 方向 上 相似 , wo 可 由 如 下 近似 公 
式 给 出 





2 人 
ve a p 492 十 (p+ PD-) 


m2 E 
此 式 在 w 之 1 时 成 立 ; 这 里 p= 了 (p+ +p-),e 一 (e+ 十 e-), 耐 如 为 p+ 与 p- 
间 的 夹 角 . 

按照 (94.12) 与 (94.13) 式 对 截面 的 修正 在 产生 的 电子 与 正 电子 动量 之 间 
的 关联 中 引起 一 个 反常 : 即 它 在 pj Sp- 时 有 一 个 窄 的 极 大 峰 . 


(94.13) 
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在 893 与 894 中 我 们 用 玻 恩 近 位 讨论 了 相对 论 情形 下 光子 的 思 致 辐射 与 
电子 对 产生 问题 , 玻 思 近似 的 条 件 Za < 1 必须 总 是 满足 的 . 在 895 与 896 中 
我 们 将 描述 这 些 过 程 的 一 个 理论 , 它 不 受 上 述 条 件 的 限制 , 也 就 是 说 , 即使 在 
Za ~ 1 时 也 是 正确 的 (了 H. A. Bethe, L. CG. Maximon, 1954). 我 们 将 假设 两 个 粒 
子 ( 初 态 与 终 态 电子 , 或 电子 对 的 组 分 ) 都 是 极端 相对 论 的 , 具有 能 量 < 六 m. 

我 们 已 经 看 到 , 在 极端 相对 论 情形 , 两 个 粒子 都 与 光子 方向 成 小 角度 (9， 
9 或 0;,0_) 运动 :9 < m/e. 这 个 性 质 在 精确 (对 Za) 理论 中 仍然 保持 , 因此 
我 们 将 只 考虑 这 个 角度 范围 . 

在 此 范围 到 原子 核 的 动量 转移 为 g ~ m. 这 意味 着 在 波 卫 数 中 碰撞 参量 
的 重要 值 为 p ~~ 1/g ~ 1/m, 即 在 “大 ”距离 范围 . 在 这 个 距离 范围 , 可 采用 839 
推出 的 波 函 数 . 电子 对 产生 的 计算 如 下 所 示 . 

电子 对 产生 截面 形式 上 类 似 于 光电 效应 截面 (参见 (56.1), (56.2) 式 ): 
d3prd3p— 















































2 
8S(w 一 =+ 一 <_) 








1 
= 2N eV 4- 一 一 MP ; 
do = 2% |e 0 7 CH (95.1) 
其 中 
Ee 一 )#* im (+) 
Mi = fu (a:e)e pe pr dy. (95.2) 











这 里 以- 为 电子 的 波 函 数 , 而 以 可 
子 的 波 函 数 . 

终 态 粒子 的 波 函 数 内-》_ 必须 具有 一 定 的 渐 近 形式 , 它 包 括 ( 除 平面 波 
外 ) 一 个 人 射 的 球面 波 ; 这 由 上 标 (--) 标明 . 按照 (39.10) 式 , 这 个 波 函 数 为 9 


cu ee 
从 = Eee (0 过 >”) F(-iv,1, i(p r+p a, 


为 具有 负 能 量 -e+ 与 动量 -pi 粒 








2E_ 
CE e™/27(1 十 也 )， 了 三 Ga. 


波 函 数 罗 中 _。， 必须 具有 一 定 的 渐 近 形 式 , 它 包括 一 个 射出 的 球面 波 (用 
上 标 (+) 标明 ), 因为 它 标记 一 个 “具有 负 能 量 的 初 态 ”的 波 函 数 . 正 电子 波 函 
数 的 渐 近 形式 由 Wb” ， 得 到 , 因此 有 一 个 人 射 波 , 这 对 终 态 粒子 是 正确 的 . 


(95.3) 








< 十 一 DT 
按照 (39.11) 式 , 此 函数 为 
(+) i 
(+) C —ip+°T ig.V ; ; 
Pap Se Vr B (4 十 2s+ ) F(—iy, 1,i(p+7 十 p+ 7))u(—p+), 


Ot) = ew/27(1 + iv). 
(95.4) 





© 在 本 节 ， PDE: lp+l,a Se lal. 

















| 
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由 于 Myi ((95.2) 式 ) 的 矩阵 结构 的 要 求 , 在 (95.3) 与 (95.4) 中 必须 包括 正 
比 于 ~ 1fe 的 项 . 矩阵 元 (Q) yi 为 一 个 方向 很 靠近 天方 向 的 矢量 . 因此 (Qe)yi 
的 领头 项 是 小 的 , 其 修正 项 与 该 项 为 同一 数量 级 . 

将 (95.3) 与 (95.4) 代入 (95.2) 式 , 并 略 去 ~ 1/e+e- 的 项 , 我 们 求 出 





Mii = 5 Be -Me WT+ (eae I) + (a Te un) (95.5) 
其 中 


六 一 CCC) = rv/(sinh nw), (95.6) 
I= 上 ei qr"F* FE d3z， 
i 一 i9- 关 让 * 3 
I 一 2 e F” VF!1d 化 ) (95.7) 
I_ = y eig7 (VF_ Frd3y, 
q=p++p-—k; 
为 简洁 计 , 我 们 用 F_ 与 Fj 标记 在 (95.3) 式 与 (95.4) 式 中 出 现 的 超 几何 函数 . 
吕 分 了 工 , 了 满足 一 个 恒 等 关系 ; 由 
£ V(e TE* FF)dz = 0, 
我 们 有 
qlI+2ei+T ++2e_I.=0. (95.8) 
将 |MjysP? 对 入 射 光子 的 极 化 求 平均 并 对 电子 与 正 电 子 的 自 旋 方 向 求 和 . 昌 这 
可 通过 如 下 张 量 代 换 








dl k 
eEieE 一 3 (6ik nink), n= es 


并 按照 如 下 规则 变换 双 旋 量 乘积 
U4EL 一 2p+ = (e477 一 DY 二 mm). 
再 取 a = ?07 来 做 , 我 们 求 出 
2 RN 
{tp Op tp (n. Q)pr (nt)}, 
a 
Q=7 -YY -7 TI), 
Q=77 -7 -7 EE). 


@ 允许 所 有 粒子 有 极 化 的 计算 是 由 H. Olsen, L. C. Maximon, Physical Review 114, 
887, 1959 给 出 的 , 还 可 参见 893 中 引用 过 的 B. fH. Baiep 等 人 的 书 . 





|My 一 
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对 小 角度 

G+ ~ m/e €!1 (95.9) 
的 极端 相对 论 情 形 , 作 近 似 后 的 最 后 结果 将 在 这 里 给 出 . 我 们 定义 如 下 辅助 
矢量 
































硅 一 二 (pt)1， 娃 一 竺 6， (95.10) 
其 中 下 标 上 标记 垂直 于 天 方向 的 分 量 . 于 是 有 
2 /mw jp ] m6 | 
[Mga 一 加 + +2|13 +I| p. (95.11) 
其 中 我 们 已 经 用 到 了 ~ e/g ~ seEjm 的 事实 (如 由 (95.8) 式 所 看 到 的 ), 并 略 
去 了 比 m/e 更 高 阶 的 项 . 
积分 玉 可 以 表示 成 
1 PE 0 
eS 267 pr 





JJ 一 小 i 1,i(p4r + pr :7))F(iv,1,i(p_r+p- :7))d?z. (95.12) 
积分 了 可 用 完全 超 几 何 函 数 写成 : 巴 
2 _ iv 
(St) F(—iv, iv, 1, 2), 
gq ~—2p_ :4q 


人 2(p4p- — p+ Pp- )+2(p+ .9g)(P-， 9 
(92 一 2D+ De —2p-.q) 


(95.13) 


对 pi 微 商 必须 在 固定 的 g 下 进行 , 然后 再 取 q = pj 十 p- 一 上. 在 作 了 对 应 于 
极端 相对 论 情形 的 近似 并 采用 条 件 (95.9) 后 的 结果 为 








人 


_ hr ef (ESE) fer tree -ni (95.14) 


02 m2w NEs_& 


为 简洁 计 , 采用 标记 











1 


gq 
i ZzZ 二 1] 一 一 — 
1 62 7 S66 





(95.15) 
F(z) = F(—iv, iy, 1, 2), 





其 中 F(z) 为 实 函 数 . 于 是 积分 工 可 直接 从 (95.8) 式 求 出 . 
@ 这 个 计算 是 由 A. Nordsieck 给 出 的 , 见 892 引用 的 文章 . 
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将 积分 值 代入 (95.11) 并 代入 | 式 , 我 们 求 出 所 要 求 的 截面 : 








4 
do = (se) i .6_d5_ .dypdes {F?(z) 
x[-2c4c-_ (时 多 二 到 好 ) 二 2( 习 十 至) 十 3( 扑 十 地 ) 
xi 66 oos 骨 二 时 生生 PC[-2ete_( 吕 全 十 到 色 ) 
+w2(1 十 时 和 2)6E_ 一 2 4 十 2)646_6E_ cospl}. (95.16) 
当 了 一 0 时 ， 


一 1， 了 (一 1， 了 RE(z) 人 2 一 0. 





sinh nv 
于 是 表示 式 (95.16), 如 应 该 的 那样 , 可 简化 为 Bethe-Heitler 公式 (94.3), 这 对 应 
于 玻 恩 近似 . 如 果 电 子 对 发 射 的 角 满足 条 件 





6+—6-|<1, lr-v<l1, 


则 对 任何 ”都 可 简化 为 这 个 公式 . 由 于 gq < m, (95.16) 式 括号 中 的 第 二 项 与 
第 一 项 相 比 有 个 额外 的 因子 (g/m) 而 可 以 略 去 , 而 在 第 一 项 中 我 们 有 (因为 
(1—2z)~ /m1 

1 _ sinh mv 
T(1-iv)T(I+ivy) x 





F(z) — F(1)=F(~iv,iv,1,1)= (95.17) 


于 是 在 括号 前 的 类 似 因 子 消去 了 . 
现在 我 们 来 考虑 截面 对 电子 对 发 射 方向 的 积分 . 对 角度 的 积分 可 分 成 两 
个 区 域 1 与 工分 别 为 


D1-z>1~-A, (TID)1~z<1~—2, 


其 中 zi 为 某 个 值 , 它 使 得 1 > 1 一 六 (my/e)2. 由 于 在 区 域 I 中 1-~-z<&1， 
gq 入 mm 由 以 上 讨论 得 出 , 在 这 个 区 域 do ~ dos = dow-0, 其 中 dos 为 玻 思 
近似 截面 . 因此 , 对 角度 的 积分 为 


dos, 三 fa = fae+ [aol = (doc+)B 十 /ac — dol, ,0), (95.18) 


其 中 (do )s 为 玻 恩 截面 (94.5) 对 角度 的 积 
在 区 域 工 我 们 有 





gq:/m? os 62 + 62 +2616_ coswp. 


名 这 个 函数 值 可 以 从 第 三 卷 , (e.7) 得 到 , 该 式 将 宗 量 为 z 与 宗 量 为 1- z 的 超 几 何 
疯 数 联系 起 来 . 
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我 们 将 变量 从 61 ;56_,op 变换 为 ,6_,z. 直接 计算 此 变换 的 雅 可 比 量 给 出 


E+E- dé+dé_dw 


0+d6+ 0_d6_ dp = B72 (GE) sing’ 





其 中 
2 
1 一 ZzZ= A =é++é 一 2616 +2VérE-(l — é+)(1 ~ é€-)eosy. 


借助 于 这 个 公式 用 其 它 量 表示 siny 与 coso 并 代入 (95.16), 再 进行 一 些 简 单 
的 代数 运算 , 我 们 得 到 





= Ads 2dé+dé€_dz 
do = 4ds+ [z(1—2)— (1—2z)(tr+é- —1)2— Be er jl 
2(z 
x {El 0 -+2ere- 全 一作 
十 {Se +e2)z+2ere (t+ +é— 5] ， 








( Ty ) Z2ar2 
sinhmzy/ 2nw3 


最 后 , 我 们 用 新 的 “ 球 ” 变量 Xx 与 代替 61 与 和 


E41 +é-  —1= Vzsinxcosy; 

€. —£_ = VI- zsinxsiny; 
Ogx&n/2, 0gY 2n; 

2dé1dé_ 一 Vz(1 — 2z)sinx cosxdxdwy. 


变量 x 与 少 的 变化 范围 对 应 于 6&4 与 上 从 0 到 1, 艺 对 64 与 5 (或 等 价 地 
904 与 9_) 从 0 到 oo 的 范围 ; 这 个 积分 很 快 收敛 使 得 角度 的 变化 范围 可 以 以 
这 个 方式 扩展 . 在 变换 后 , 分 母 的 根 变 为 Vz(1 一 为 cosX; 对 x 与 的 积分 是 
初等 的 , 结果 为 





do = 2A. 2ndz (a 二 E22++ je1e-) | 


F(z) zp, 
3 十 2]| de+. 


1 一 2 7 
出 现 一 个 额外 的 因子 2 是 因为 对 z 的 积分 为 是 0 到 z, 而 当 辐 角 p 从 0 变 到 
fr 和 从 式 变 到 2r 时 , 每 个 z 值 出 现 两 次 . 
对 z 的 积分 利用 (92.14) 式 进行 , 由 于 v= 一 v ( 且 F(z) 为 实 的 )， 该 式 变 为 
F? ,Zw 1d 
1 一 2 2 ”12dz 





(zFF’). 
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这 个 式 子 的 积分 为 zF(z)F'(2)/z2. 由 (95.17) 式 取 值 zyF(zi) 的 F(), 而 极限 
RE(2 一 1 由 下 式 给 出 为 @ 





访 FO) =F(l~iy,1+iv,2,2) ~—[In(l ~ 2)+2f()] wy, 
其 中 
/=Ja+o+wG- 芭 -280-2 袜 二 


n=1 


(95.19) 
yz) = T(z)/T(z). 


将 以 上 表示 式 代入 (95.18), 我 们 得 到 最 后 的 公式 


dos, = 42Z2ar2 (3 站 全 je+e-) -和 二 > 二 fo) J (95.20) 
能 量 为 w 的 光子 产生 电子 对 的 总 截面 为 


0 一 本 Zar 忆 沁 a 1(o7)| : (95.21) 


© 


我 们 看 到 , 这 些 公式 的 变化 只 是 从 对 数 项 减 去 原子 序数 的 一 个 通用 的 函数 
f(a2). 图 18 给 出 这 个 函数 的 图 示 . 对 v 之 1 情形 , f(v) ~ 1.272. 


f(r)/r? 
1.20 


1.16 上 一 





























此 公式 的 推导 可 以 在 下 面 这 篇 论文 的 附录 中 找到 : H. Davies, H. A. Bethe, L. C. 
Maximon, Physical Review 93, 788, 1954. 
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思 致 辐射 过 程 的 矩阵 元 为 








Mpi = 有 (ae ef)e ry) da; (96.1) 


初 态 电子 (s,p) 与 终 态 电子 (ae',p/) 的 波 函 数 在 其 渐 近 形式 中 分 别 包 含 出 射 与 
入射 的 球面 波 . 这 个 积分 的 计算 类 似 于 和 矩阵 元 (95.2) 的 计算 ,但 这 里 不 将 给 出 . 
然而 , 我 们 将 描述 另 一 种 加 致 辐射 截面 的 计算 方法 , 它 基 于 准 经 典 方法 并 且 没 
有 用 到 原子 核 场 中 电子 波 函 数 的 明显 形式 (在 此 意义 上 是 与 场 势 的 精确 形式 
无 关 的 ) (B. H. Baiiep, B. M. Karros, 1968). 

在 争 致 辐射 过 程 中 , 原子 核 传递 给 电子 与 光子 一 个 动量 g==p +k 一 p. 
如 在 电子 对 产生 问题 中 一 样 , 我 们 必须 区 分 垂直 于 p 的 动量 转移 g, 的 两 个 
范围 : 




















Dmg om/e, (Da arm2/s2 €m. (96.2) 


很 明显 , 在 区 域 工 发 射 截面 等 于 玻 恩 值 : 对 这 些 qi 值 , 核 的 反 冲 动量 是 不 重 
要 的 , 如 在 $98 中 所 表明 的 ( 见 条 件 (98.10) 的 推导 ). 因此 在 区 域 工 这 个 过 程 
的 截面 为 电子 在 静止 核 场 散射 的 精确 截面 与 发 射 概 率 的 乘积 , 而 后 者 是 与 场 
的 具体 形式 无 关 的 . 但 是 因为 按照 (380.10) 式 , 库仑 场 中 小 角度 的 精确 散射 截 
面 等 于 玻 恩 值 , 所 以 它 也 就 是 区 域 [中 整个 过 程 的 截面 , 

因此 只 需要 考虑 区 域 .小 动量 转移 对 应 于 电子 与 核 相 距 为 大 的 距离 : 
pw 1/o ~ es/m2. 但 是 ,在 这 个 距离 , 电子 运动 肯定 是 准 经 典 的 , 这 一 点 容易 
通过 将 通常 的 准 经 典 条 件 (第 三 卷 (46.7)) 直接 应 用 于 极端 相对 论 方程 (39.5) 
看 出 . 


























由 于 运动 是 准 经 典 的 , 我 们 可 以 采用 在 890 对 同步 辐射 用 过 的 方法 . 表示 
式 (90.7) 在 此 情形 为 电子 在 通过 原子 核 一 次 发 射 的 概率 . 

公式 (90.18) 对 890 用 到 的 函数 工 保持 正确 ; 唯一 的 区 别 是 准 经 典 电子 路 
径 7+ 一 7(t) 的 形式 , 它 是 用 来 计算 差 ra 一 ri 的 . 

对 大 的 碰撞 参量 , 核 场 可 看 成 是 弱 的 . 在 零 级 近似 , 路 径 为 由 中 心 出 发 的 
距离 为 p 的 一 条 直线 . 在 下 一 级 近似 , 作为 运动 方程 , 我 们 有 (参见 第 一 卷 , $20) 














其 中 为 2 平面 上 垂直 于 电子 初始 动量 的 一 个 矢量 , 而 方程 右边 的 > 取 为 零 


级 卫 数 : 
ro VP + VP 
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因此 
tdU dt 


dr 
速度 w(t) = p(/Je 可 以 以 足够 的 精确 性 看 成 为 常数 (其 中 能 量 < 仅 与 p 的 大 
小 有 关 , 而 与 其 方向 无 关 ). 进一步 积分 给 出 


p(t) —p1= ~p (96.3) 


(四 一 nl 一 1 人 一 三 ) 一 :/ [Pt ~ pi1ldt.. (96.4) 

















我 们 将 取 刀 = -oo, 因而 量 pi = p(--00) 三 p 与 0=p/e 为 电子 的 初始 动量 与 
初速 度 . 
我 们 可 以 将 概率 (90.7) 取 为 如 下 形式 





3 
du 一 alpjP Es (96.5) 
其 中 
a(p) = f= 1 本 {et 一 大. r(D)]} dt, 
区 二 (96.6) 





Up 
R(t) = ep Oy. er LEP 


V2e’ V2e’ 
而 a/==g 一 wp/() 二 p(t) 一 k. 经 典 函 数 p( 由 (96.3) 给 出 . 如 果 用 p 标记 粒 
子 的 初始 动量 , 对 库仑 场 (UV = vf/r,v = Za) 我 们 有 


vp 
Pt) =p— -3 
(t) 5 





102 + 
和 





r() = Et ee VP 下 + 引 . 
利用 经 典 散射 中 的 动量 改变 ， 
A=p(00) —p(-00) = -2pr/p’, (96.7) 


我 们 可 以 将 这 些 公式 写成 








(96.8) 
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现在 利用 RC) 的 公式 (90.20) 和 对 p(t) 与 7() 的 表示 式 (96.8), 我 们 可 以 
计算 (96.6) 式 中 对 时 间 的 积分 . 这 个 积分 通过 将 变量 t 换 成 


所 
€= -St -kr() 


进行 , 并 采用 如 下 公式 





ooe 一 这 dd | 
. 和 = 2ix K(X), 


其 中 Ki 为 麦克 唐 纳 函 数 . 但 是 并 不 需要 完成 这 个 计算 , 因为 我 们 只 需要 对 于 
小 的 独立 参量 A(A 之 m) 时 a(p) 的 表达 式 . 此 时 ， 
ap) = wi Dw, : AxKi(X), (96.9) 
其 中 
pl BA 9) 


n 二 k/w,DD 为 p,e 与 的 某 个 函数 (但 不 是 p 的 函数 ), 其 精确 形式 并 不 重 
要 .@ 因 为 , 在 极端 相对 论 情形 , 光子 以 与 电子 速度 方向 成 小 角度 6 发 射 , 我 们 


有 
入 二 es 
XTPD 9 了? 
wim? Oe 
= jp (1+0), 6=—. 96.10 
x po 十 站)， 3 ( ) 


我 们 已 经 指出 过 , (96.5) 式 为 一 个 电子 以 页 撞 参 量 p 单 次 通过 原子 核 时 
发 射 光子 的 概率 . 给 定 频率 与 方向 的 光子 的 发 射 截 面 为 该 式 乘 以 v1dpzsdpy 党 
dpzdpy 三 dp 并 对 碰撞 参量 积分 得 到 : 


或 者 


do = oo )|2dq2p. (96.11) 


然而 , 不 应 该 以 为 这 个 公式 没有 对 dp 积分 也 会 给 出 终 态 电子 的 方向 分 布 . 在 
由 外 场 唯 一 确定 的 经 典 轨 迹 上 运动 的 电子 的 偏 移 肯 定 和 非 决 定论 的 量子 力学 
的 偏 移 是 不 同 的 (因此 经 典 函 数 p'(t) 的 极限 p'(co) 也 和 电子 实际 的 终 态 动量 
不 同 ). 所 以 , 为 了 得 到 电子 的 角 分 布 , 我 们 必须 将 其 波 函 数 重新 按 平面 波 展 开 . 

从 (96.11) 式 看 出 , a(p) 为 以 碰撞 参量 p 通过 时 光子 的 发 射 振幅 . 然而 ， 
(96.5) 与 (96.6) 式 确 定 这 个 振幅 只 到 一 个 相 因 子 , 这 个 相 因 子 容易 看 出 为 


@ 旋 量 wi 与 wy 在 积分 中 可 以 看 成 为 常数 , 即 在 经 典 极端 相对 论 运动 中 可 以 忽略 
电子 的 极 化 的 变化 . 这 一 点 可 以 从 841 中 推出 的 方程 看 出 . 


























| 
| 
; 
| 
| 
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e-wp; 根据 7( 中 与 时 间 无 关 项 7 (00) = p, 在 Viilt) 中 必然 存在 这 个 常 
数 因子 , 并 可 移 到 对 时 间 积 分 号 的 外 面 . 因为 它 不 是 一 个 算 符 , 不 受 对 易 步 又 
9 影响 , 因此 发 射 过 程 的 振幅 为 


eikPa(p), (96.12) 


其 中 a(p) 由 (96.9) 式 给 出 ， 

现在 假设 当 z 一 -co 时 , 电子 可 以 用 具有 沿 z 轴 的 动量 p 的 平面 波 描述 . 
这 意味 着 , 当 z 一 -co 时 , 电子 的 波 函 数 作为 z 与 y 的 函数 简化 为 一 个 常数 ， 
可 取 为 1. 于 是 , 当 z 一 co 时 , 通过 这 个 场 的 电子 的 波 函 数 为 ,外 


WE 人 i (96.13) 
按照 跃迁 振幅 (96.12) 的 含义 , 一 个 通过 场 并 发 射 光子 的 电子 的 波 函 数 为 
ewPa(p)s(p). (96.14) 


电子 进入 具有 确定 动量 p’ 的 态 的 发 射 振幅 由 相应 的 (96.14) 的 傅 里 叶 分 量 给 
出 , 即 





A / oip'pe -ikpa(p)S(p)d2p 
二 / erigr'Ppa(p)9(p)d2p， (96.15) 


其 中 qu 为 给 予 核 的 动量 转移 的 横向 分 量 ; 参 见 第 三 卷 (131.7) 式 . 给 定 动量 转 
移 9 的 散射 截面 为 
dk d 
do = la(g@ 外 (270)3 人 
现在 我 们 来 计算 5S(p)， 在 这 里 考虑 的 库仑 场 情 形 , 指数 上 的 积分 是 发 
散 的 , 这 与 库仑 散射 中 的 相位 发 散 一 致 . 因此 , 积分 必须 先 在 有 限 的 积分 限 内 
进行 : 








(96.16) 





人 cu- 三 (Rt V+ -In 


和 —2vIn2R++2vInp 


@ 见 第 三 卷 (131.4) 式 ; 请 回忆 起 我 们 对 方程 (39.5) (其 中 我 们 取 2? = e2) 与 非 相对 
论 芒 定 谱 方 程 (39.5a) 间作 过 类 比 . 记得 这 些 方程 中 系数 的 含义 的 区 别 , 容易 看 到 , 在 我 
们 这 里 的 情形 ,第 三 卷 (131.4) 式 成 立 的 条 件 即 第 三 卷 (131.1) 式 事实 上 是 满足 的 . 而 这 
个 公式 对 任意 大 的 z 不 再 成 立 的 事实 , 由 于 第 三 卷 8131 中 的 同样 理由 而 变 得 并 不 重要 . 
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(ER 污 p). 第 一 项 为 常量 , 是 不 重要 的 , 因此 
S(p) = exp(~2iv Inp) = pop- 2. (96.17) 


将 (96.9) 与 (96.17) 式 代 入 (96.15) 式 , 并 对 zy 平面 上 的 矢量 p 的 方向 积 
分 , 我 们 求 出 M 
a(qi) ccz pKi(X)Ji(g 1 p)pdp, (96.18) 


其 中 于 为 贝 塞 尔 函 数 . 不 含 v = Za 的 因子 这 里 没有 写 出 来 . 
我 们 看 到 , 振幅 a(q1) (并 因此 截面 (96.16)) 对 > 的 依赖 关系 包含 在 一 个 
分 开 的 因子 中 . 另 一 方面 , 当 wv 一 0 时 , 截面 必定 趋 近 于 其 玻 恩 近似值. 因此 ， 
我 们 立即 清楚 看 到 , 截面 与 玻 息 值 只 相差 一 个 与 电子 极 化 无 关 的 因子 , 所 以 不 
会 影响 其 极 化 效应 . 
积分 (96.18) 可 以 通过 如 下 公式 用 超 几 何 函 数 表示 





站 ZTEKa(az)Ji (pz)zdz 
0 


_ TQ — 2)T(1 — M2) (+ a Ee | 上 








2>Xa3 一 和 02 2 2 2+4 
这 给 出 : 
> gd 2iv 2 > 
a(q1) x rv(l — iy) (5) T°(1 ~ iv)F(iv,1— iy,2,2), (96.19) 
其 中 
加 mw 52)2 eo 


这 里 我 们 用 到 一 个 事实 , 即 在 区 域 了 ( 见 (96.2) 式 ), 矢量 g 平行 于 p 的 分 量 为 


m2 
qf = -go jena! 十 02)2. (96.21) 





这 一 点 容易 证 明 , 因为 在 该 区 域 动量 p, p/ 与 上 之 间 满 足 条 件 (93.15) 式 . 
(96.19) 式 中 的 超 几 何 函 数 可 以 通过 如 下 公式 简化 为 (96.15) 中 的 F(z) 

c(1 — 2) 

bl(a — ©) 





FE(a, 十 lc 二 lz) = 二 (ob C, 之 ) 十 F’(a, b, c, 2). 





a F2(z) + Ce Co)| (96.22) 


其 中 doB 为 玻 恩 截面 (93.13) 式 (H. A. Bethe, L. C. Maximon, 1954)， 当 dg 六 
m/fe, 我 们 有 z s 1,dos 的 整个 系数 趋 近 于 1; 在 这 个 意义 上 , 在 区 域 下 推出 
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的 公式 (96.22) 对 所 有 的 gq 所 m 都 自动 满足 . 当 g < m2/e 且 (96.22) 式 中 的 修 
正 因 子 不 同 于 1 时 , 矢量 p,yp' 与 & 几乎 是 共 面 的 , 而 且 量 5 与 5 也 几乎 相等 ; 
这 在 (96.22) 式 中 已 经 考虑 了 . 于 是 , z 的 表示 式 20) 中 的 可 以 写成 











gq 
全 二 一 6 十 6 一 266' cosp 2 (1 十 62)2， (96.23) 


了 


让 我 们 可 以 在 (93.14) 式 的 第 二 项 中 取 6 = 6', 但 在 第 一 项 中 不 行 , 因为 它 包 

一 个 不 小 的 系数 (~ m2?/e2?). 

要 得 到 对 角度 积分 的 截面 , 并 不 需要 重复 这 个 积分 : 我 们 可 以 用 下 面 的 
方法 进行 (H. Olsen, 1955). p' 的 不 同方 向 (对 给 定 能 量 e") 对 应 着 电子 终 态 的 
简 并 . 很 明显 , 对 属于 一 个 简 并 能 级 的 态 的 求 和 结果 和 这 些 态 的 完备 集合 的 选 
取 是 无 关 的 . 因此 , 在 对 p' 的 方向 求 和 中 可 以 将 计算 微分 截面 需要 的 完备 组 
从 如 局 换 成 光 总 , 即 我 们 可 以 定义 思 致 辐射 矩阵 元 为 





My = /ee e* )e *"y dz. 





不 难看 到 , 这 个 积分 是 与 (M8?)* 相同 的 , 只 要 将 后 者 中 波 函 数 的 参量 作 如 下 
变换 : 
PT,DH,E 一 一 D) 一 D EP-,p- ,Ee 环节 2 天 一 一 天 
并 将 积分 变量 的 符号 反 号 : 7 一 一 7. 
因此 , 很 清楚 , 加 致 辐射 截面 对 角度 的 积分 可 以 从 积分 的 电子 对 产生 截面 
(95.20) 再 乘 以 下 面 的 因子 














ww2 dw 本 2 dw 
pi de+ 和 E41 de+ 
(参见 (91.6)) 并 将 sy 换 成 -se, se- 换 成 e' 得 到 . 于 是 我 们 有 
E 3 | 2ee’ 1 dw 


i A (96.24) 








了 7 
2 
do = 422ar? | 
< [|s 


我 们 看 到 , 积分 的 加 致 辐射 与 电子 对 产生 截面 的 玻 恩 近 似 的 修正 由 相同 的 函 
数 Fa2) 给 出 . 

(96.24) 式 与 Za 值 的 任何 限制 无 关 , 它 允许 过 渡 到 经 典 极限 (所 一 0, Za 一 
oo). 在 此 极限 , 我 们 也 必须 取 = 六 e‘. 记得 当 |z| 一 co 时 的 渐 近 表示 风 (z) NY Inz 


和 丈 (1) = 一 C 值 (其 中 CC 为 欧 拉 常数 ), 我 们 求 出 有 效 清 阻 为 
1622r2e2 2e2 1 
fiwdo = 3 In oO C| dw. (96.25) 


这 个 表示 式 不 包含 雹 为 思 致 辐射 强度 的 经 典 频率 分 布 . 
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电子 -电子 思 致 辐射 过 程 可 用 8 个 费 曼 图 表示 : 4 个 图 为 





kK hk 
| | 
并 a 
JE p1 p1 eR 2I (97. 1a) 
二 Pi Pe pl1 
i 上 
PDE p2 Dai (97.1b) 
1 | 
{k tx 


男 外 4 个 图 是 通过 交换 pi 与 p 而 得 到 的 “交换 ”图 . 这 里 我 们 将 给 出 极端 
相对 论 情形 的 计算 结果 (G. Altarelli, F. Buccella, 1964; B. H. Baitep, B. CG. 
Bannn, B. A. Xose, 1966)@ 

在 实验 室 系 中 ( 初 态 两 电子 中 一 个 (例如 第 二 个 电子 ) 的 静止 系 ), 发 射 截 
面 对 光 子 方向 的 积分 可 以 写成 一 个 求 和 do = da 人 + da@), 其 中 




















- 2e(e — 1 
do = 4ar2 dw ew | Se 引 CG 2e(e 0) 3) : (97.2) 
WwW € E—wW E 3 Mw 多 
2 ,mdw m m2? 25 2m 5m? m 
do = ~ar? 4 一 一 21 之 一; 7. 
2 Be a Wo 二 42 m Ww 32 [2 De 
9 2 
dol®) = {sl S14 入 ) ns-( 尖 )m(1- 闫 ) 
m w m 
m3 m2 六 3m js dw m2? 3m 2w dw? 元 
4o3 202 ww m 2w2 ww re 


(es 为 第 一 个 电子 的 初始 能 量 ). 

这 些 公 式 精 确 到 相对 数量 级 m/e. 到 这 个 精确 程度 , 发 现 不 同 费 曼 图 对 
截面 的 贡献 是 不 相干 的 , 在 这 个 意义 上 , do 与 dol% 分 别 对 应 两 个 电子 中 各 
个 电子 的 发 射 : 快 电子 与 反 冲 电子 分 别 为 图 (97.1a) 与 图 (97.1b). 

“交换 ”图 对 截面 给 出 与 “直接 ”图 同样 的 贡献 . 由 于 电子 是 全 同 的 , 直 
接 图 与 交换 图 在 总 贡献 中 各 占 一 半 , 因此 我 们 可 以 只 考虑 直接 图 的 贡献 并 且 
不 管 粒子 的 全 同性 . 对 电子 -- 正 电子 碰撞 , 交换 图 换 成 了 漂 没 图 , 但 它们 的 相 


@ 这 个 计算 还 在 893 中 引用 过 的 B. H. Baiep 等 人 的 书 中 给 出 . 


























se 
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对 贡献 为 m/e 数量 级 , 故 可 略 去 . 因此 , 电子 -电子 与 电子 - 正 电子 轨 致 辐射 
截面 到 以 上 指定 的 精确 程度 是 相同 的 . 


对 w 污 m 情形 , 比 


do(2) m 
es 


即 反 冲 电子 的 发 射 与 快 电子 的 发 射 相 此 是 很 小 的 当 这 个 比 变 成 m/s 数量 级 
时 , (97.3) 式 自然 不 再 有 意义 . 另 一 方面 , 当 w < m 时 , 截面 的 两 个 部 分 几乎 是 
可 以 比较 的 : 

a 2 i 由 n= 一 ， wm. (97.5) 

Ww mw 3 

为 使 公式 (97.2) 一 (97.5) 成 立 , 必须 至 少 一 ed 
端 相 对 论 的 , 即 光 子 频率 必须 离谱 的 硬 边界 (可 能 发 射 的 最 大 频率 wmax) 足够 
远 . 当 发 射 辐射 后 两 个 电子 在 光子 的 方向 上 以 相同 速度 运动 时 , 电子 的 终 态 能 
量 最 小 , 而 光子 能 量 最 大 . 于 是 守恒 定律 给 出 











E 十 mm 一 wmax 十 2c， |p|= wmax + 2|p|. 
于 是 , 消去 e' 与 p/, 我 们 有 


(s+m— wmax)’ — (lp| — wrmax) 二 dm?, 


. ( ) 
m(e—m 
二 一 一 一 一 ~—. 97.6 
mnt En 
当 6 > m 时 , wmax 伟 6. 这 样 , 只 要 
Wmax ~—“W~E—W Sm, (97.7) 


公式 (97.2) 一 (97.4) 是 成 立 的 . 

当 核 的 2 = 1 时 , 快 电子 发 射 截面 (97.2) 精确 等 于 电子 -原子 核 轧 致 辐 
射 截面 ((93.17) 式 ), 这 个 一 致 不 是 偶然 的 , 可 以 用 发 射 过 程 中 反 冲 的 作用 来 
解释 . 

在 推导 (93.17) 式 时 我 们 忽略 了 固定 粒子 ( 核 ) 的 反 冲 , 将 它 用 一 个 恒定 外 
场 代替 . 这 等 价 于 忽略 动量 转移 四 维 矢 量 的 时 间 分 量 g = p 一 p 十 k ( 反 冲 能 
量 ). 我 们 将 表明 , 在 极端 相对 论 情形 , 这 样 处 理 对 电子 -电子 以 及 电子 - 正 电 
子 思 致 辐射 是 允许 的 . 

我 们 写 出 








一 g2 一 一 (e/ 十 w 一 ea)? 十 (zl 十 必 一 2 人 2 十 (ph a p1), (97.8) 
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其 中 下 标 标 记 矢 量 mw 与 p ( 初 态 与 终 态 电子 的 动量 ) 平行 与 垂直 于 光子 方向 
k 的 分 量 . 在 极端 相对 论 情 形 , k 和 p, Pr 间 的 夹 角 0 0 分 别 为 小 量 : 4 < m/s， 
90' < m/s'. 因此 





pl~ pe~m as 四 -到 sc- 于 -有 (979) 
对 pi 与 所 有 类 似 结果 . 
忽略 反 冲 , 我 位 有 只 +w 一 < 一 0 和 由 十 w 一 区 一 2/s, 于 是 
一 季 (DO — pi) ~ mM. (97.10) 
反 冲 能 量 (电子 -电子 ) 为 
= +wy-e~ g/m)~m. (97.11) 


其 中 忽略 了 由 =' 的 变化 引起 ph 的 变化 . 因此 , 反 冲 引起 q? 的 变化 , 我们 记 作 
Ad 由 (97.8) 式 的 前 两 项 给 出 . 利用 (97.9), 我 们 有 
2 /2 


2 2 

m m m 

Ag ~ (e+w 人 5 冰 + 于) me 于 
Ee = = = E 











与 (97.10) 式 比 较 表 明 Ag? < |q2|, 表明 忽略 反 冲 是 正确 的 . 中 

快 粒子 的 辐射 只 进 人 其 运动 方向 上 一 个 窗 的 圆锥 (孔径 角 为 ~ m/e), 这 
个 事实 使 我 们 能 够 通过 一 个 简单 的 变换 从 实验 室 系 的 截面 (97.2) 得 到 质心 系 
中 的 截面 .® 

在 质心 系 中 , 两 个 电子 以 相同 方式 发 射 , 每 个 都 在 其 运动 方向 上 . (可 以 指 
出 这 给 予 在 两 个 粒子 的 辐射 之 间 互 相 没 有 王 涉 一 个 直观 的 解释 .) 在 此 参考 系 
中 极端 相对 论 电 子 的 能 量 瑟 与 其 在 实验 室 系 中 的 能 量 es 的 关系 为 : 28? = me; 
相应 的 光子 频率 8 与 w 的 关系 为 : w/e = 0/ 已 这些 公 式 容 易 从 比较 不 变量 
(pip2) 与 (pik) 在 两 个 参考 系 中 的 值得 到 . 因此 在 质心 系 中 每 个 电子 的 发 射 截 
面 为 





do(D = dc(02) 
dd 五 一 由 E 五 一 人 2 4E2(E — 1) 1 
2 | Cb a 
| ( 27 3) . (97.12) 


en EE IIE- 五 
名 这 个 结论 在 电子 -原子 核 困 致 辐射 情形 当然 更 是 成 立 的 : 这 时 反 冲 能 量 为 go 3 
Ga2/2M ~m2/M, 其 中 M 为 原子 核 的 质量 . 
@ 一 般 是 不 可 能 有 这 样 的 变换 的 , 因为 对 给 定 频 率 范 围 dw 谱 的 贡献 来 自 于 完全 
不 同方 向 发 射 的 光子 . 


一 4ar 
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要 使 (97.12) 式 成 立 还 必须 要 求 光子 频率 不 靠近 谱 的 边界 . 对 一 个 极端 相 
对 论 粒子 , 当 wmax ss 时 ,上述 变换 直接 给 出 








fnax YT Wmax B/E 六 五. (97.13) 


因此 , 在 质心 系 中 , 电子 只 能 发 射 其 总 能 量 2 的 一 半 . mox 的 直接 计算 是 不 
难 的 , 只 要 注意 到 在 发 射 一 个 光子 后 两 个 电子 将 以 相同 速度 (在 该 参考 系 中 ) 
沿 与 光子 相反 方向 运动 . 我 们 有 


2 五 = 2 万 ' 十 (nas 2|p'| = {max, 


由 此 


2 
A 
| (97.14) 


并 在 极端 相对 论 情 形 重新 得 到 (97.13). 于 是 (97.12) 式 可 以 在 下 述 条 件 下 应 用 


(2max 人 





fnax “DNBE-0>m (97.15) 


现在 我 们 将 给 出 在 相反 的 极限 情况 下 质心 系 中 发 射 的 一 些 公 式 , 即 靠近 
谱 边界 的 情形 , 当 





Drax— QD EM. (97.16) 


因为 在 此 情形 反 冲 变 得 很 重要 , 结果 就 与 固定 中 心 的 散射 不 同 , 也 与 电子 - 电 
子 散射 和 电子 - 正 电 子 散 射 的 结果 不 同 (B. H. Baitep, B. C. Bans, B. A. 
Xose, 1967). 

在 电子 -电子 散射 中 , 对 靠近 谱 边界 发 射 截 面 有 贡献 的 ,除了 图 (97.1) 的 
平方 外 , 还 有 直接 图 与 交换 图 的 乘积 (相干 项 ), 但 是 是 同一 给 定 初始 粒子 的 辐 
射 , 比如 , (97.1a) 的 第 二 个 图 与 以 下 这 个 图 的 乘积 


了 





这 是 因为 , 靠近 谱 边 界 时 终 态 粒子 有 相近 的 动量 , 因此 没有 理由 认为 交换 项 是 

小 的 . 截面 的 最 后 结果 为 

2 [BE (nax — 02)?2 dn 
mm {max 


当然 , 玻 恩 近似 得 到 的 结果 与 通常 一 样 只 有 当 终 态 电 子 的 相对 速度 与 a 相 比 很 
大 时 才 成 立 . 否则 必须 考虑 终 态 粒子 的 相互 作用 . 


do = 20 (97.17) 
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在 电子 - 正 电子 散射 中 , 漂 没 图 的 平方 对 发 射 截 面 有 一 个 对 数 大 的 贡献 ， 
对 应 着 初 态 粒子 的 辐射: 
本 大 hk 
eA p- -2 一 一 一 一 2- (97.18) 
1 


一 2 / 


DLL p+ 














精确 到 非 对 数 项 时 , 其 它 图 的 平方 也 是 重要 的 , 但 相干 项 很 小 . 最 后 结果 为 


— M12 
do = 20r? (Pe | (至 + . (97.19) 





因此 电子 - 正 电子 散射 中 的 发 射 与 电子 -电子 散射 中 辐射 相 比 , 是 对 数 大 的 . 
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设 doo 为 给 定 的 带电 粒子 散射 过 程 的 截面 , 此 过 程 可 以 伴随 发 射 一 定数 
量 的 光子 . 与 此 过 程 一 起 , 我 们 将 考虑 另 一 个 和 它 的 差别 只 是 额外 发 射 一 个 光 
子 的 过 程 . 如 果 这 个 光子 的 频率 w 足够 小 (必要 条 件 将 在 下 面 表述 ), 那么 第 
二 个 过 程 的 截面 do 就 以 简单 的 方式 与 doo 相 联系 . 

当 w 小 时 , 我 们 可 以 忽略 发 射 此 量子 对 散射 过 程 的 影响 . 因此 截面 do 可 
以 表示 成 两 个 独立 因子 (截面 dco 和 在 碰撞 中 发 射 一 个 光子 的 概率 dw) 的 乘 
积 . 发 射 软 光 子 是 一 个 准 经 典 过 程 ; 因此 这 个 概率 与 经 典 计算 碰撞 中 发 射 的 量 
子 数 相同 ; 即 为 发 射 的 经 典 强度 (总 能 量 ) d7 除 以 w(= fiw). 于 是 








do 一 dao (98.1) 


我 们 将 表明 这 个 公式 可 以 从 费 曼 图 技术 的 一 般 规 则 推出 (J. M. Jauch, F. 
Rohrlich, 1954). 

描述 包含 一 个 附加 光子 过 程 的 费 曼 图 可 以 由 原来 过 程 的 费 曼 图 加 上 一 条 
外 光子 线 得 到 , 这 条 光子 线 从 某 个 (外 或 内 ) 电子 线 “ 分 又 ”出 去 , 即 作 代 换 


RN 
、\ (98.2) 
-人 by 了 一 5 
p p—k Pp 





容易 看 出 , 其 中 最 重要 的 费 量 图 是 在 外 电子 线 作 此 改变 的 图 . 因为 如 果 2 为 
外 线 动量 (pz2 = ”2), 对 小 的 我们 也 有 (p 一 如 ? mm2 即 加 到 图 上 的 因子 
Go 一 k) 是 在 其 极点 附近 的 . 
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对 一 个 初始 电子 线 p, 代 换 (98.2) 在 反应 振幅 中 引起 如 下 的 改变 : 








u(p) 一 eV4rG(p — k)(ye')u(p) = eV (Ye)ul) 
仿 Vn (ye”)u(p). 
由 于 (yp) (Ye*) = 2pe* 一 (ye*)(Yp) 与 ypu(p) = mu(p), 我 们 得 到 如 下 规则 : 
u(p) 一 一 cEV4T 和 ul(p). (98.3) 
类 似 地 , 对 终 态 电子 线 p', 费 曼 图 中 的 改变 
有 AN 
0 
Pp P p+k 
意味 着 振幅 中 的 如 下 改变 : 
zp) 一 e tna) (98.4) 


在 其 余 图 中 , 我 们 处 处 都 可 以 忽略 作为 发 射 光子 结果 的 线 的 动量 的 改 
变 . 这 里 假设 光子 能 量 w 与 参加 反应 的 所 有 粒子 的 能 量 相 比 总 是 一 个 小 量 (还 
与 重光 子 相 比 , 如 果 有 硬 光 子 发 射 的 话 ). 

设 doo 指定 为 比如 电子 被 国定 核 的 散射 截面 (可 能 有 硬 光 子 发 射 ). 这 个 
过 程 , 按 通 常 惯例 称 为 “弹性 的 ”, 其 振幅 为 


M 人 0 = Tp ) Mul(p). 


作 进 一 步 代 换 (98.3) 与 (98.4) 青 加 上 这 个 结果 , 我 们 就 得 到 发 射 相同 硬 光 子 
和 一 个 软 光 子 的 加 致 辐射 振幅 : @ 




















rel) (pe*) (pe’) 
Mi = MI eVAn ( (oR ) ; (98.5) 
相应 地 , 截面 为 
_ (Ve) (pe)| dsk 
do = doel i 4ne? (pk) ee (pk) CE 。 (98.6) 
对 光子 的 极 化 求 和 给 出 
2 
加 1 p | dk 
do = —e? i doal. (98.7) 








@ 应 该 指出 这 个 公式 的 相 减 项 是 由 规范 不 变性 自然 产生 的 : 反应 振幅 必须 在 极 化 


四 维 矢 量 e 换 成 e+ constant x 下 保持 不 变 . 
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用 三 维 的 量 表示 , 这 个 公式 变 成 @ 


有 2 
dm=e( VX YXNn ) ddon ge (98.8) 





1i—-v:n 1—-v-.n ANt2w 
其 中 到 = 有 /wo 与 v' 为 电子 的 初速 度 与 末 速 度 . 我 们 看 到 , dou 的 系数 事实 
上 与 经 典 发 射 强度 (参见 第 二 卷 (69.4) 式 ) 除 以 w 相同 , 如 在 (98.1) 式 已 经 表 
明 的 . 
以 上 公式 可 以 应 用 的 条 件 是 不 仅 w 与 < 相 比 是 小 的 , 而 且 给 核 的 动量 转 
移 g 与 由 于 发 射 软 光子 而 引起 的 改变 6g 相 比 是 大 的 . 我 们 有 





8g = (P 一 了 一 玉 ) 一 (2 一 Do-=o 一 SP —k, 
其 中 |8p| ~ w6lp'|/8e ~ w/v, |k| =w. 在 非 相对 论 情形 (vw < 1), 我 们 得 到 条 件 
Di (98.9) 
对 于 库仑 势 (或 任何 随 距 离 增 长 而 缓慢 减 小 的 势 场 ) 的 散射 |g| ~ 1/p (其 中 p 
为 碰撞 参量 ), 这 个 条 件 也 可 写成 wr 才 1, 其 中 ~~ pyv 为 碰撞 的 特征 时 间 . 
在 极端 相对 论 情形 , 光子 主要 沿 靠近 v 与 w 的 方向 发 射 , 如 从 (98.8) 式 
的 分 母 所 看 到 的 . 如 果 电 子 散射 角 是 小 的 , 三 个 矢量 p, p', n 的 方向 都 靠近 在 


一 起 . 于 是 


























1 
sql = lp Ik =o ($1) ~ 
并 且 , 由 于 lgq| ~ se, 我 们 得 到 条 件 
0 祖 ， (98.10) 
因为 公式 (98.5) 一 (98.8) 是 准 经 典 的 , 它们 对 于 发 射 任何 带电 粒子 都 是 成 


立 的 , 而 不 一 定 是 推导 中 所 假设 的 电子 . 一 般 来 说 , 当 有 几 个 这 样 的 粒子 参加 
反应 时 , 公式 (98.5) 必定 取 为 如 下 形式 


My -MeV Dz (EE I -人 (98.11) 
其 中 求 和 是 对 所 有 粒子 (带电 荷 Ze) 进行 的 ; 公式 (98.6) 一 (98.8) 式 也 作 类 似 
的 改变 . 
特别 是 , 在 非 相 对 论 情 形 


Mp A (vv).e* (98.12) 


@ 推导 (98.8) 式 比 较 方便 的 方法 是 , 回 到 (98.6) 式 , 取 p = (e,ev), pk = ew(l1 一 也 
m),… ,e 二 (0,e), 并 利用 (45.4a) 式 对 极 化 求 和 . 
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对 两 个 粒子 , 这 个 公式 变 成 





二 


V4r /Ze Zoe 
ee (98.13) 


MIM2 
gq = m(v’ —%»), 





mi + m2 


其 中 %» 与 w' 为 碰撞 前 后 粒子 的 相对 速度 . 由 此 , 在 |Mji|? 对 光子 发 射 的 方向 
积分 并 对 光子 极 化 方向 求 和 后 , 我 们 求 出 该 辐射 的 非 相 对 论 的 频率 分 布 为 : 

2e2 /ZB ZN” ,dw 

dow ga 37 (这 至 ) 人 ma 

以 上 结果 可 以 推广 到 同时 发 射 几 个 软 光 子 的 情形 . 对 每 个 光子 在 Mr 中 

有 一 个 附加 的 因子 , 类 似 于 M8 (98.5) 的 系数 . 这 可 以 从 比如 两 个 光子 的 例 

子 直 接 看 出 . 两 个 发 射 光子 的 线 必须 加 到 外 电子 线 上 , 并 以 两 个 不 同 的 次 序 ， 

于 是 一 个 有 外 线 p 的 图 分 别 换 成 有 如 下 线 的 两 个 图 : 

ka、 ia kN、 Yhk2 


* * \ \ 

















和 rg ee 
Pp—ki—k2 p—ki p p—ki—k2 p—k2 p 


它们 分 别 包含 因子 
1 1 和 和 1 1 
2(pk1 + pk2) 2pk1 2(pki + pk2) 2pk2 


(电子 传播 子 的 分 母 ) 其 和 为 司 


2phk1 2pks’ 
即 , 这 是 两 个 和 第 一 与 第 二 个 光子 相关 的 独立 因子 的 乘积 . 于 是 , 在 将 所 有 图 
求 和 时 , 这 些 项 (由 于 规范 不 变性 ) 组 合 给 出 如 下 差 的 乘积 : 


( 绎 - 吗 ) ( 绎 - 2 ) 
pk pk) \phk> pk 

过 程 的 截面 按照 振幅 因子 化 步 又 分 成 一 些 因 子 . 因此 这 些 软 光 子 是 独立 
发 射 的 . 发 射 n 个 软 光 子 的 截面 可 写成 














do = doadwi .…deon， (98.14) 


其 中 dwi, dwo,… 为 发 射 单个 光子 后 , 有 2, … 的 概率 . 当 这 个 公式 对 变量 ( 频 
率 与 方向 ) 有 限 范 围 的 值 积分 时 , 对 所 有 量子 相同 , 都 必须 包含 一 个 因子 1/ml 
以 考虑 光子 的 全 同性 . 
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如 果 将 发 射 截面 (98.1) 对 频率 从 wi 到 wo 某 个 有 限 区 域 积 分 , 得 到 的 表 
示 为 
do ~ al do (98.15) 
(参见 (98.8)). 这 里 假设 两 个 频率 都 是 软 的 , 因此 w 的 可 能 值 受到 这 个 方法 可 
以 应 用 的 条 件 的 限制 . 然而 以 对 数 精确 性 , 我 们 可 取 wa ~ e, 其 中 < 为 发 射 粒 
子 的 初始 能 量 . wi 的 值 没有 下 限 , 但 是 当 取 wi 一 0 时 , 我 们 看 到 发 射 所 有 可 
能 软 量子 的 截面 是 无 穷 大 的 . 我 们 来 研究 一 下 这 个 “红外 灾变 ”的 含义 (F. 
Bloch, A. Nordsieck, 1937). 
当 
oan >1 (98.16) 
wl 
时 , 我 们 有 do 之 doa. 然而 , 这 意味 着 微 扰 论 不 能 应 用 , do 不 能 作为 比 dow 
小 的 高 阶 小 量 来 计算 . 换 句 话说 , 在 此 情形 , 小 参量 必须 取 为 aln(s/w1), 而 不 
是 wa. 
因此 , 从 微 扰 论 推出 的 (98.5) 与 (98.6) 式 对 足够 低 的 频率 是 不 再 成 立 的 . 
另 一 方面 , 强度 d7 的 经 典 公式 (第 二 卷 (69.4)) 在 w 越 小 时 就 越 接 近 于 正确 . 
因此 公式 (98.1) 的 合 义 应 该 越 经 典 则 越 正确 ， 存 公式 (98.1) 中 , 假设 有 一 个 
光子 发 射 . 那么 , 辐射 时 粒子 损失 的 能 量 等 于 w 而 “相对 能 量 损失 截面 ”为 
wdo/e 或 


d 
doa. (98.17) 


实际 上 , 对 足够 小 的 w, 发 射 概率 并 不 小 , 而 发 射 两 个 或 更 多 光子 的 概率 要 比 
发 射 一 个 光子 的 概率 更 大 , 而 不 是 更 小 在 这 些 条 件 下 , (98.17) 式 仍 保持 正确 ， 
但 经 典 强度 d7 决定 发 射 光子 的 平均 数目 , 而 不 再 是 发 射 一 个 光子 的 概率 . 


dl 
山 = 一 ， (98.18) 
或 者 , 在 有 限 的 频率 范围 
元 二 a i (98.19) 


由 于 软 光子 是 以 统计 独立 的 方式 发 射 的 (这 在 微 扰 论 的 每 一 级 近似 中 都 
是 对 的 ), 泊 松 分 布 可 以 应 用 于 这 个 多 次 发 射 过 程 : 因此 发 射 个 光子 的 概率 
w(n) 可 用 平均 数 元 给 出 为 





Th 


w(n) = 加 A (98.20) 
有 光子 发 射 的 散射 过 程 的 截面 可 写成 


do = doel : w(n). (98.21) 
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5w(n) = 1, doa 为 有 伴随 任何 软 光子 发 射 的 总 散射 截面 . 这 从 经 典 处 
是 很 明显 的 ; 然而 , 按照 微 扰 论 dcsl 为 纯 弹 性 散射 的 截面 . 人 
不 能 应 用 的 . 因此 我 们 发 现 用 微 扰 论 计算 的 dc 作为 弹性 散射 截面 实际 上 包 
括 了 发 射 任意 多 软 光子 . 纯 弹 性 散射 截面 的 真实 值 为 零 : 当 wi 一 0, 平均 数 
元 一 co, 按照 (98.20) 式 , 发 射 任何 有 限 数目 光子 的 概率 变 为 零 .@ 
习题 ” 
1. 求 极端 相对 论 电子 -原子 核 填 致 辐射 中 发 射 的 软 光 子 的 谱 分 布 . 
解 : 将 (98.8) 对 dok 积分 给 出 








do 一 oF(é) Ye doo, (1) 
其 中 
2 | 26? 0 
P(e) =2 tv) -1 ,ésns, 


D 为 电子 动量 而 9 为 散射 角 . 在 极端 相对 论 情形 , 最 重要 的 角度 范围 为 
m2w mm 
区划 0 了 (3) 
下 限 由 条 件 (98.10) 式 给 出 , 上 限 将 在 下 面 讨论 . 这 里 Ee0/2m < 久 1 因此 
F(S) s (8/(37))e? 
而 电子 -原子 核弹 性 散射 截面 为 ( 见 (80.10) 式 ) 


m2 do 
dael 学 A 42 re 杞 页: (4) 
积分 
16 dw /db 
dow = -一 | 一 
Ww 0 


对 数 发 散 ; 它 在 角度 9 ~ mm2wo/ss 下 面 和 &Ew~1 上 面 截 断 , 即 在 角度 90~ my/e 处 
截断 . 当 上 woo 时 ,下 ~ (4/mlng 且 积 分 收 化 . 因此 , 以 对 数 精确 性 我 们 有 


16 du, 6? 
本 Za 2 


do。 = 7 i (5) 


它 与 (93.17) 式 的 对 数 部 分 一 致 (其 中 我 们 必须 取 = 所 Bf). 非 对 数 精确 性 只 有 
在 准 经 典范 围 以 外 才能 达到 . 


@ 我 们 将 在 8130 与 辐射 修正 相 联 系 对 这 个 问题 作 更 详细 的 讨论 . 
@ 公式 (98.7) 的 以 下 应 用 研究 属于 B. H. Baitep, B. M. Tanmngaii (1964). 
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2. 对 两 个 极端 相对 论 电子 的 碰撞 , 求 (在 质心 系 中 ) 同时 在 与 电子 动量 成 
小 角度 的 相反 方向 上 发 射 两 个 软 光 子 的 截面 . 

解 : 由 不 同 电 子 发 射 相反 方向 运动 的 光子 ,每 个 都 沿 其 运动 方向 . 同时 发 
射 的 截面 为 


do = doal . oF() 1 oF(€) 2 £ = 二 sin 2 (6) 


其 中 < 为 每 个 电子 的 能 0 为 质心 系 中 的 散射 角 ; 9 对 每 个 电子 是 相同 的 . 在 
截面 中 不 需要 有 因子 2 7 因为 光子 肯定 是 在 不 同方 向 上 发 射 的 . 电子 在 质心 系 
中 经 一 小 角度 弹性 散射 的 截面 , 在 极端 相对 论 情形 , 与 (4) 相同 ; (参见 (81.11) 
式 ). 与 (1) 式 不 同 , 截面 (6) 在 9 一 0 时 的 行为 为 6d9, 并 因此 积分 收 敏 . 一 方 
面 , 这 使 我 们 可 以 将 积分 扩展 到 日 = 0, 而 且 不 会 有 此 方法 不 能 应 用 的 任何 困 
难 出 现 . 另 一 方面 , 积分 截面 的 主要 贡献 来 自 区 域 0 ww m/e 而 不 是 0 女 m/e 
区 域 , 所 以 必须 采用 精确 公式 (2). 截面 对 散射 角 积 分 的 结果 为 


2 7 dw1 d dw1d 
dowiws = 元 | 十 2c0) | 7 2 a 2 2 = 5.07 加 ax ef 
1 W2 W1 WwW2 


歼 曼 5 函数 的 值 为 《(3) = 1.202. 
899 等 效 光 子 方法 


我 们 来 比较 由 以 下 费 曼 图 描述 的 两 个 过 程 


ee 硬 


(a) es 


其 中 圆圈 表示 图 的 整个 内 部 部 分 . 图 (a) 表示 一 个 光子 (ka = 0) 和 一 个 有 四 
维 动量 g (质量 为 m; q? = m?) 的 粒子 的 碰撞 . 碰撞 形成 的 系统 为 一 个 有 总 四 
维 动量 8 的 粒子 或 粒子 组 . 图 (b) 表示 一 个 同样 粒子 g 和 另 一 个 有 四 维 动量 
2 与 质量 M (Pp? = M?) 的 粒子 之 间 的 碰撞 . 在 碰撞 后 , 后 一 粒子 有 四 维 动量 
并 形成 相同 的 粒子 系统 @. 第 二 个 过 程 可 看 成 粒子 g 和 一 个 由 粒子 p 发 射 且 
动量 为 k=p 一 p' (和 2 <0) 的 虚 光 子 的 碰撞 . 如 果 |k|? 很 小 , 虚 光 子 与 实 光子 没 
有 很 大 的 区 别 . 这 样 的 情形 在 快 粒 子 的 碰撞 中 很 明显 是 可 能 的 : 以 速度 vss 1 
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运动 的 带电 粒子 的 电磁 场 几乎 是 横向 的 ,因此 其 性质 类 似 于 光波 场 . 在 这 些 条 
件 下 , 过 程 (p) 的 截面 可 以 用 过 程 (a) 的 截面 表示 . 史 

我 们 将 假设 粒子 M 为 极端 相对 论 的 , 具有 能 量 (在 粒子 m 静止 的 参考 系 
中 ) e > M. 如 碰撞 粒子 的 质量 m 与 M 不 同 , 我 们 将 取 m < MM 的 情形 . 

过 程 (a) 的 振幅 , 其 中 包含 有 一 个 实 光子 , 可 写成 

















MY = —eVdn(en7™), (99.2) 








其 中 en 为 光子 的 四 维 极 化 矢量 而 7+ 为 对 应 于 图 中 顶点 ( 圆 图 ) 的 跃迁 流 . 过 
程 (b) 的 振幅 为 

Miri = Ze (jn), (99.3) 
其 中 闷 为 粒子 mm 的 跃迁 流 (图 中 下 面 的 顶点 ), Ze 为 这 个 粒子 的 电荷 . 流 了 为 
k= 二 Q 一 g 的 函数 , 因此 在 两 种 情形 下 是 不 同 的 , 因为 在 (99.2) 式 中 如 =0, 而 
在 (99.3) 式 中 如 取 0. 但 是 , 如 果 在 第 二 种 情形 ， 





[82| & m2, (99.4) 


这 里 我 们 也 可 以 取 如 =0 时 的 十 . 

粒子 M 在 发 射 虚 光 子 时 动量 的 变化 p 一 p' 一 &, 与 其 初始 动量 |p| = < 比 
较 是 小 的 ; 因此 我 们 可 以 在 跃迁 流 7 中 取 p = p'. 也 就 是 说 , 粒子 M 的 运动 
可 以 看 成 直线 匀速 运动 . 由 于 这 样 的 运动 是 准 经 典 的 , 相应 的 流 与 粒子 的 自 旋 
无 关 :@ 








jn = 2p*. (99.5) 
现在 流 横 向 的 条 件 (jk = 0) 给 出 ew 一 psks = 0, 取 p 的 方向 为 z 轴 . 因此 
由 一 Das， (99.6) 
其 中 v= pz/e 为 粒子 M 的 速度 . 由 于 
—k2 = w+ hth ow (ly) + hk (99.7) 
其 中 ji 为 矢量 并 垂直 于 z 轴 的 分 量 , 条 件 (99.4) 等 价 于 不 等 式 |ki| 之 m 和 


一 个 更 弱 得 多 的 条 件 , 对 w 的 不 等 式 : w < m/V( 一 ). 


@ 下面 给 出 的 方法 是 属于 C. F. Weizsiicker, EB. J. Williams (1934) 的 ; 其 基本 思想 是 
较 早 由 了. Fermi (1924) 提出 的 . 
@ 当 波 函数 归 一 为 单位 体积 中 有 一 个 粒子 时 , 流 j* = (lw 其 中 为 速度 . 但 是 ， 
我 们 决定 (§64) 略 去 波 沙 数 的 归 一 因子 1/V32e. 因此 , 流 j* 必须 包含 一 个 因子 2e, 从 而 
给 出 (99.5) 式 . 














.428 ， 第 十 章 ”电子 与 光子 的 相互 作用 





由 流 J 横向 的 条 件 (Jk = 0) 并 利用 (99.6) 式 , 我 们 有 ， 





= 
VU Ww 
于 是 , 对 标量 积 77 我 们 得 到 
2 
j= 2(Jos — Japs) 2 二 (x yy A 2 三 ) . (99.8) 


(99.2) 式 中 的 乘积 ye 可 以 作 进 一 步 的 展开 , 通过 在 三 维 横 向 规范 : ek = 
-e. 天 一 0 中 取 实 光子 的 四 维 极 化 矢量 , 由 此 ez s -el :kj/w. 于 是 得 到 


k 
Je 二 -el (1 一 时 . (99.9) 


如 果 和 忽略 掉 括号 中 的 第 二 项 , 表示 式 (99.8) 与 (99.9) 是 成 正比 的 . 由 于 
流 J 与 图 (99.1b) 的 上 顶点 相关 , 它 应 当 不 依赖 于 p 的 方向 ; 因此 三 与 并 
必 取 为 同一 级 的 量 ， 由 于 忽略 了 问题 中 的 那些 项 , 我 们 必 有 |k1| 才 w,， 和 
w <& a2|k4|/M?; 这 些 条 件 是 和 原来 对 | 与 w 的 条 件 一 致 的 . 

假设 在 (99.9) 式 中 光子 的 极 化 处 于 z 与 飞 的 平面 (因此 ek1) 并 注意 
到 所 提出 的 条 件 意味 着 ei ~ e? = 1 于 是 我 们 有 


2 2 
MP = MI = A 一 ea| (99.10) 


按照 前 面 的 讨论 , 下 面 的 条 件 在 这 里 假设 是 满足 的 : 





Iki| <w mY, (99.11) 
< |ki| <m, (99.12) 
其 中 用 到 如 下 标记 2 
"TM Vi—v2 


由 此 我 们 可 以 求 出 相应 截面 之 间 的 关系 . 按照 普遍 公式 (64.18) 我 们 有 
(在 粒子 m 的 静止 参考 系 ) 
dor = [MEP (m8 (Py ~ Pi) dpe, 
1 d3p / 1 
4mw 2E(27)3 “2 


其 中 dpo 表示 粒子 @ 的 统计 权重 . 利用 (99.10) 与 (99.7), 我 们 求 出 


do = [Myil?(2m)*8 (Py ~ Pi) —— 


do = dor : n(k)dp,, (99.13) 
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其 中 
Z2e? he? 
(Tw 
这 里 dov 为 过 程 (a) 的 截面 , 它 是 由 一 个 实 光 子 与 一 个 静止 粒子 之 间 的 碰撞 
得 到 的 , 其 中 形成 的 粒子 系统 8 有 在 某 个 范围 的 动量 ; do 则 涉及 过 程 (b), 它 
是 一 个 快 粒子 (质量 M) 与 一 个 静止 的 相同 粒子 碰撞 时 形成 同样 粒子 系统 Q@， 
动量 损失 为 p 一 p' = k, 且 仍 留 在 p' 值 附近 的 范围 d3p' 内 的 截面 . (99.13) 式 
中 的 因子 n(k) 可 解释 为 与 快 粒子 电磁 场 等 价 的 光子 (在 k 空间 中 ) 的 数 密度 . 
对 dp' 的 积分 等 价 于 对 dk = dwd?2k, 的 积分 . 通过 对 d2 积分 , 我 们 
得 到 粒子 系统 8 的 总 能 量 在 给 定 范围 dE =dw (BB-m=e--e =w, 其 中 &， 
s/ 为 粒子 M 的 初 态 与 终 态 能 量 ) 内 碰撞 过 程 的 截面 . 对 hk, 方向 积分 意味 着 
对 入 射 光子 的 极 化 方向 求 平均 (并 乘 以 2m). 结果 为 


n(k) = (99.14) 

















do = n(w)dordw, (99.15) 


其 中 
2,2 3 
n(w) = f rt) anki at, 村 人 

当 kj 很 大 时 , 对 dk 的 积分 将 发 散 , 但 是 这 个 发 散 只 是 对 数 的 . 这 使 得 
我 们 (在 此 方法 成 立 的 范围 内 ) 可 以 在 对 数 近 似 下 得 到 一 个 结果 : 假设 不 仅 对 
数 的 宗 量 而 且 对 数 本 身 也 是 大 的 . 到 这 个 精确 程度 , 取 积 分 上 限 为 max ~ mm， 
即 不 等 式 (99.12) 的 上 限 就 足够 了 . 于 是 这 个 积分 给 出 等 效 光 子 的 频率 分 布 为 
(用 通常 的 单位 ) 








n(w)dw = -Za In ” (99.16) 
此 处 所 采用 的 近似 意味 着 对 数 函 数 宗 量 的 数值 系数 仍然 是 不 确定 的 . 包含 这 


样 一 个 系数 意味 着 在 大 的 对 数 上 加 了 一 个 相对 小 的 量 (~ 1) 因而 对 此 方法 的 
精确 性 没有 什么 影响 . 





习 题 
1， 由 光子 -电子 散射 截面 , 求 一 个 快 电子 与 原子 核 碰撞 中 的 韦 致 辐射 


截面 , 


解 : 在 Ki 参考 系 , 即 电 子 碰撞 前 静止 的 参考 系 , 这 个 过 程 可 看 成 为 原子 
核 场 的 等 效 光 子 被 电子 散射 的 过程. 中 按照 (86.10) 式 , 在 Ki 参考 系 光 子 被 电 


， 虚 光 子 被 原子 核 的 散射 (在 核 静 止 的 参考 系 ) 由 于 原子 核 质 量 大 而 被 排除 : 散射 
截面 随 散射 粒子 的 质量 增 大 而 趋 于 零 . 
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子 散射 的 截面 为 


d 于 
dose (wi Ww!) = Nr? a = + 党 中 ， 人 
WW1 WI1 WI1 


其 中 wi 与 wi 为 光子 在 该 参考 系 中 的 初 态 与 终 态 能 量 . 在 Ki 参考 系 中 的 町 
致 辐射 截面 为 





dopr(w1) = fa “Nn(wi)dose (wi1,w1), (2) 

其 中 n(wi) 为 函数 (99.16). 由 于 截面 是 不 变量 , 变 到 核 静 止 的 参考 系 KK 仅 频 

率 wi 有 改变 . 在 参考 系 Ki 与 及 中 的 频率 ww 与 内 之 间 由 多 普 勒 公式 相 联系 
加 1 

办 (2 


其 中 护 为 Ki 参考 系 中 的 散射 角 . 相同 的 角度 将 wi 与 wi 通过 (86.8) 式 联系 
起 来 : 


(3) 


ww = yw1(l 一 vcosp1)， 


六 一 二 = 二 (1 cost) (4) 


由 (3) 与 (4) 式 我 们 有 
= wT (®) 
其 中 (一 my) 与 5 为 电子 在 太 参 考 系 中 初 态 与 终 态 的 能 量 (a 一 e' ==w). 将 
(5) 代入 (1) 我 们 求 出 





dosc = Nr 





2 mdw’ ( E m2w? we ) 
:> ; 


EW1 NE 5 el2w? L1E/ 


将 此 式 代 入 (2), 国定 ww ( 即 6) 对 dul 从 wiimin 二 mw'/2e’ 到 wlmax = 2ew'/m 

范围 积分 ; 这 些 数 值 由 (3) 与 (4) 式 通过 取 委 ==0 与 妇 二 Xt 给 出 . 由 于 这 个 积 

分 对 大 的 wi 很 快 收敛 ,对 其 主要 的 贡献 来 自 wi 靠近 下 限 的 范围 , 即 我 们 可 以 
取 wimax 一 00. 以 对 数 精确 性 四 计算 这 个 积分 . 我 们 有 

/ /1 

i (5 i) 人 

w 5 NE E 3 Nu 

要 此 结果 成 立 除 了 条 件 = 六 m (极端 相对 论 电 子 ) 外 , 还 必须 满足 条 件 

(99.11): 积分 中 重要 的 频率 wi ~ wimin 必须 满足 之 E. 因此 ,Ee 一 ef 二 wi 反 

Ee'/m. 在 这 些 条 件 下 , 结果 与 (93.17) 式 一 致 , 如 应 该 的 那样 . 


@ 这 意味 着 , 通过 一 个 分 部 积分 , 将 包含 大 对 数 的 项 分 离 出 去 然后 忽略 其 余 的 项 . 
这 个 运算 等 价 于 将 对 数 In(e/wi) 移 到 积分 号 外 , 并 取 wi = wmin. 
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2. 对 电子 -电子 轧 致 辐射 做 与 习题 1 相同 的 问题 

解 : 在 此 情形 , 康 光 子 要 么 被 快 电子 散射 要 么 被 反 冲 电子 散射 ; 等 价 于 
其 中 一 个 电子 场 的 光子 被 另 一 个 电子 散射 . 眼光 子 被 快 电子 的 散射 给 出 蕉 面 
do 人 它 等 于 电子 与 一 个 二 1 的 原子 核 的 散射 截面 . 

虐 光 子 被 反 冲 电子 的 散射 给 出 截面 


dope = / dw n(w)dose(w, wo) 


其 中 dose(w,w) 由 (1) 式 给 出 , 只 是 频率 的 标记 要 作 适 当 的 改变 .对 给 定 的 ww/ 
值 , w 值 的 范围 为 (参见 (4) 式 ) 


当 < om 时 , 对 w 的 积分 给 出 


1 / / /12 
dote = a ( < + 入 in = 
mm 





0 mm w 


与 (97.4) 式 相符 , 但 是 ， 当 w' > 了 人 l 时 我 们 必须 区 分 以 改 由 与 以 E 交 网 丙 
种 情形 . 在 前 一 情形 ， 
2 ,mdw’ m m2? E 
dal 二 了 ove WE ( at wi 十 2 ) In 页 ; 
与 (97.3) 相符 ; 在 对 数 的 宗 量 中 我 们 已 经 以 足够 的 精确 性 将 ef/w' 换 成 了 cj/m. 
在 内 we 的 情形 , 等 效 光 子 方法 不 能 用 来 计算 do(3, 虚 光 子 的 频率 取 值 从 ww 
开始 , 因此 条 件 (99,11) 在 w=w ~ es 时 不 再 满足 . 
3. 由 两 个 光子 碰撞 产生 的 电子 对 截面 求 光子 -原子 核 碰 撞 产 生 电 子 对 的 
总 截面 . 
解 : 光子 在 原子 核 静止 系 所 中 的 能 量 为 w 六 mm。、， 如 果 我 们 变 到 参考 
系 天 0， 在 该 参考 系 中 原子 核 以 速度 vo 运动 迎面 碰 到 光子 ， 且 此 速度 满足 
UV 而 = 了 /ms 那么 在 该 参考 系 中 光子 的 能 量 为 
l—vo _w 
Vi-ww 2 
在 参考 系 Ko 计算 所 求 的 截面 o 可 看 成 一 个 入 射 光子 wo 与 一 个 原子 核 场 的 
等 效 光 子 (其 能 量 我 们 记 作 w ) 碰撞 时 产生 电子 对 的 截面 : 


r= | snl), 








Wo 一 由 1 一 好 三 和 
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其 中 gyy 为 两 个 光子 产生 电子 对 的 截面 并 已 在 888 习题 的 公式 (1) 给 出 ,应 


该 取 
2 
Sle /i 
LO/ tw! 


用 变量 v 取代 ww 我 们 得 到 
=2r2a2 / vin | (1 一 7 “| |e- old -一 20(2 一 中 | dv. 


由 于 上 限 的 收 争 性 , 积分 可 以 对 从 反应 阅 以 一 mu = 二 0) 到 w= 1) 的 
整个 范围 进行 并 达到 对 数 精确 性 (将 In[w(1 一 如)/m] 换 成 其 在 v=0 的 值 并 放 
到 积分 号 外 ). 结果 为 1 


[ei Taz ln 


与 (94.6) 式 相符 ; 这 个 公式 在 In(w/m) 渤 1 
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人 正 电 子 对 可 用 下 面 两 种 类 型 的 费 曼 
图 来 描述 





| | 
| | ! (100.1) 
a en 
p— 一 D+ Pp— ~—p+ 
(a) (b) 


每 个 图 中 上 面 的 两 根 直线 对 应 相 碰 撞 的 粒子 , 而 最 下 面 的 直线 对 应 产生 的 电 
子 对 . 

我 们 来 研究 极端 相对 论 情 形 下 两 个 重 粒子 (原子 核 ) 的 碰撞 . 在 这 种 碰撞 
中 , 粒子 运动 本 身 的 变化 可 以 忽略 , 即 可 以 将 它们 看 成 为 外 场 源 . 呈 这 对 应 第 一 
种 类 型 的 两 个 图 : 


19) jg 人 2) ig(2) 1a 
1 | ! ! 
(100.2) 
p- p 一 叶 p- p 一 p+ | 


其 中 g0), gl3 为 两 个 粒子 的 场 的 傅 里 叶 分 量 的 “动量 ”. 


@ 两 个 轻 粒 子 (电子 ) 的 碰撞 , 其 运动 的 变化 不 能 忽略 ,这 是 相当 复杂 的 情形 ;参见 
893 引用 的 B. H. Baitep 等 人 的 著作 . 
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一 个 以 速度 匀速 运动 的 经 典 粒 子 所 产生 的 势 4 = (4o, 4) 满足 方程 





DAo = —4nrZed(r — vt — ro)) 
DA= -4nZevd(r — vt — ro). 
其 傅 里 叶 分 量 为 


8r2Ze in 
Aolw, &) = -ne Pro8(w — hk.v) 





对 A(w,k) 有 类 似 公式 . 写成 四 维 形式 为 


Ar*(q) = -ee eiro HS (Ug), 

其 中 太 为 粒子 的 四 维 速 度 , xo = (0,ro) 为 四 维 矢 量 . 如 果 核 1 静止 处 于 原点 
(7 = 0), 那么 p 三 742 为 碰撞 参量 矢量 (在 垂直 于 核 2 运动 方向 的 平面 上 ). 
Ar*(g) 的 这 个 表示 式 应 用 于 解析 地 写 出 图 (100.2) 的 表示 . 

然而 , 现在 情形 的 实际 计算 中 并 不 需要 采用 这 个 方法 . 电子 对 产生 截面 
可 以 利用 已 知 的 光子 - 核 产生 电子 对 的 截面 用 等 效 光 子 方法 求 出 . 一 个 粒子 
(比如 , 第 一 个 粒子 ) 的 场 换 成 等 效 光子 的 谱 意 味 着 在 图 (100.2) 中 将 gn 线 看 
成 实 光子 线 . 于 是 这 两 个 图 就 与 光子 在 核 2 产生 电子 对 所 对 应 的 图 相同 . 当 
cj,e_ 交 几时 ,后 一 过 程 的 截面 由 (94.5) 式 给 出 . 将 这 个 截面 乘 以 第 一 个 核 的 
等 效 光 子 的 谱 (99.16), 我 们 得 到 (以 对 数 精确 性 ) 粒子 间 碰 撞 中 产生 电子 对 的 
微分 截面 

















8 derde_ 2 
do 一 RN 人 十 人 十 jete-) 
2e1E 
xno tin, (100.3) 
m(e++e-) e++e- 
其 中 > 了 =1/V(L 一 22) 六 1 
这 里 假设 

mae, ECMmY; (100.4) 


右边 的 不 等 式 是 等 效 光 子 方法 得 以 应 用 的 条 件 . 不 等 式 (100.4) i 
和 在 积分 (100.3) 中 重要 的 电子 与 正 电子 的 能 量 范围 一 样 的 .在 给 定 和 & 三 
e+ 十 Ee- (> m) 的 条 件 下 对 ds+ 或 de_ 的 积分 中 ， 重要 的 范围 是 靠近 上 限 的 区 
域 ; 略 去 不 包含 大 对 数 的 项 , 我 们 求 出 





de 
do = 一 72(212Zao]? hh 二 En 二 


& 
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对 < 在 范围 (100.4) 的 积分 按 对 数 的 三 次 方 发 散 , 但 是 在 这 个 范围 的 边界 只 是 
按 对 数 的 平方 发 散 . 因此 , 在 对 数 近 似 (ny 六 了 下 , 范围 (100.4) 实际 上 是 最 
重要 的 区 域 , 积分 可 以 取 为 从 m 到 my. 由 于 











了 d5 1 s 
人 me -mdE = 
总 的 电子 对 产生 截面 为 
28 1 
0 一 Zi (21220) mn i (100.5) 


(IH. A. Jasnay, E. M. JIndbmmuar, 1934). 
我 们 现在 来 考虑 碰 擅 核 为 非 相 对 论 速 度 的 情形 . 由 于 它们 的 相互 作用 引 
起 其 运动 的 改变 变 得 很 重要 , 对 电子 对 产生 截面 的 主要 贡献 来 自 图 (100.1) 中 
的 第 二 种 类 型 . 有 四 个 这 样 的 图 : 其 中 两 个 为 

















Pi Pl a | p1 
! | 
2 一 一 二 一 一 一 22 2 一 一 一 一 一 一 2 (100.6) 
E L 
= 一 P+ PD 




















另外 两 个 是 类 似 的 , 区 别 只 是 虚 光 子 k( 它 产生 电子 对 ) 是 由 第 一 个 核发 射 的 
而 不 是 由 第 二 个 核发 射 的 .@ 

我 们 将 假设 电子 对 的 能 量 与 原子 核 在 它们 的 质心 系 中 的 相对 运动 动能 相 
比 很 小 : 














e++e, < Mo212 (100.7) 


其 中 ww 为 初始 的 相对 速度 而 M = MiMa/(M1i + M2) 为 核 的 约 化 质量 . 电子 

对 产生 对 原子 核 运动 的 反 冲 效应 可 以 忽略 . 如 果 将 图 (100.6) 中 的 电子 - 正 电 

子 线 册 去 , 剩 下 的 图 表示 相 碰 撞 的 粒子 发 射 一 个 低频 的 虚 光 子 (w = ej 二 ce_)， 

让 398 讨论 的 发 射 实 的 软 光 子 的 情形 , 可 以 采用 在 该 节 对 非 相 对 
论 情形 推出 的 (98.13) 式 (只 是 需 将 实 光 子 的 振幅 V4re* 换 成 虚 光 子 的 传播 

1 

W 外 3( 竺 -你 )Jwpw(9Fieecyrwn 000.) 


外 对 应 两 个 电子 之 间 砸 撞 的 电子 对 产生 一 共有 36 个 图 : 类 型 的 21x3!=12 个 
图 ， 它们 由 交换? 个 裙 太志 子 和 s 个 业态 电子 得 到 类 型 5 的 2x2!x3!= 24 个 图 ,它们 
由 (100.6) 的 两 个 图 用 类 似 的 方法 得 到 . 

@ 在 非 相对 论 情形 , 光子 动量 与 辐射 粒子 的 动量 改变 (|5p| ~ w/v) 相 比 是 很 小 的 ， 
因此 可 以 忽略 , 和 sp 相 比 , 即使 当 光 子 能 量 不 能 忽略 时 光子 动量 也 可 以 忽略 . 这 个 忽 
略 更 可 以 应 用 于 虚 光 子 , 对 后 者 四 维 平方 ia = (of 十 p_)2 > 0, 所 以 |k| <w. 在 这 些 条 
件 下 , 实 光 子 和 虚 光 子 没什么 区 别 , (98.13) 式 的 应 用 是 合法 的 . 
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其 中 g= (0,q),q = Mo 一 
如 通常 那样 , 非 相 对 论 情 形 下 的 光子 传播 子 采用 规范 (76.14)， 由 振幅 
(100.8) 我 们 求 出 这 个 过 程 的 截面 : 





dsprd3p- 2 2 
Pp (42 人 yO, 1 100. 
“区 125 (Dr) ou (2 = Wy. Qu C0) 


1 
w=e+t+e-, k=p++p-, Q=q- -sk(q.k); 


doal 为 一 个 原子 核 被 另 一 个 核弹 性 散射 在 质心 系 中 的 截面 , 由 卢 豆 福 公 式 
给 出 :名 





doal = 4(2122€ ~ A(Z122€2 (100.10) 


2)? M2do ) dgydgz 
G4 v2q4 


(最 后 的 公式 , 其 中 假设 了 原子 核 和 原来 运动 方向 (x 轴 ) 的 偏离 是 小 的 .) 将 此 
表示 式 代 入 (100.9) 式 并 对 电子 对 极 化 以 通常 方式 求 和 , 我 们 得 到 


























Bi yd 
doel = 2 (Z122€2 ) = 和 (全 a 研 ) 
ee +m)(y: QP+ = mm) (YQ)} 
dsp+d3p_dgydgs 
drere qt(w? — Re2)2w2 


剩 下 的 计算 在 积分 中 出 现 的 所 有 对 数 都 很 大 的 近似 下 进行 . 我 们 将 会 看 到 , 到 
这 个 精确 性 , 电子 对 的 能 量 s+,e_ 六 凤 并 且 p+ 与 p- 之 间 的 角 0 使 得 


(100.11) 

















m/e <0<!1 (100.12) 
范围 是 最 重要 的 . 采用 适当 的 近似 , 计算 (100.11) 式 中 的 阵 迹 给 出 
(gq- 








of = ice -pp 人 (全 


2c1+E- 2 2q .天 
二 二 -二 (ao .1)2 一 
(qk) 村 


) +2tp: 0 


十 








(e+g:p-+e pi 


其 中 我 们 也 可 以 取 + = et |p-| = = 在 分 母 中 ， 
2 (Et++e-) 


EE 
外 图 (100.6) 是 在 原子 核 散 射 的 玻 恩 近似 的 假设 下 给 出 的 . 但 是 由 于 卢 瑟 福 公 式 是 


精确 的 (对 库仑 相互 作用 ), 因此 , 所 得 结果 的 有 效 性 事实 上 并 不 依赖 于 玻 恩 近似 成 立 
的 条 件 是 否 满足 . 


wikisere +m 
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对 p+ 与 p- 的 方向 积分 (在 给 定 它们 之 间 的 角度 下 ) 给 出 





8 2 2 64 Z1 op 区 2 
te 入 一 入) 全 +o2jaerde- 
03d8 dgyvdqz 
x a (100.13) 
[+ (e+ 十 E-) qa 
e282 


与 8 的 依赖 关系 的 形式 证 实 了 假设 (100.12), 并 且 对 4 的 积分 给 
Inle4+e-/m(e+ 十 2-)]， 对 (100.13) 式 中 最 后 的 因子 积分 是 从 o% = gq, 二 0 到 
(2 十 2) ~ 1/R, 其 中 RR 为 一 个 核 半 径 量 级 的 量 (对 应 于 最 小 的 碰撞 参量 ; 
见 下 面 ). 这 个 积分 给 出 

















qy = qz=1/R 


1 
zln(gq2 十 0 十 92) ~ 2 ln 证 这 





dy 一 qz 一 0 


电子 对 的 总 能 量 , 等 于 原子 核能 量 的 改变 , 为 











M 
ce 三 (e+ +e_)= 了 — v0) ~ Mu(w 一 各) = vgs, 


由 此 gs = ef/v. 于 是 我 们 求 出 











16 em? /Zs DAN ce wv ee 
de 各 
四 于 122e ) v2 (各 径 ) 2 "Re me 人 
在 给 定 的 总 和 < 下, 对 de+ 或 de_ 积分 后 得 到 
32 edm2 /Do FIN v E ds 
do = 一 (21F2e2)2 加 1 mm 一 一 . 
or L036 ) 2 (如 妨 ) "Re "me Wa 


能 量 = 可 以 与 碰撞 参量 p ~ v/s 相 联系 ; 电子 对 能 量 为 对 应 于 碰撞 时 间 
的 频率 的 数量 级 . 因此 在 (100.14) 中 对 de 的 积分 的 对 数 发 散 意味 着 对 碰撞 参 
量 有 类 似 的 发 散 . 这 意味 着 p 大 的 值 是 重要 的 (顺便 提 到 , 这 证 实 了 使 用 核 纯 
库仑 场 散射 截面 (100.10) 是 正确 的 ). 因而 , 能 量 的 重要 范围 为 m < e < w/R. 
(100.14) 的 积分 给 出 总 的 电子 对 产生 截面 ; 结果 为 (用 通常 的 单位 ) 


16 ce2/Zm OrmmA hv 
ee 2..2 2 1 3 
Se (Z12Z20) re (5) ( jn 3 (100.15) 

















(E. M. Lifshitz, 1935).© 
@ 公式 中 的 一 个 数值 错误 是 由 本. B. Oxys (1953) 更 正 的 . 
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微 扰 论 应 用 于 一 个 电子 与 辐射 场 之 间 的 相互 作用 过 程 要 求 不 仅 作用 常数 
a 应 该 是 小 的 , 而 且 还 要 求 场 应 该 是 足够 弱 的 . 如 果 a 为 一 个 电磁 波 场 的 经 典 
四 维 矢量 振幅 , 这 里 的 特征 量 为 无 量 纲 的 不 变量 比 


€= eV -2/m. (101.1) 


在 本 节 我 们 将 考虑 一 个 电子 与 强 电磁 波 的 场 作 用 中 发 生 的 辐射 过 程 , 对 
此 过 程 ,上 可 以 有 任何 值 . 所 用 的 方法 是 基于 这 个 相互 作用 的 精确 处 理 ; 而 电子 
与 新 发 射 的 光子 的 作用 , 与 前 同样 , 可 以 看 成 为 一 个 小 的 微 扰 (A. H. Hakamos,， 
B. H. Purryc, 1964). 

我 们 来 考虑 一 个 单 色 平 面 波 , 比如 一 个 贺 极 化 的 波 . 其 四 维 势 可 写成 如 下 
形式 






































A=aicospi+azsing, w= kz, (101.2) 


其 中 k* = (w,k) 为 四 维 波 矢 (52 = 0), 并 且 四 维 振幅 ai 与 ua 大 小 相等 且 互 相 
正 交 : 


一 02 三 a, G102 = 0. 


我 们 假设 洛 伦 效 规范 条 件 可 以 应 用 于 这 个 势 , 于 是 oj = azk = 0. 

电子 在 一 个 任意 平面 电磁 波 场 中 的 精确 波 函 数 已 经 在 840 推出 过 , 并 由 
(40.7) 与 (40.8) 式 给 出 . 然而 , 我 们 将 把 归 一 化 变 为 , 便 得 加 
位 平均 空间 的 数 密度 , 这 和 采用 将 自由 粒子 波 函 数 归 一 到 “单位 体积 内 

粒子 ” 相 类 似 . 由 于 波 函 数 (40.7) 的 平均 密度 为 邦 = 
的 归 一 化 , 这 个 波 函 数 必须 乘 以 Vpo7go, 也 就 是 说 , 在 (40.7) 式 中 出 现 的 因子 
1/V2560 必须 换 成 1/V346. 对 一 个 具有 四 维 势 (101.2) 的 波 , 我 们 求 出 


wp 一 (+ jIODGe) cng + O80ea) sing) 

















200 
x ep{ ie Gn sin 十 ie 9 CoS O gr] (101.3) 
其 中 
2 
gq =p*— ee (101.4) 


按照 (40.14) 式 , 四 维 矢 量 g 为 电子 的 平均 四 维 动量 ; 我 们 称 它 为 准 动量 . 
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电子 由 Wp 态 跃迁 到 加, 态 并 发 射 具有 四 维 动量 kr = (w',k') 和 四 维 极 
化 矢量 0 3 矩阵 元 为 


Spi = —i fa (ye”*)w Le (101.5) 
fi 1€ p’ 的 yp 
(101.5) 式 中 的 被 积 函 数 为 如 下 几 个 量 的 线性 组 合 : 











1， 
exp( 一 ial sin op 十 ia cos p) + $4 cosw, 
sin (P， 
其 中 
Q1D QP C20 a2D 
ef uP op 三 . 101.6 
攻  : ee 人 ss ， on 


这 些 量 与 因子 exp[i(k' 十 p' 一 D)z] 一 起 给 出 被 积 函 数 与 z 的 依赖 关系 . 我 们 对 
它们 作 侍 里 叶 展 开 , 并 将 展开 系数 分 别 记 作 B。, Bi。 B2s; 比如 ， 


exp( 一 ia sin p 十 iao cos p) = exp (a /od 十 a2 sin(p — po) ))= y Bse™'s?. 


5 二 一 O00 





这 些 系数 可 以 用 贝 塞 尔 函 数 表 示 成 如 下 公式 


B, 一 Js(z)eis9o， 
1 
Bis = 35ers)e td + ,1(2)e -Deo], (101.7) 


1 i 3 
B2s = pe (2 Dol 


Zz= /oa cospo= Qo2/z, sin po = Qe2 /2 


函数 B,, Bis, Bo2s 由 如 下 关系 式 相 联 系 


其 中 


Q1B1s + 02B2s = 8B,, (101.8) 
此 式 是 从 下 面 这 个 熟知 的 贝 塞 尔 函 数 之 间 的 关系 式 得 出 的 


Js_1(2) 十 JoshH(z) = 2sJs (2)/z. 

















于 是 , 矩阵 元 (101.5) 变 成 


1 


pi = 
1 (2Qw’. 290 -240) 





a 2 My? (2n) 8 (sk + qg— gq — hk); (101.9) 
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我 们 在 这 里 将 不 给 出 振幅 M 人 ) 的 相当 复杂 的 表示 式 . 
这 样 , Sy; 就 是 一 个 无 穷 项 的 求 和 , 其 中 每 项 都 对 应 守恒 定律 














sk+q=g+k. (101.10) 


由 于 

和 2 一 9 二 mm20 二 62) 三 7 (101.11) 
(参见 (40.15)), 和 如 =k?=0, 公 式 (101.10) 只 有 在 s > 1 时 才能 够 被 满足 . 求 
和 中 的 第 s 项 描述 通过 吸收 具有 四 维 动量 & 的 s 个 光子 的 波 而 发 射 一 个 光子 
k' 的 过 程 . (101.10) 式 表明 , 在 康 普 顿 效应 中 出 现 的 所 有 运动 学 关系 都 将 可 以 
应 用 于 这 里 考虑 的 过 程 , 只 要 将 电子 动量 换 成 准 动量 g 同时 将 入射 光子 动量 
换 成 四 维 矢量 sk 即 可 , 特别 是 , 发 射 光子 在 电子 静止 的 参考 系 中 的 频率 平均 
(g = 0,9o 二 mx) 为 


























SW 

T+ (7m) (tl os 
其 中 0 为 k 与 之 间 的 夹 角 ; (参见 (86.8)). 我 们 可 以 说 , 频率 ww' 为 w 的 谐 波 . 

用 以 前 用 过 的 标记 (864), 发 射 第 s 谐 波 过 程 的 振幅 为 M 疗 ,而 表示 式 

d3k'd3g 
(2m6 2w’ .290 . 290 
给 出 相应 的 单位 体积 与 单位 时 间 的 微分 截面 .@ 

振幅 M6) 有 与 平面 波 散 射 振 幅 类 似 的 结构 , ao) …'w(p); 因此 对 粒子 极 
化 的 求 和 运算 可 以 用 通常 的 方式 进行 . 在 对 终 态 电子 与 光子 的 极 化 求 和 并 对 
初 态 电子 的 极 化 求 平均 后 , 我 们 得 到 

e271m2 d3k’‘d3g/ 





ww (101.12) 





dW = RM 人 | (2x) 6(V (sk 二 一 g —k’) (101.13) 








(4) 1 
dW ga SW(sk+q—g —k’) 
x 人 -22 + ( 十 zn) (天 证 于 天 证 三 2} (101.14) 
2(kp)(kp’) 


为 对 此 表示 式 积分 , 我 们 指出 , 由 于 圆 极 化 波 场 的 轴 对 称 性 , 微分 概率 是 
和 绕 大 方向 的 辐 角 ”无 关 的 . 这 个 事实 和 有 8 函数 存在 一 起 , 使 我 们 可 以 对 除 
取 作 不 变量 的 & = (kk')/(kp) 以 外 的 所 有 变量 积分 . 于 是 在 对 dakdpd(% 二 cy) 
积分 后 , 我 们 求 出 

















d3g'd31 2ndu 
一 
gOw!’ (1 二 0)2 
四 应 该 指出 , 波 函 数 加 归 一 化 到 单位 密度 对 应 于 “以 g/2r 为 单位 ”的 5 函数 归 一 
化 ; 参见 (40.17), 在 该 式 右边 的 因子 go/po 将 不 存在 . 正 是 由 于 这 个 原因 , 电子 终 态 的 数 
目 必 须 以 a3gq/(2n)3 为 单位 来 测量 . 


6(Y (sk+gq—g 一人) 
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在 质心 系 中 (在 此 参考 系 中 sk+q = 4 十 = 0), 这 个 积分 给 出 2rla'ldcos0/ 囊 ， 
其 中 妞 ,二 sw 十 qo 二 w' 十 9% 而 0 为 与 gq 之 间 的 夹 角 ; 参见 变换 (64.12). 而 
且 , 在 同一 参考 系 中 ， 





和 
— |q'|cos0 


范围 -1 < cos0 < 1 对 应 于 


万 2 2s(k 
0<ugus=7 -1= Vp) 
WAL mm 


在 作 此 变换 时 , 必须 记 住 kp = kg. 
因此 , 单位 时 间 内 辐射 的 总 概率 为 


= em fs du 
LD J i 
A 


x 人 和 十 如 (2 十 1 (J2 +I ,2 区} ， (101.15) 








其 中 虽 
(kk) _ ». (KP) é€ 也 全 
4 一 op Us = 28 De 2sm? a @ 一 2) (101.16) 


当 & 之 1 ( 微 扰 论 成 立 的 条 件 ) 时 , (101.15) 式 中 的 被 积 函 数 可 以 按 & 的 级 
数 展开 . 例如 , 在 Wi 的 展开 中 的 第 一 项 为 


e2m2 ul 2 
T = | -从 (1 有 
4po ‘ 0 1+wu Tr 


Ee2m? 4 8 1 
a 1 
4po s ( U1 总 ) 加 ur 2(1 十 站 ， 


(101.17) 














其 中 wi s% 2(kp)/m?， 这 个 结果 , 如 应 该 的 那样 , 与 光子 被 电子 散射 的 Klein- 
Nishina 公式 一 致 : 在 (101.17) 中 取 --a2 = 4r/w, 62 = 4re2/m2w, 再 除 以 人 射 
流 密 度 (64.14), 我 们 回 到 (86.16)( 积 分 散射 截面 与 光子 的 初始 极 化 无 关 ).@ 
巴 为 计算 z, 我 们 首先 指出 
= (01Q) + (02Q)? = a2Q? 
其 中 @ = eq/(kq) eg/(kg'). 为 此 可 以 选择 一 个 参考 系 使 得 (al)o = (a2)o = 0, 且 取 矢量 
a1,a2,k 分 别 沿 z1, z2, z3 轴 方 向 ,并 注意 到 由 于 kg = 0, 应 该 有 Qo = Qs. 


Oa 的 这 个 值 对 应 于 四 维 势 归 一 化 到 “单位 体积 内 有 一 个 粒子 ”. 要 确定 它 ,w 必 
须 等 于 具有 ( 实 ) 四 维 势 (101.2) 的 经 典 场 的 能 量 . 
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发 射 第 二 谐 波 概率 的 表示 式 (Wo 对 & 之 1 情形 展开 的 第 一 项 ) 为 
2m2e4 JY du a 也 22 也 亿 
3 人 Be “i (4 2 
2m2t4 [1 1 4 2 1 
Tp 1 
本 ( 支 De 六 交尾 zu) | (101.18) 
2u1 2uf ut 





对 足够 小 的 s, Ws 的 领头 














项 是 与 6&2 成 正比 的 . 


现在 我 们 来 考虑 相反 的 情形 ( 六 1). 参量 £ 可 以 通过 比如 在 固定 场 强 的 
条 件 下 减 小 频率 w 来 得 到 较 大 的 值 ; 明显 地 有 = eF/mw, 其 中 下 为 场 强 的 
振幅 . 因此 很 明显 , 情形 € 污 1 实质 上 指 的 是 在 一 个 恒定 的 均匀 场 中 的 过 程 ， 
这 个 场 中 互 与 吾 是 互相 正 交 且 大 小 相等 的 ; 这 将 称 为 交叉 场 . 这 个 场 的 发 射 
概率 可 以 通过 取 &£ 一 oo 的 极限 求 出 , 但 更 为 简单 的 是 在 计算 中 假设 一 个 恒定 
场 , 取 四 维 势 为 如 下 形式 


Ar=aty, p= kr, ak=0 (101.19) 


(因此 已 = hav 一 han = constant), 这 个 场 中 电子 的 精确 波 函 数 可 通过 将 
(101.19) 代 人 (40.7), (40.8) 式 得 到 : 





(YE)(Ya) | wp) (ap) a? 、 
让 | 站 aol 


用 这 个 函数 给 出 的 结果 对 于 在 交叉 场 中 任何 能 量 的 电子 的 发 射 是 精确 
的 . 然而 , 在 极端 相对 论 情形 下 , 这 个 结果 ( 当 取 通用 的 形式 ; 见 下 面 ) 应 用 于 
电子 的 发 射 不 只 是 在 交叉 场 而 且 在 任何 恒定 的 均匀 电磁 场 中 , 包括 890 讨论 
的 恒定 磁场 都 是 正确 的 . 

为 了 表述 这 个 论断 , 我 们 注意 到 在 任何 恒定 均匀 场 中 一 个 粒子 的 状态 由 
与 自由 粒子 状态 数 同样 数目 的 量子 数 来 确定 , 这 些 量子 数 总 可 以 选 成 当 将 场 
移 走时 自由 粒子 的 那些 量子 数 , 即 其 四 维 动量 pr(p? = m?*). 于 是 在 恒定 场 中 
的 粒子 状态 可 以 用 一 个 恒定 的 四 维 矢量 p 来 描述 . 

0 一 个 不 变量 ， da 与 恒定 
的 四 维 矢量 pr 能 够 构成 的 不 变量 . 由 于 在 强度 中 Ey 只 能 出 现在 与 电荷 e 的 
组 合 中 , 我 们 得 到 三 个 无 量 纲 的 不 变量 : 























e2 


—— (Fp ) = 一 e 
me LO m 


(101.21) 
e 入 凡 rp 
9 一 4 ep “PFE. 
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在 一 个 交叉 场 中 了 = 9 三 0, 而 一 般 来 说 所 有 三 个 不 变量 是 非 零 的 , 如 果 电 子 
是 极端 相对 论 的 (po 六 mm), 并 且 矢 量 p 使 得 角 0 六 m/po, 其 中 场 为 百 与 百 ， 
于 是 x 六 几 9 (也 就 是 说 , 对 一 个 极端 相对 论 粒子 任何 恒定 场 对 几乎 所 有 方 
向 p 都 表现 为 一 个 交叉 场 ). 如 果 场 还 满足 |E|,|H| 及 mm2/e(= m2c3/e 甩 ,那么 
就 有 |fl,|g| 安 1.2 在 这 些 条 件 下 对 交叉 场 计算 并 用 不 变量 x 表示 的 强度 还 可 
以 应 用 于 任何 恒定 场 的 发 射 . 

不 变量 x 可 用 场 巨 与 五 给 出 为 





X= < {(p x H+poE) 一 (p. E)’}. 











对 一 个 恒定 磁场 , x 等 于 量 (90.3), 因此 以 上 论断 是 另 一 种 推导 890 结果 的 工 
有 具 . 包 








以 同样 的 精确 性 ,yp 与 x 可 看 成 为 粒子 通常 的 四 维 动量 . 

@ 在 强 场 中 各 种 过 程 理论 的 详细 根据 在 下 面 这 篇 综述 论文 中 给 出 :A. UH. Hangmmos, 
B. HH. Puryc, 文集 《 强 场 中 的 量子 电动 力学 现象 》(Tpynsr BUAH. -M.: Hayrxa, 1979. 
-T. IL). 
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到 目前 为 止 , 在 考虑 电动 力学 中 各 种 特殊 过 程 时 ,我 们 只 用 到 微 扰 论 的 第 
一 级 非 零 近 似 . 现在 我 们 将 讨论 更 高 级 近似 中 出 现 的 效应 .这 些 效应 称 为 辐射 
修正 . 

通过 先 考 察 精确 散射 振幅 的 一 些 普 遍 性 质 可 以 对 更 高 级 的 近似 有 更 好 的 
理解 ( 即 那些 没有 按 ez 级 数 展开 的 项 ). 我 们 在 872 已 经 看 到 微 扰 论 级 数 的 逐 
级 项 可 以 用 相互 作用 表象 的 场 算 符 表示 , 在 此 表象 中 , 与 时 间 的 依赖 关系 由 自 
由 粒子 系统 的 哈密 顿 量 所 , 决定 . 然而 , 精确 的 散射 振幅 用 海 森 伯 表象 的 场 算 
符 表示 更 加 方 使 , 在 此 表象 , 与 时 间 的 依赖 关系 由 相互 作用 粒子 系统 的 精确 哈 
密 顿 量 和 及 = P+ 六 决定. 

构造 海 森 伯 算 符 的 一 般 规 则 给 出 














D7) = Bt,r) = exp(iBt)p(r) exp( 一 i 万 让， (102.1) 





对 W(z) 有 类 似 的 表示 , 而 A(z), (7), 等 为 与 时 间 无 关 的 ( 酚 定 户 ) 算 符 .© 可 
以 立即 指出 , 对 给 定时 间 的 海 森 伯 算 符 服从 与 苹 定 证 表象 或 相互 作用 表 稼 同 
样 的 对 易 关系 , 例如 ， 








{Bb 7), Bb rs = exp(iAt) {Br), Be(r)} exp(—iBD) 
= Yo(r —7") (102.2) 
© 在 本 章 , 有 时 间 宗 量 的 算 符 属于 海 森 伯 表 象 , 相互 作用 表象 的 算 符 将 以 下 标 int 
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参见 (75.6). 类 似 地 , 算 符 (br) 与 Ab r) 是 互相 对 易 的 : 
{Wilt, 7), At, 7')}. =0 


但 这 对 不 同时 间 的 算 符 不 能 成 立 
海 森 伯 少 算 符 满足 的 “运动 方程 ”可 以 从 一 般 公式 推出 (第 三 卷 ， 
(13.7) 式 ): 
-9 = hy(z) — Yr)h. (102.3) 
苹 定 庇 表象 与 海 森 伯 表象 的 哈密 顿 量 是 相同 的 , 它 用 同样 的 方式 用 场 算 符 表 
示 . 这 里 为 了 计算 (102.3) 的 右边 , 我 们 可 以 从 哈密 顿 量 中 略 去 仅 依赖 于 算 符 
4(z) 的 部 分 (自由 电磁 场 的 哈密 顿 量 ), 因为 这 部 分 与 W(z) 是 对 易 的 .按照 
(21.13) 与 (43.3)， 


B= [Fre B+ mB nds 
+e /$n)oAe or) 
2 小 Cy a et A Ch (102.4) 
当 用 (102.2) 式 计算 对 易 子 { 色 , 公 (4,7)}。 并 通过 对 daz 积分 消去 8 函数 时 ,我 
们 就 得 到 
(人 一 e74 一 mm) =0. (102.5) 
如 我 们 所 期 待 的 , 算 符 W(t,7) 满足 一 个 形式 上 与 狄 拉 克 方 程 相同 的 方程 . 
电磁 场 算 符 A(t,7) 的 方程 从 与 经 典 情形 的 对 应 关系 得 出 是 显然 的 . 当 应 
用 于 经 典 情形 时 , 即 当 占有 数 很 大 时 ( 见 85), 算 符 方 程 在 对 场 的 状态 平均 后 必 


须 变 成 对 势 的 经 典 麦 克 斯 韦 方程 ( 见 第 二 卷 (30.2) 式 ). 因此 很 明显 , 算 符 方程 
简单 地 与 麦克 斯 韦 方程 相同 , 因此 我 们 有 (对 任意 规范 ) 





OB, Ar(x) ~ OB, A (2) = 一 4re 和 (z)， (102.6) 
其 中 这 (z) = Y(z)y*W(z) 为 满足 以 下 连续 性 方程 的 流 算 符 
OF (x) = 0. (102.7) 


重要 的 是 方程 (102.6) 对 4 与 名 是 线性 的 , 因此 不 产生 这 些 算 符 的 顺序 
问题 . 
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与 波 函 数 的 类 似 方 程 一 样 , 算 符 方程 (102.6) 与 (102.7) 在 规范 变换 下 是 
不 变 的 
H(t) = As(z) — 0X), Y(z) — YE) explieR), 
UV(z) -人 exp(—ieX)yY (2), 
其 中 X(z) 为 (在 一 个 特定 的 时 刻 ) 任 一 与 作对 易 的 厄 米 算 符 .Q 
我 们 现在 来 弄 清 海 森 伯 表 象 和 相互 作用 表象 中 算 符 之 间 的 关系 .为 简化 
讨论 , 形式 上 作 个 假设 是 方便 的 (这 个 假设 并 不 影响 最 后 结果 ), 即 假设 相互 作 
用 V(t) 是 从 t= -oo 温 浙 地 “移入 ”到 有 限时 间 . 于 是 海 森 伯 表 象 和 相互 作 
用 表象 在 1= -ooc 是 相同 的 , 系统 的 波 函 数 $ 与 Bnt 也 是 相同 的 : 
Bint(t = —00) = $. (102.9) 
但 是 海 森 伯 表象 中 的 波 函 数 是 与 时 间 无 关 的 (因为 全 部 时 间 依 赖 性 都 放 到 算 
符 中 ); 在 相互 作用 表象 中 , 波 函 数 的 时 间 依 赖 性 由 (72.7) 给 出 : 


(102.8) 

















Bini(t) = Bt, 一 co) Bint(—00), (102.10) 
其 中 
S(t2,t1) = Texp {= 下 Var \ (102.11) 
并 且 8 的 下 列 性 质 是 显然 的 : 
SU ) S(to) = S(t,to), SH(t,t1) = Sti,t). (102.12) 
比较 (102.10) 与 (102.9) 给 出 
Gint (bt) = S(t, 一 oo) 5， (102.13) 





这 就 是 两 个 表象 中 波 函 数 之 间 的 关系 . 算 符 的 变换 公式 可 类 似 地 推出 为 
Bt,T) = B71(t, 00) int (tr) S(t, —00) = S(—o00, t) pint (tr) S(t, —00),(102.14) 


对 尹 与 个 也 有 同样 的 变换 公式 . 

”这 里 我 们 可 以 给 出 一 个 更 加 普遍 的 评论 ,我们 曾 不 止 一 次 地 指出 , 在 相对 
论 量子 理论 中 , 场 算 符 的 物理 意义 是 很 有 限 的 , 因为 零点 涨 落 能 是 无 限 的 . 对 
于 海 森 伯 表象 中 的 算 符 则 更 是 如 此 , 因为 它 还 包含 由 于 相互 作用 引起 的 发 散 . 
在 本 章 中 , 8102_8109 处 理 的 是 形式 理论 , 不 去 管 这 些 奇 异性 如 何 消去 的 问题 ， 
而 将 所 有 的 量 都 当 它 们 是 有 限 的 那样 处 理 . 因此 , 这 样 得 到 的 结果 主要 有 启发 
式 价值 : 它们 导致 对 微 扰 论 给 出 的 展开 的 含义 有 更 加 完整 的 理解 , 并 且 可 能 它 
们 在 没有 目前 这 些 困 难 的 进一步 的 理论 中 也 还 保持 正确 

@ 这 专 指 海 森 伯 算 符 .在 相互 作用 表象 ,电磁 势 的 规范 变换 不 影响 多 算 符 . 
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8103 精确 的 光子 传播 子 


精确 传播 子 的 概念 在 精确 理论 ( 即 没有 按 e 级 数 展开 ) 的 表述 中 起 了 中 
心 作用 .多 
精确 的 光子 传播 子 (用 花 体 字母 D 标记 ) 定义 为 





Djy(z — 27) =i(0ITA, (2)A, (x)|0), (103.1) 
其 中 和 4,(z) 为 海 森 伯 算 符 , 与 定义 (76.1) 相对 照 : 
D(z — x) ~ i(0|T A (7) A (zx)I0), (103.2) 

















其 中 采用 的 是 相互 作用 表象 中 的 算 符 . 函数 (103.2) 可 称 为 自由 (或 裸 ) - 光子 
传播 子 以 便 区 别 于 精确 传播 子 (103.1). 

由 于 (103.1) 式 中 的 平均 值 不 可 能 精确 计算 , 因此 不 可 能 得 到 Di 的 精确 
表示 式 , 尽管 这 个 定义 确实 提供 了 这 个 函数 一 般 性 质 的 某 些 知识 , 如 我 们 将 在 
§111 中 讨论 的 ; 这 里 我 们 将 用 费 曼 图 技术 通过 微 扰 论 来 计算 Pu 为 此 , 我 们 
必须 对 Dj, 采用 相互 作用 表象 中 的 算 符 来 作 展 开 . 

首先 , 设 t>t. 利用 4(z) 与 wi(z) 之 间 的 关系 (参见 (102.14)), 我 们 可 
以 写 出 


D(z —7)=i0|A,(7)A,(7z')0) 
= i(0|S(~o0,t) AW (2)S(t, —00)S(—o00,t) A (x)S(#, —00)|0). 
按照 (102.12) 我 们 可 以 作 代 换 


S(t,—00)8(~00,t") = S(t,t") 


入 入 


S(~00,t) = S(—00, +00)3(00,t). 
于 是 
Djs(z ~ 7) = i(0|S7 1[S (00,t) Aint(z)S(t, AP (x) S(t, 一 col0)， (103.3) 
其 中 
5= BS(+o0, 一 co). (103.4) 
由 于 按照 定义 (102.1D)，8(tz 三 ) 只 包含 在 二 与 刀 之 间 按时 间 顺 序 排列 的 算 
符 , 很 明显 , 在 (103.3) 的 括号 中 的 所 有 算 符 因子 从 左 到 右 是 按时 间 递 减 的 次 


@ 这 些 概念 是 由 F. J. Dyson (1949) 引 人 的 , 他 还 实质 上 发 展 了 本 章 给 出 的 整个 
处 理 . 
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序 排列 的 . 如 果 将 时 间 排 序 符号 TT 放 在 这 个 括号 前 面 , 我 们 可 以 用 任何 方式 
重新 排列 这 些 因子 , 因为 算 符 工 将 自动 把 它们 按 必 需 的 顺序 排列 . 于 是 我 们 
将 插 号 写成 

[= THA (z) A (zw’) 3(00,t) S(t, #) S(t 一 co)] = TA (zx) At (z) 人 A. 
因此 

Dj (x — 2) =i05™ TA (zr) A (x’)S]|0). (103.5) 

通过 类 似 的 论证 容易 证 明 这 个 公式 对 t <t 也 是 成 立 的 . 

现在 我 们 将 证 明 因子 3-! 可 以 放 到 对 真空 平均 的 外 面 变 为 一 个 相 因 子 . 
为 此 , 我 们 回忆 起 海 森 伯 真 空 波 函 数 5 与 同一 状态 在 相互 作用 表象 的 波 函 数 
的 值 Bnt( 一 00) 是 相同 的 ( 见 (102.9)). 由 (72.8) 式 ， 








SBint(—00) 三 S(+o0, 一 co) Bint (一 co) = Bint (+00). 
真空 是 一 个 严格 的 定 态 , 其 中 不 可 能 发 生产 生 粒 子 的 自发 过 程 . 换 句 话说 , 在 


时 间 进 程 中 真空 保持 为 真空 ; 这 意味 着 各 nt (二 00) 与 wt( 一 00) 只 能 相差 一 个 
相 因 子 eic. 因此 





3S5u(-coo) = eic Git (—00) = (0|S|0) Bint (—00), (103.6) 
或 者 , 取 复 共 罗 并 利用 算 符 8 的 么 正 性 , 有 
Bt(—00)3 1 = (01S|0) -1 Bt (—o00). 


因此 很 清楚 (103.5) 式 可 写成 


(OITAP' (2) A (2')S|0) 
《01510) 


在 分 子 与 分 母 中 代 人 对 5 的 展开 式 (72.10) 并 利用 威 克 定 理 (877) 进行 
平均 运算 , 我 们 得 到 Dy 按 e2 的 级 数 展开 . 

在 (103.7) 式 的 分 子 中 , 被 平均 的 量 与 (77.1) 型 的 矩阵 元 的 区 别 上 只是 “外 ” 
光子 产生 与 淹没 算 符 换 成 了 Aint (7) 与 Aint(z). 由 于 在 要 平均 的 乘积 中 的 所 
有 因子 前 面 有 一 个 时 间 排序 符号 , 这些 算 符 与 “内 ” 算 符 人 ne(zi), ft(z2),… 
的 成 对 收缩 将 给 出 光子 传播 子 Du. 于 是 平均 的 结果 可 用 一 组 有 两 个 自由 端 
的 费 曼 图 表示 , 构造 这 些 图 采用 877 的 规则 , 不 同 的 只 是 对 应 外 (和 内 ) 光子 线 
的 不 是 实 光 子 的 振幅 e, 而 是 传播 子 Ds. 在 零 级 近似 , $ = 1, (103.7) 式 的 分 


Div(z 一 2Z)=i 





(103.7) 
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子 简单 地 变 成 Djw(z - 2). 下 一 级 非 零 项 将 是 o 级 . 它们 由 一 组 有 两 个 自由 
端 和 两 个 项 点 的 图 表示 : 


----C >- 一 十 (103.8) 


(a) (b) 


这 些 图 中 的 第 二 个 由 两 个 不 连通 的 部 分 组 成 : 一 条 破 折线 (对 应 于 -iDi) 与 
一 个 闭合 圈 ， 图 的 部 分 分 离 意 味 着 对 应 的 解析 表示 分 离 成 为 两 个 独立 的 因 
子 . 将 零 级 图 (一 条 破 折线 ) 加 到 图 (103.8) 上 , 并 “ 放 到 括号 外 面 ”, 我 们 发 现 
(103.7) 式 的 分 子 展开 到 二 级 项 为 ， 








(103.7) 式 的 分 母 中 的 表示 式 (0|5|0) 为 从 真空 “跃迁 ”到 真空 的 振幅 . 央 
此 其 展开 只 包含 没有 自由 端的 图 . 在 零 级 近似 , (015|0) = 1, 展开 到 二 级 项 我 


们 有 
Ce 
当 分 子 被 分 母 除 时 , 到 同一 级 , 我 们 得 到 表示 式 
Eee 十 -一 -CC >---- 


因此 带 有 闭合 圈 的 图 不 出 现在 结果 中 . 这 是 一 个 普遍 的 定理 . 注意 到 构 
成 对 应 (103.7) 分 子 与 分 母 的 图 的 方法 , 我 们 可 容易 看 到 , 分 母 (0|S|0) 的 作用 
简单 地 是 保证 在 微 扰 论 展开 的 所 有 级 上 , 精确 传播 子 Dj 将 只 用 不 包含 分 离 
部 分 的 图 表示 . 

无 自由 端 而 形成 闭合 圈 的 图 是 没有 物理 意义 的 ,不 需要 加 以 考虑 , 这 和 它 
们 在 传播 子 D 中 不 出 现 也 无 关系 . 这 样 的 圈 图 表示 对 真空 -真空 跃迁 的 9 矩 
阵 元 的 辐射 修正 ; 但 是 , 按照 (103.6), 所 有 这 些 圈 的 求 和 , 与 零 级 近似 给 出 的 1 
一 起 只 是 给 出 一 个 不 重要 的 相 因 子 , 而 它 是 不 可 能 对 物理 结果 有 任何 影响 的 . 

从 坐标 表象 到 动量 表象 的 变换 是 用 通常 的 方式 进行 的 . 比如 , 在 微 扰 论 
的 二 级 近似 , 传播 子 -iDjy(k), 用 一 根 粗 虚线 表示 , 为 一 个 求 和 


























| 
| 
1 
: 
| 
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其 中 所 有 的 图 都 采用 在 $77 给 出 的 一 般 规 则 来 计算 , 只 是 因子 -iDjy(k) 指 
为 外 以 及 内 光子 线 因此 用 解析 形式 , 我 们 有 包 





DslW) Dis(®) +ie2Dia(®) am (p+ 有 YG 二 $i Das(R) (108.10) 


(矩阵 Y 和 G 的 双 旋 量 指标 如 通常 那样 被 省 略 了 )， 
下 一 级 近似 中 的 项 用 类 似 方 式 构造 , 并 用 一 团 有 两 条 外 光子 线 和 适当 数 
目的 顶点 的 图 表示 . 例如 , e 级 的 项 对 应 如 下 的 四 顶点 图 


-OO 0- 
-CC -CC > 


VY 


LN 


也 有 四 个 顶点 ; 其 上 面 的 部 分 为 一 个 由 单 “ 自 -闭合 ”电子 线形 成 的 圈 . 这 种 
圈 对 应 收缩 W(z)YW(e), 即 流 对 真空 的 平均 值 : (0|j(z)I0). 但 是 , 由 真空 的 定义 ， 
这 个 量 必定 恒 等 于 零 , 而 且 这 个 恒 等 于 零 不 可 外 8 让 于 对 团团 作 任何 进 -一 步 辐 
射 修 正 而 改变 .号 因此 ， Ni “ 自 闭合 ”电子 线 的 图 . 

图 中 两 个 (外 或 内 ) 光子 线 之 间 的 部 分 称 为 光子 自 能 部 分 . 一 般 情形 下 ， 
它 本 身 可 以 分 成 由 单 光子 线 成 对 连接 的 部 分 , 即 , 它 有 如 下 形式 的 结构 





(103.11) 











其 中 圆圈 标记 不 可 能 用 同样 方式 进一步 分 割 的 部 分 , 这 样 的 部 分 称 为 是 紧 至 
的 或 正规 的 . 例如 , 四 阶 自 能 部 分 (103.11) 中 的 前 三 个 图 就 是 紧 致 的 . 

用 iPiw/(4n) 标记 无 穷 多 紧 致 自 能 部 分 的 求 和 . 函数 Py(k) 称 为 极 化 算 
符 .将 费 曼 图 用 其 所 包含 的 紧 致 部 分 的 数目 分 类 ,精确 传播 子 Dj 即 可 写成 如 























@ 在 推导 时 必须 考虑 从 闭合 电子 圈 来 的 因子 -1. 
@ 尽管 由 图 的 直接 计算 会 导致 发 散 积 4 
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下 级 数 形式 


其 中 iPjy/(4n) 对 应 每 个 涂 阴 影 的 圈 . 这 个 级 数 的 解析 形式 为 


D:= D+DED+DEDID+... =D 人 i+ 天 [p+D 丰 D+…|) (103.12) 
4 4 4 





为 简洁 计 其 中 的 指标 都 已 略 去 . 括号 内 的 级 数 又 是 D, 因此 





Dw(k) = Dw (k) + oN a Dpv lk). (103.13) 


将 此 方程 左边 乘 以 逆 张 量 (D71)"™ 而 右边 乘 以 (D7)”” 并 对 指标 重新 命名 ， 
我 们 就 得 到 其 等 价 形式 








Pp 
Pr A An 
必须 强调 指出 ,将 D 写成 (103.12) 形式 是 假设 了 该 图 可 以 拆 分 成 可 用 费 
BB 般 规则 计算 的 较 简 单 的 部 分 , 而 且 这 些 部 分 的 组 合 给 出 整个 网 
的 正确 表示 . 允许 费 曼 图 的 这 种 拆 分 是 很 重要 的 , 绝 非 图 形 技术 的 一 个 平凡 性 
质 , 它 是 由 于 图 的 整个 数值 因子 不 依赖 于 图 的 阶 数 这 个 事实 产生 的 . 
同样 的 性 质 使 我 们 得 以 用 函数 了 (假设 己 知 ) 来 简化 对 各 种 散射 过 程 振 
幅 的 辐射 修正 : 不 用 每 一 次 都 重新 去 处 理 带 有 对 内 部 光子 线 各 种 修正 的 图 ， 
我 们 可 以 简单 地 将 这 些 线 变 粗 , 即 在 适当 近似 下 指定 它们 为 传播 子 D (而 不 
是 DD). 
假如 光子 线 对 应 一 个 实 光 子 而 不 是 虚 光 子 , 即 如 果 这 是 整个 图 的 一 个 自 
由 端 , 那么 对 其 应 用 所 有 的 自 能 修正 就 给 出 所 谓 有 效 外 线 . 它 对 应 于 由 (103.13) 
将 因子 DD 换 成 实 光 子 极 化 振幅 得 到 的 表示 式 : 
入 
yo (103.15) 
对 一 个 外 场 线 , 此 表示 式 中 的 e, 要 换 成 4 人 
在 876 中 关于 近似 传播 子 Di 的 张 量 结构 与 规范 不 唯一 性 的 讨论 也 
应 用 于 精确 函数 Dy. 只 考虑 此 了 蚂 数 的 相对 论 不 变 表 示 , 我 们 可 人 
个 普遍 形式 





(103.14) 





























ky kuky 
Djs(k) = D(E’) (0% ) 十 DR (103.16) 
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第 一 项 对 应 朗 道 规范 , 而 在 第 二 项 中 DW 为 一 个 任意 规范 函数 . 近似 传播 子 
的 对 应 形式 为 @ 
Port = D(K’) (mw 二 和 ) 下 县 (7) 
传播 子 的 纵向 部 分 DW 与 四 维 矢 势 的 纵向 部 分 相 联系 , 后 者 没有 物理 意 
义 . 因此 , 在 相互 作用 中 不 涉及 它 , 也 不 受 后 者 的 影响 , 所 以 


(103.17) 


DO(R2) = DO RE2). (103.18) 
按 定义 , 道 张 量 必 须 满 足 如 下 方程 
DD =6 DD = 
当 原 始 张 量 有 (103.16) 或 (103.17) 形式 时 , 由 (103.18) 式 , 逆 张 量 为 


1 kuk 1 kk 
We ee. v nv 
Dy (k) 万 (0 ) es 














Cl (103.19) 
由 此 得 出 , 极 化 算 符 Pj, 是 一 个 横向 张 量 : 
Pi = P(E’) (9% 三 和 ) (103.20) 
其 中 马 = 如 一 4x/D, 或 
D(k?) (103.21) 


~ E21 — P(E2)/ ET 
因此 极 化 张 量 , 和 光子 传播 子 本 身 不 同 , 是 一 个 规范 不 变量 . 
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为 了 进一步 考察 光子 传播 子 的 解析 性 质 , 与 极 化 算 符 一 起 , 定义 另 一 个 畏 
助 范 数 了 ww(k) 是 很 有 用 的 , 它 被 称 为 光子 自 能 函数 : i /4n 定义 为 所 有 自 能 
光子 部 分 (不 只 是 紧 致 部 分 ) 的 求 和 . 如 果 将 这 个 求 和 用 图 表示 为 一 个 正方 形 ， 
我 们 就 可 以 将 精确 的 传播 子 写成 求 和 : 


at aaa ma aaa 一 -一 一 一 一 十 -一 一 一 一 | 上 -一 一 一 一 


此 式 中 的 DW 和 (76.3) 式 中 的 是 不 同 的 . 
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即 a 
Di Djv 十 Da 本 Dor (104.1) 
因此 , 将 了 Iw 表示 成 
1 
re sDADYD, = Da 
将 (103.16), (103.19) 和 (103.21) 式 代入 , 我 们 得 到 
ky ky P 
dy os I(k?) (mw 一 三 ) I 一 1 P/RZ (104.2) 
因此 ， Ty 与 Pow 一 样 是 一 个 陆 范 不 变 的 张 量 . 
Tu 的 用 处 是 其 在 坐标 表象 中 的 表示 . 这 容易 由 以 下 方程 得 出 
1 
TU(k) = DE DE {DR) ~ DK)), 
其 中 张 量 DX - DY 由 (103.18) 式 可 知 是 横 的 , 上 述 方程 在 坐标 表象 中 可 以 
写成 




















ve 一 雹 = 元 (38 一 gx8r8c)(808 一 gun858) 
x{DY(z 7) — DY(r 7)}. 

为 进行 微分 运算 , 必须 作 代 换 

DY(z—7)— DYr 7)=i(TAN(z)A (rz) — TAN (TZ)A? (2)10). (104.3) 
在 875 我 们 已 经 看 到 , 一 个 工 乘积 的 微分 一 般 要 很 小 心 , 因为 这 个 乘积 是 不 连 
续 的 . 但 是 在 (104.3) 式 中 被 平均 的 这 个 差 是 连续 的 , 而 且 它 的 一 次 微 商 也 是 
连续 的 , 因为 对 易 关 系 对 同一 时 刻 的 算 符 从 (zx) 与 AN.(z) 的 分 量 是 相同 的 ， 
于 是 对 应 的 不 连续 性 相 消 (参见 $75). 因此 (104.3) 式 中 的 差 可 以 在 了 符号 下 
微分 . 按照 (102.6) 式 与 对 自由 电磁 场 算 符 如 ,(z) 的 右边 为 零 的 对 应 方程 , 结 
果 为 








y(t ~ 7) = Arie? (0|Tj, (2)7, (2)|0). (104.4) 
这 明显 的 显示 也 的 规范 不 变性 , 因为 流 算 符 是 规范 不 变 的 . 
由 (104.4) 式 我 们 可 以 推出 这 个 函数 的 一 个 重要 的 积分 形式 . 按照 (104.2)， 
考虑 标量 函数 厂 = JI 就 足够 了 . 在 坐标 表象 








N(e 2) = Fic? (OTj, (2)j(2)0) 


se | 2 On) nl (2 0), # > 
一 一 -ie2? nn 104.5 
3 


nn 
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其 中 nn 标记 电磁 场 + 电子 -~ 正 电 子 场 系统 的 状态 .@ 因为 流 算 符 7(z) 依赖 于 
zt 二 (t,7), 其 矩阵 元 也 依赖 于 z. 通过 将 状态 jn) 取 作 总 四 维 动量 有 确定 值 的 
态 可 以 找到 其 明显 的 关系 式 . 

流 矩 阵 元 的 时 间 依 赖 性 , 如 任何 海 森 伯 算 符 一 样 , 由 下 式 给 出 


(45 站 |m) = (nr (r) me om Bn)t, 


其 中 思 , 与 BB 为 态 |n) 与 态 |m) 的 能 量 , 7(7) 为 薛 定 刘 算 符 . 

为 确定 矩阵 元 与 坐标 的 依赖 关系 , 我 们 将 算 符 ?fr) 看 成 算 符 (0) 平移 距 
离 > 变换 的 结果 . 这 个 平移 的 算 符 为 expfir . 户 ), 其 中 天 为 系统 的 总 动量 算 符 
( 见 第 三 卷 (15.15) 式 ). 利用 和 矩阵 元 变换 的 一 般 规 则 ( 见 第 三 卷 (12.7) 式 ), 我 
们 有 





(| 六 (jy = (nle™™® jr(0)e™® |m) 


= (nj (Om)e Pm ee), 
与 前 面 的 公式 一 起 , 最 后 给 出 
(nlj*Cb nm) = (nlj* (Ohm) Pm Pe (104.6) 


和 矩阵 (njj*(0)|m) 与 整个 算 符 Y(t,7) 的 矩阵 (104.6) 一 样 是 厄 米 的 , 而 且 按照 
连续 性 方程 (102.7) 它 满足 横 条 件 





(P — Ps) (nljs (Om) = 0 (104.7) 


现在 我 们 来 计算 函数 了 (zx - z). 将 (104.6) 代 人 (104.5) 式 得 到 
4nie? 


1) = 





2 (0ljs (Oln) (nlj*(0)|0)oT Ts, 7 20, (104.8) 


nn 


其 中 2 一 x =&= (7,é). 人 


4 2 
p(k#?) = —— (2m)? SCO (OIn) (Oj*(O) In) Bk — Pa). (1049) 
求 和 对 所 有 由 具有 四 维 动量 = (w,k)(w > 0) 的 虚 光 子 产 生 的 实 电子 - 正 电 
子 对 和 光子 系统 进行 , 而 且 对 每 个 这 样 的 系统 还 要 对 内 部 变量 (粒子 的 极 化 与 
在 质心 系 中 的 算 ) 求 和 .2 在 求 和 后 , 函数 p 只 依赖 于 , 而 因为 它 是 一 个 标量 ， 
@ 流 算 符 使 电荷 守恒 ; 因此 在 (104.5) 式 中 的 状态 ln) 只 能 够 包含 同样 数目 的 电子 

与 正 电 子 . 

@@ 态 In) 的 定义 明显 地 与 其 作为 使 得 电荷 宇 称 - 奇 的 算 符 的 和 矩阵 元 (0|jln) 为 非 零 

的 状态 的 定义 是 一 样 的 . 
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它 只 能 依赖 于 大. 特别 是 , 它 与 天 的 方向 无 关 . 利用 p 的 这 些 性 质 , 我 们 可 以 
将 (104.8) 式 重 写 为 


Cp 人 Ey dk 2yeiR.E-iwlr| 
= 人 wf Go) 


: d3k 这 一 ij7 
= Sl dwd(p2)8(p2 — k?)p(p2)eé io 
通过 以 下 代 换 可 变 到 动量 表象 


RE 1 dko 
e | -2 。 Tr (104.10) 





( 见 876); 结果 为 





co 2 
HI(k?) = 人 de) 人 d(w ”80 一 本 已 ) 电 本 
或 ， 最 后 ; 包 


oo 2Ydn2 
Pe Tg Oe 104.11 
2 [ 一 J 十 i 人 


积分 号 内 的 系数 p 称 为 函数 了 (7) 的 谱 密度 , 并 具有 以 下 性 质 


p(k?) = 0 对 k? < 0， (104.12) 
p(k2) > 0 对 k2 > 0. 


由 于 能 够 产生 一 个 实 粒子 系统 的 虚 光 子 的 四 维 动量 有 必定 是 类 时 的 ; 52 等 于 
粒子 在 其 质心 系 中 的 总 能 量 平方 . 横 条 件 (104.7) 给 出 
Pr (0ljy(0)In) = 0. 


四 维 矢量 (0|j|n) 与 类 时 四 维 矢 量 已 , 是 正 交 的 , 因而 必定 是 类 空 的 : 





《0l7(0)Iny (O13* (0) lm)™ < 0， 


于 是 由 定义 (104.9), p > 0. 





” “人 @ 和 前 面 的 一 样 , 此 类 形式 的 计算 要 小 心 , 因为 存在 以 前 提 到 的 发 散 . 特别 是 , 这 


引起 (104.11) 式 的 右边 出 现 附加 的 发 散 项 , 而 这 些 项 并 没有 明显 的 相对 论 不 变 的 形式 
称 为 Schwinger 项 . 这 里 没有 写 出 这 些 项 , 因为 它们 在 重 正 化 后 将 会 消失 且 不 影响 后 
面 的 结果 ( 见 8110). 











2 
| 
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§105 精确 的 电子 传播 子 


精确 的 电子 传播 子 , 与 光子 的 精确 传播 子 类 似 , 定义 为 











Gir(z — 2) = ~i(O| Ti(z)Bi (2)0) (105.1) 
其 中 i 与 & 为 双 旋 量 指标 , 它 与 自由 粒子 传播 子 定义 (75.1) 
Gin(z — 7) = ~i(OITWit(z) Pe (zl0) (105.2) 


的 不 同 之 处 在 于 , 相互 作用 表象 中 的 少 算 符 换 成 了 海 森 伯 算 符 . 
与 推出 (103.7) 式 用 过 的 相同 论据 导致 
int (yp (yr 
Gt EAs (105.3) 
将 此 式 按 e? 级 数 展开 使 得 9 函数 可 用 一 组 有 两 条 外 电子 线 和 不 同 数目 顶点 
的 费 曼 图 表示 . (105.3) 式 分 母 的 作用 仍然 是 只 计算 没有 附加 “真空 轿 ” 的 图 
的 函数 . 比如 , 到 e 级 的 项 , 传播 子 9 (用 粗 实 线 标记 ) 的 费 曼 图 表示 为 中 























一 一 名 天 一 一 一 十 
十 一 人 一 十 
vg a ~、 a Ce、 (105.4) 
pe 人 


一 


粗 实 线 对 应 动量 表象 中 的 函数 i9(p), 方程 右边 图 中 的 一 组 实 线 与 虚线 分 别 对 
应 自由 粒子 传播 子 iG 与 -iD. 

两 条 电子 线 之 间 的 一 段 图 称 为 电子 自 能 部 分 . 与 光子 一 样 , 如 果 它 不 能 
够 通过 切割 单个 电子 线 进一步 分 成 两 个 自 能 部 分 , 那 就 说 它 是 紧 致 的 . 所 有 可 
能 的 紧 致 部 分 的 总 和 用 iMix 标记 ; 函数 /Mik(p) 称 为 质量 算 符 . 比如 , 到 e4 
级 的 项 ， 


包 DE 平 
Co SE <、 (105.5) 


去 2 ~ 
~ 7 \ 玉 、 
Ee 
Sen 一 























包 在 8103 已 经 表明 , 这 里 不 需要 考虑 包含 “ 自 闭合 ” 线 的 图 ; 这 些 图 会 在 二 级 





出 现 : 
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通过 类 似 于 推导 (103.13) 式 的 精确 求 和 , 我 们 求 出 
9(p) = G(p) + G(p)M(p)G(P) (105.6) 
(其 中 略 去 了 双 旋 量 指标 ) 或 者 , 对 首 和 矩阵 , 
9 (Oo)=GrI) -= 说 一 到 一 人). (105.7) 


在 8102 中 已 经 指出 , 海 森 伯 少 算 符 (不 像 相互 作用 表象 的 算 符 那 样 ) 在 电 
磁 势 的 规范 变换 下 要 有 改变 . 因此 , 精确 的 电子 传播 子 9 也 不 是 规范 不 变 的 . 
其 在 规范 变换 下 的 行为 可 以 推导 如 下 (JI. I. JIasnay, H. M. 又 auraTHIKOB， 
1952). 

在 规范 变换 下 9 的 变化 必须 明显 地 用 光子 传播 子 在 此 变换 时 用 到 的 量 
DO 来 表示 . 这 是 很 明显 的 , 因为 在 用 微 扰 论 图 技术 计算 9 时 , 级 数 中 的 每 一 
项 都 可 用 函数 DD 表示 , 而 不 包 伟 任何 其 它 电磁 学 量 . 因此 这 个 分 析 可 以 简化 : 
对 于 在 变换 (102.8) 下 对 任意 算 符 允 的 性 质 可 以 作 任 何 特殊 的 假设 , 只 要 结果 
可 用 DW 表示 即 可 . 

变换 (102.8) 使 传播 子 D (103.1) 与 9 (105.1) 有 如 下 形式 的 变换 : 





Di — iO|TIA, (zx) 一 5x(zlL4(z) 一 2Xx(z)]0)， 


je 105.8 
Gix 一 —i(O| Twpi(w)eieX(®) evieXxt®) yi (x)|O). 、 ) 


现在 我 们 假设 算 符 多 的 平均 与 工 乘积 中 所 有 剩 下 的 算 符 无 关 . 这 是 一 个 
合理 的 假设 , 因为 “ 场 ” 允 没有 参与 相互 作用 , 由 于 规范 不 变性 . 我 们 还 假设 算 
符 你 对 真空 的 平均 值 为 零 : (0|x|0) = 0. 于 是 , (105.8) 式 中 对 的 项 可 以 分 离 出 
来 , 结果 为 


Dy = Dyy +i(O|TOux(z) :Ox(z")|0), (105.9) 
Gip 一 Gin(O|TeieX(®)eiext®")|0). (105.10) 





剩 下 的 推导 将 对 无 穷 小 变换 的 情形 给 出 , 为 强调 这 一 点 , 我 们 用 5X 代 
蔡 驳 . 
变换 (105.9) 式 可 写成 C (这 与 8% 小 无 关 ) 


Dy — Diy + Dj, HDiw = ,dW (2), (105.11) 








@ 公式 (105.11) 可 从 (105.9) 推出 , 如 果 函 数 d0 及 其 对 t 的 微 商 在 1=t 是 连续 的 ; 
如 果 它 们 是 不 连续 的 , 这 些 式 子 的 右边 相差 一 个 5 函数 项 (参见 (75.2) 的 推导 ). 在 动量 
表象 中 , 这 个 条 件 等 价 于 求 和 中 当 |q?| 一 co 时 ad)(9) 衰减 得 比 1/q? 快 . 
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其 中 
dz 一 o=itoIT8X(z)8x(z0)10) (105.12) 
因此 很 清楚 , dt 决定 了 光子 传播 子 的 纵向 部 分 DO 由 规范 变换 产生 的 变化 
当然, 假设 do 仅 依赖 于 z - z' 意味 着 对 算 符 8 的 性 质 加 上 了 一 定 的 限制 
在 完全 任意 规范 变换 的 一 般 情形 , 传播 子 在 空间 与 时 间 上 不 再 是 均匀 的 . 
在 变换 (105.10) 中 , 我 们 将 指数 因子 展开 成 88 的 级 数 到 平方 项 : 


9 9 Pa 1 
(Te exe 0) oo —3e (0|8X (2) + Sx (2’) 一 2T8X()5X(z )10)， 


于 是 利用 定义 (105.12), 我 们 对 电子 传播 子 找到 如 下 变换 规则 : 











9 一 9+895，89 =iezgltz 一 zeo(0) — dd (sr 一 2)]. (105.13) 
在 动量 表象 , 我 们 有 
89(p) =ie? { dd (O(n) ~ 0t —) Sh (105.14) 


dD(g) 与 函数 DW 的 变化 的 关系 为 
DW (g) = gd) (gq). (105.15) 
可 以 对 电子 传播 子 推出 一 个 与 (104.11) 类 似 的 积分 表示 式 , 利用 对 于 算 符 
的 矩阵 元 的 如 下 表示 式 
Win (ose (ON (105.16) 


类 似 于 对 流 怎 阵 元 的 表示 式 (104.6). 然而 与 流 不 同 ,水 算 符 不 是 规范 不 变 的 . 
因此 与 坐标 的 依赖 关系 (105.16) 并 不 是 普遍 的 , 而 只 能 应 用 于 某 些 特殊 的 规 
范 , 同样 对 基于 (105.16) 的 积分 表示 式 也 如 此 . 这 个 情形 更 深刻 的 物理 原因 是 
零 光 子 质 量 导致 的 红外 灾变 (898). 其 结果 是 , 电子 在 相互 作用 时 发 射 无 限 多 
的 软 量子 , 而 这 意味 着 “ 单 粒子 ”传播 子 (105.1) 失去 了 其 直接 的 意义 ， 
G@ 如 果 函 数 f(z) = 有 h(x)f2(z), 其 健 里 叶 分 量 为 
jg) = /rasrrd's 


d4gi1d4 ; 
= /// dn Pm) fi(g) fa(gz) 


4 
- // tevy qi oa f(g) = / GND- 


在 从 (105.13) 推导 (105.14) 式 中 , 我 们 还 用 到 结果 


本 / 19 3 
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8106 顶 角 部 分 


在 复杂 的 图 中 有 可 能 将 自 能 部 分 和 其 它 类 型 的 与 它们 不 等 价 的 段 分 割 出 
米 . 这 种 段 的 一 个 重要 类 型 可 通过 考虑 以 下 函数 找到 








Kt (z1, 2,23) = (0IT44(zi)wi(zaz)W(zs)l0) (106.1) 


此 式 有 一 个 四 维 矢量 指标 和 两 个 双 旋 量 指 标 ; 由 于 空 - 时 是 均匀 的 , 这 个 函数 
只 依赖 于 宗 量 zl, za, za 的 差 量 . 当 用 相互 作用 表象 的 算 符 表示 时 , 函数 KK 有 
如 下 形式 





(OTAL (zi ) pin (z2)De (23)10) 
(01510) 





开拓 (Z1, T2, T3) 至 (106.2) 


动量 表象 通过 如 下 公式 得 到 





(2m) 8 (py + k ~ p2) Kt (p2, pi; Kk) 
= I/f KY (zx1, v2, 23)e Kr1+ip2r2 ipiss dy d4zr2dtz3. (106.3) 


在 费 曼 图 技术 中 , 函数 Kk 对 应 三 -端点 (一 个 光子 与 两 个 电子 ) 的 如 下 
形式 的 段 


ey (106.4) 
p2 Dp1 

其 中 动量 由 守恒 定律 相 联系 
DP1+ k= p2. (106.5) 


这 个 函数 的 零 级 项 为 零 ; 第 一 级 项 在 坐标 表象 中 为 
Room =e /ceo ~ oC 23): D01 ~ sd 
而 在 动量 表象 中 为 
下 “Da pi1;k) = eG(p2) 1G(p1) : D'* (EK) (106.6) 


( 略 去 了 双 旋 量 指 标 ); 对 应 的 费 曼 图 为 


又。 (106.7) 











| 
: 
| 
! 
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在 更 高 级 的 近似 中 , 费 曼 图 由 于 加 上 新 的 硕 点 而 变 得 复杂 ,但 不 是 所 有 这 
样 的 图 者 提供 实 原 上 新 的 信息 . 例如 , 在 第 三 级 我 们 有 如 下 费 曼 图 
| | | 
1 


0 (106.8) 


其 中 前 三 个 图 可 以 (通过 光子 线 或 电子 线 ) 切割 成 一 个 简单 顶点 (106.7) 和 一 
个 二 级 自 能 部 分 ; 第 四 个 图 则 不 可 能 这 样 处 理 . 这 是 一 个 普遍 的 情况 . 第 一 种 
图 的 修正 简单 地 将 (106.6) 中 的 因子 G 和 D 换 成 精确 传播 子 9 和 D. 展开 式 
中 其 余 的 项 给 出 一 个 新 的 量 替 代 (106.6) 中 的 因子 y*. 将 此 量 记 作 T+, 于 是 
由 定义 我 们 有 

Kr*(p2,p1;k) = {i9(p2)[~ieT,(p2, p1; KG(p1)} -iD"* (Kk)]. (106.9) 


图 中 用 一 条 光子 线 和 两 条 电子 线 与 其 它 部 分 连接 的 段 称 为 项 角 部 分 , 如 
果 它 不 能 再 分 成 只 用 一 条 (光子 或 电子 ) 线 连 接 的 部 分 . 量 Fe 为 无 穷 多 顶点 
部 分 的 求 和 , 包括 简单 项 角 ?/%, 并 称 为 项 角 算 符 或 项 角 函 数 . 

0 0 图 : 




































































(106.10) 


粗 黑 点 表示 精确 的 顶 角 算 符 -ieT. 

”” 算 符 工 (与 简单 顶 角 的 算 符 7 一样) 有 两 个 矩阵 ( 双 旋 量 ) 指标 和 一 个 四 
维 矢量 指标 ; 这 是 一 个 两 个 电子 动量 (pi,p2) 和 一 个 光子 动量 (k) 的 函数 . 这 
三 个 动量 不 可 能 同时 都 和 实际 粒子 相 联 系 : 图 (106.4) 本 身 (不 是 作为 更 大 图 
的 一 部 分 ) 将 对 应 光子 被 一 个 自由 电子 吸收 , 但 这 个 过 程 与 实际 粒子 的 四 维 
动量 守恒 是 不 相 容 的 . 因此 图 中 三 个 自由 端点 中 必定 至 少 有 一 个 属于 虚 粒 子 
(或 属于 外 场 ). 

顶 角 部 分 也 可 以 分 为 可 约 与 不 可 约 两 种 . 不 可 约 顶 角 不 包含 对 内 线 自 能 

修正 并 且 不 可 能 分 割 成 对 应 内 项 角 ( 较 低级 ) 修正 的 几 个 部 分 . 比如 , (106.10) 
























































, 460 ， 第 十 一 章 ”精确 传播 子 和 顶点 部 分 





的 图 中 , 只 有 (b) 和 (d) 是 不 可 约 的 (除了 简单 顶 角 图 (a) 外 ). 图 (g), (bh) 和 (i) 
包含 自 能 部 分 ; 在 图 (c) 中 ,上面 的 水 平 虚线 可 看 成 对 上 顶 角 的 修正 , 在 图 (e) 
与 (f) 中 侧面 的 虚线 可 看 成 对 侧 顶 角 的 修正 . 

当 不 可 约 图 的 内 线 被 对 应 的 粗 线 代替 , 且 顶 角 被 黑 点 代替, 即 当 近似 的 传 
播 子 D 和 G 换 成 精确 传播 子 和 9, 并 且 近 似 的 项 角 算 符 7 换 成 精确 的 顶 
角 算 符 卫 时 , 吕 我 们 明显 地 得 到 所 有 项 角 部 分 的 集合 . 于 是 项 角 算 符 的 展开 可 
写成 





| | | | 
PR 人 :A A Rs (106.11) 


这 个 方程 是 对 荆 的 一 个 积分 方程 , 其 右边 有 无 穷 多 项 . 

由 以 上 讨论 我 们 可 以 容易 地 推出 构造 有 任意 数目 端点 的 图 段 精确 表示 的 
一 些 普遍 原则 . 它们 可 通过 对 海 森 伯 算 符 的 工 乘 积 取 真 空 平 均值 而 得 到 , 其 
中 每 个 初始 电子 有 一 个 V(z) 算 符 , 每 个 终 态 电子 有 一 个 W(x) 算 符 , 对 每 个 光 


子 有 一 个 4(z) 算 符 . 
进一步 的 例子 通过 以 下 形式 的 图 给 出 
p3 pi 
(106.12) 
pt - pa 
它 有 四 条 外 电子 线 . 它们 由 如 下 函数 得 到 
Kim 人 (zi x2; £3, £4) = (0|Tyi(z1) p(T2) 1 (23) pm (x4)10) (106.13) 


当然 , 它 仅 依赖 于 四 个 宗 量 的 差 值 . 其 傅 里 叶 分 量 可 写成 
am (21, 22; 73， ra)ei(Psr1tpar2 Pr3 "p224) dtp drad rsdtra 
= (2m)484(p1 十 pa 一 Da — pa) Kirim (p3, Pp4; Pp1, D2), (106.14) 
其 中 
Kig,im (Pp3, Pp4; Pp1, p2) 
= (2m) HO (p1 — pa3)Ga(p1)Gpm(p2) — (27) "6 (pa — pa)Gim (p1)Gn(p2)] 


+ Qin (p3 )Gkr (pa) [~iT nr, st (p3, pa; Pp1, p2)] Gs (Pp1)Gim (p2). (106.15) 
这 样 得 到 的 图 称 为 骨架 图 . 
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在 表示 式 (106.15) 中 , 前 两 项 从 函数 P(pa,paipa;,pa) 定义 中 排除 掉 那 些 可 分 成 
两 个 不 连通 的 部 分 , 每 个 部 分 都 有 两 个 自由 端的 图 : 


ps 一 (六 一 ” pa -一 (六 一 >” 
或 
pa 一 (六 一 > nm 一 一 (全 一 > 
在 第 三 项 中 , 9 因子 从 了 的 定义 中 排除 掉 那 些 对 外 电子 线 有 修正 的 部 分 的 图 . 
还 要 指出 , 由 费 米 子 消 算 符 的 工 乘积 的 性 质 可 得 出 结论 , 函数 (pa, pa;p1， 
pa) 是 反对 称 的 : 





Tipim (ps3, D4; p1, pa) = —Thitm (pas psiDl,pa) = —Tikpsmi(p3, p4; p2,p1). (106.16) 


如 果 动 量 pi,p2,ps,p4 对 应 实际 粒子 , 那么 不 可 分 割 的 ( 即 连通 的 ) 图 
(106.12) 就 表示 两 个 电子 的 散射 散射 振幅 可 通过 对 图 的 自由 端 给 定 粒子 
的 波幅 (而 不 是 传播 子 9) 求 求 出 : 





iM pi = Ti(p3)Ur(p4) [~ieT in, 1m(p3, D4; Pp1, p2)]ui(p1) um (p2). (106.17) 


按照 (106.16) 式 , 这 个 振幅 必须 对 交换 电子 有 适当 的 反对 称 性 . 


$107 戴 森 方程 


精确 传播 子 和 顶 角 部 分 满足 一 定 的 积分 关系 , 如 采用 费 曼 图 技术 其 起 源 
是 特别 清楚 的 . 

在 8106 定义 的 可 约 与 不 可 约 概念 不 仅 可 用 于 顶 角 部 分 , 也 可 用 于 任何 其 
它 图 或 图 的 部 分 . 我 们 从 这 方面 来 考察 紧 致 的 电子 自 能 图 . 

容易 看 到 , 在 无 穷 多 的 图 中 只 有 一 个 图 是 不 可 约 的 , 即 如 下 的 第 二 级 图 


这 个 图 的 任何 复杂 化 可 以 看 成 是 对 其 内 (电子 或 光子 ) 线 或 其 顶 角 部 分 所 作 
的 进一步 修正 . 这 里 重要 的 是 要 指出 , 由 于 这 个 图 有 明显 的 对 称 性 , 任何 顶 角 





@@ 以 后 (8110) 将 看 到 , 自由 端的 自 能 部 分 在 推导 实际 过 程 的 振幅 时 可 以 略 去 . 
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修正 只 需要 指定 是 对 某 个 顶 角 的 . 史 
因此 , 由 于 只 有 一 个 紧 致 自 能 电子 图 部 分 是 不 可 约 的 ,所 有 这 样 的 部 分 的 
集合 ( 即 质量 算 符 M) 只 用 一 个 骨 染 图 表示 : 


pk 
| -iv J 二 2 ee (107.1) 
天 


这 个 图 方程 的 解析 形式 变 成 @ 


MI(p) = GG (p) ~ 97(p) 


> 了 d4 天 
三 一 ie [YOG(p+RTIr(p+E,p;k). Dv(k) 


(2m4 
对 极 化 算 符 了 可 以 推出 类 似 的 方程 . 仍然 只 有 一 个 紧 致 的 光子 自 能 部 分 
是 不 可 约 的 , 因此 P 由 一 单个 骨架 图 表示 : 


k 
---(2)-— - 一 一 。 > (107.3) 


对 应 的 解析 方程 为 


DE ~ pA) ~ Did (A) 


(107.2) 





4 
= i mg 二 月 用人 二 大 有 9 让 (107.4) 
在 (107.2) 式 与 (107.4) 式 中 双 旋 量 指 标 都 略 去 了 . 
关系 式 (107.2) 与 (107.4) 称 为 戴 森 方程 ; 它们 也 可 由 直接 计算 得 出 . 比如 ， 
要 推出 (107.2) 式 , 我 们 可 考虑 量 





(YP — Mm)aQs (x — 7') = —i(7YP ~— mm)ia (0| Th (x) pr (z")I0) 


为 清楚 起 见 , 应 该 强调 指出 , 尽管 所 有 需要 的 图 可 通过 只 对 某 一 顶 角 的 修正 找 
到 , 但 对 任何 特定 的 图 修正 部 分 的 结构 一 般 是 和 所 指定 的 顶 角 有 关 的 , 比如 














在 同一 图 中 ,方块 包围 的 区 域 代表 角 部 分 , 可 以 分 别 指定 是 右边 或 左边 的 项 角 . 
@ 在 (107.1) 中 , 如 果 精 确 的 顶 角 部 分 指定 为 左边 顶 角 ,那么 (107.2) 因子 与 了 互 
相交 换 . 当然 , 两 个 方程 实质 上 是 等 价 的 . 





























8108 沃 德 恒 等 式 .463 . 





其 中 分 = 这 为 对 z 的 微分 算 符 , 由 (102.5) 推出 它 的 方法 与 对 自由 粒子 传播 子 
推出 (75.7) 式 的 方法 完全 相同 . 结果 为 


OP m)agi(z — 7) = 一 ie 党 (0IT4 (内 (加 (10) + ind (2 — 2); 


右边 的 6 函数 项 与 (75.7) 中 一 样 , 因为 在 t= 时 刻 的 对 易 性 质 对 海 森 伯 表 和 象 
与 相互 作用 表象 中 的 多 算 符 是 相同 的 . 第 一 项 为 -ieyyK$ (zx,2,7'), 于 是 我 们 
可 以 写 出 ( 仍 略 去 双 旋 量 指标 ) 


OF- moGr 7) = ieyK,(s, ,7) + 9 (7 — 2). (107.5) 
为 得 到 健 里 叶 分 量 , 可 将 (106.3) 式 对 dskd4po/ (2m)s 积分 , 结果 为 
dtk 
Je 责 k,p; R77 = f Ke(0,0, 8a)e wad 
三 人 一 ZJ)， (107.6) 


由 此 看 出 , 左边 的 积分 为 K+(zx,z,7z') 的 傅 里 叶 分 量 . 于 是 通过 对 (107.5) 式 的 
两 边 取 全 里 叶 分 量 , 并 利用 定义 (106.9) 和 公式 yp 一 m = G71(p), 我 们 求 出 
d4K 


G1(p)9(p) = 1— ie? J Yow +k)Tr(p + k, p;k)G(p) “Dir(h) a 











最 后 , 对 此 式 从 右边 乘 以 9-!(p), 我 们 就 得 到 (107.2) 式 . 
§108 沃 德 恒 等 式 
光子 传播 子 与 顶 角 部 分 之 间 比 戴 森 方 程 更 为 简单 的 另 一 关系 式 是 从 规 


范 不 变性 得 出 的 . 为 推出 这 个 关系 式 , 我 们 应 用 规范 变换 (102.8), 假设 X(z) = 
Sx(z) 是 四 维 坐标 > 的 一 个 无 穷 小 非 算 符 函 数 . 它 引起 电子 传播 子 的 改变 为 





50(72, 2) = ieG(z — 2’) [Sx(x) — Sx(z)]. (108.1) 


注意 到 这 个 规范 变换 破坏 了 空间 -时 间 的 均匀 性 , 并 且 函 数 59 分 别 地 依赖 于 
z 与 z/, 而 不 是 只 依赖 于 差 z 一 x'. 因此 , 其 傅 里 时 展开 也 必须 分 别 对 变量 zx 
与 z' 进行 . 于 是 在 动量 表象 中 , 89 是 两 个 四 维 动量 的 函数 : 


50(p2,p1) = 儿 89(z， zl)eipzziprz d4zd4z/ 


将 (108.1) 式 代 人 并 对 dtzd4E 或 dted4z' (人 = zx 一 2) 积分 , 我们 得 到 





895(D+0D)=icox(qlg@) 一 9OT+g. (108.2) 
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用 同样 的 规范 变换 , 算 符 4,(x) 的 增 量 为 函数 


8 
84 人 人 (z) = -FN (108.3) 

















可 将 其 看 成 是 一 个 无 穷 小 外 场 . 在 动量 表象 中 ， 
8A(®) (gq) = igu8x(g). (108.4) 


量 89 也 可 作为 传播 子 在 这 个 场 作用 下 的 改变 来 计算 . 到 5x 的 第 一 级 量 , 这 
个 改变 可 以 明显 地 用 一 个 单 骨 架 图 来 表示 : 


I 
19 


Re 
了 十 9 p 


粗 虚线 为 等 效 外 场 线 , 对 应 因子 为 ( 见 (103.15) 式 ) 


PY (gq) 
4 


SA (0) + 5A (0) Dew(9). 





四 维 矢量 844 (gq) 是 纵 的 (对 9) 而 张 量 PY 是 横 的 . 因此 第 二 项 为 零 , 留 下 
iq 
1 
和 5 十 O (108.5) 


2 十 9 p 


其 中 细 虚 线 简单 地 以 通常 的 方式 对 应 场 54(9. 其 解析 形式 为 
80 =eG(p+ Tp+g,p;9)0(p) 54. (108.6) 
将 (108.4) 代入 , 并 与 (108.2) 式 比 较 , 我 们 得 到 


9(p+9q)—9(p)= -9(p+qT (p+ gq,p;q)9(p): qn 





或 , 用 逆 和 矩阵 ， 
G1(p+q9) -971(p) = guT*(p + gq,p;g) (108.7) 
(H. S$. Green, 1953). 
将 此 方程 取 g 一 0 的 极限 , 并 在 gq 为 无 穷 小 时 使 系数 相等 , 我 们 得 到 
9 


Bp ® = T+(p, p;0) (108.8) 
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这 就 是 沃 德 恒等式 (J. C. Ward, 1950). 我 们 看 到 9-1(p) 对 动量 的 微 商 等 于 零 
动量 转移 的 顶 角 部 分 . 品 函数 9(p) 本 身 的 微 商 为 


-00 = iG(p) ire(p,p; OliG(p). (108.9) 


更 高 级 的 微 商 可 以 类 似 地 通过 继续 计算 到 5x 的 更 高 阶 来 求 出 , 但 我 们 

现在 我 们 来 考虑 极 化 算 符 的 微 商 9P(k)/6k,. 与 9(p) 不 同 , P(k) 是 规范 
不 变 的 并 且 在 加 上 虚构 的 外 场 (108.4) 时 保持 不 变 . 因此 , 其 微 商 不 能 够 用 同 
样 方法 计算 , 但 是 对 这 个 微 商 也 可 以 得 到 一 个 图 表示 . 为 此 , 我 们 考虑 全 定义 
中 的 第 一 个 图 , 二 阶 图 : 


p+k 
iP 
- ~ CY (108.10) 
Dp 


实 线 对 应 因子 iG(p) 与 iG(p+ 们 . 对 大 的 微分 将 第 二 个 因子 换 成 iaG(p 二 有 /61 
按照 恒等式 (108.9) 这 个 改变 等 价 于 在 电子 线 上 再 加 上 一 个 顶 角 : 


I 一 0 
_ie oP Be Se Ee 108 11 
4n Ok ~ kk k (108.11) 


我 们 看 到 , 在 第 一 级 非 零 阶 , 所 求 的 微 商 是 一 个 有 三 个 光子 端的 “三 光子 
尾巴 ”图 表示 . 必须 立即 强调 , 这 个 图 本 身 并 不 给 出 一 个 光子 转换 为 两 个 光子 
的 振幅 . 这 样 的 过 程 的 振幅 是 (108.11) 与 一 个 圈 转 到 其 它 方向 的 类 似 的 图 的 
求 和 , 而 此 求 和 按照 弗 里 定理 为 零 . 但 图 (108.11) 本 身 并 不 是 零 . 

用 类 似 的 方式 , 我 们 可 以 通过 在 所 有 依赖 于 的 电子 线 上 相继 加 入 k=0 
的 顶 角 来 微分 更 复杂 的 图 . 然而 , 有 一 些 图 中 内 部 光子 线 也 具有 与 & 的 依赖 
性 , 比如 下 一 个 方程 左边 的 图 : 


kg1 一 92 
8 [XxX) 2 OO}- 
人 _ 
lp/=0 
区 Ik’ =0 Ik’=0 
-OO 


@ 在 零 级 近似 , 即 对 于 自由 粒子 传播 子 , 恒等式 是 显然 的 : G71(p) = yp 一 m, 因此 
0G-1 /py = 
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括号 中 图 的 微 商 这 里 用 一 个 新 的 图 形 符号 以 图 的 形式 表示 , 一 个 虚构 的 三 光 
子 项 角 , 即 有 三 条 虚线 在 一 个 点 相遇 , 它 对 应 的 量 为 


4 一 -一 一 2 = vy. (108.12) 


现在 我 们 可 以 通过 在 依赖 于 的 电子 线 上 加 上 顶 角 v 或 %, 并 按 一 般 规则 继 
续 加 项 角 来 对 任何 图 微 商 . 这 些 更 高 级 的 修正 的 求 和 给 出 


ee (108.13) 


其 中 ieYjrw 为 所 有 这 样 得 到 的 带 有 三 光子 “尾巴 ”的 图 的 内 部 部 分 的 总 和 . 
我 们 还 需要 极 化 算 符 的 二 阶 微 商 . 用 类 似 方式 对 方程 (108.13) 青 一 次 微 
商 , 我 们 有 








1 82P,, 
一 Gupoezr 十 Gucpor， (108.14) 
其 中 ie?9 为 所 有 如 下 图 所 示 的 有 四 光子 端的 图 的 内 部 部 分 的 总 和 
0 0 
A ie2? 4 
2 2 (108.15) 
Fk ~ 
当然 , 其 中 包括 了 那些 包 售 虚 构 的 三 粒子 项 角 (108.12) 的 图 . 
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如 果 系 统 处 于 一 个 给 定 的 外 场 4(e(z) 中 , 则 精确 的 电子 传播 子 采 用 与 
(105.1) 式 相同 的 公式 表示 , 但 是 在 转换 到 算 符 的 海 森 伯 表象 的 哈密 顿 量 六 = 
+ 中 ,也 还 有 电子 与 外 场 之 间 的 相互 作用 : 








=o | Mrass te | APYas. (109.1) 


由 于 外 场 使 空间 与 时 间 不 再 是 均匀 的 , 传播 子 9(z,z') 将 独立 地 依赖 于 两 个 宗 
量 > 与 x/ 而 不 是 只 依赖 于 差 x 一 zz. 

如 果 我 们 以 通常 的 方式 在 相互 作用 表象 中 继续 进行 , 就 会 得 到 带 有 外 场 
线 以 及 虚 光 子 线 的 通常 的 费 曼 图 技术 . 然而 , 这 个 技术 不 适用 于 外 场 不 能 看 成 
小 的 微 扰 的 情形 , 特别 是 当 粒 子 处 于 这 个 场 的 束缚 态 的 情形 就 更 不 适用 . 而 现 
在 事实 上 外 场 中 的 电子 传播 子 主要 要 用 来 分 析 束 缚 态 的 性 质 , 特别 是 用 于 确 
定 有 辐射 修正 时 允许 的 能 级 . 为 了 推出 这 样 的 传播 子 , 我 们 必须 从 一 种 外 场 其 
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至 在 电子 -光子 作用 的 “ 零 级 ”近似 中 就 被 精确 考虑 的 算 符 表示 出 发 (W. H. 
Furry, 1951). 

今后 我 们 将 假设 外 场 是 与 时 间 无 关 的 . 所 要 求 的 光 算 符 的 表示 由 在 外 场 
中 的 二 次 量子 化 的 公式 (32.9) 给 出 : 





VOGT) = 》 {dnp (rn) exp(—iehhD) + G(r) explied))), 
本 (109.2) 
$ Gr) = aD (r) explielt) + BD (7) exp(—iet)D)), 


nn 





其 中 w(x) 与 二 分 别 为 电子 与 正 电 子 的 波 函 数 与 能 级 , 它们 是 单 粒子 问题 
的 解 , 即 粒子 在 一 个 场 中 的 狄 拉克 方程 的 解 . 容易 看 到 , 算 符 (109.2) 是 某 个 表 
象 的 少 算 符 ( 弗 雷 表象 ), 这 是 一 个 介 于 海 森 伯 表 象 和 相互 作用 表象 之 间 的 表 
象 . 它们 可 写成 

















wp (br7) = exp(iH1t)p(r) exp( 一 i 奉 1t)， 
J _ (109.3) 
多 (br)= exp(iHit)y(r)exp(-ift), 


其 中 
所 = 所 十 ef 28 (z)I* (2)d3x. 


电磁 场 算 符 4, 自然 是 和 入 的 第 二 项 对 易 的 , 因此 弗 雷 表象 对 这 个 算 符 是 与 
相互 作用 表象 一 样 的 . 
在 此 新 表象 中 电子 传播 子 的 零 级 近似 定义 为 

















Gotz, oz) = i(0|TY® (2) (zl0)， (109.4) 


算 符 We(tr) 满足 外 场 中 的 狄 拉 克 方 程 : 





DP- eyAO zz) — my (br) =0, (109.5) 
函数 G(s) 相应 地 满足 方程 : 
[PB— eyA®(z) — mlG (zr, 72) = 54(2 — 72)), (109.6) 


比较 (107.5) 式 的 推导 . 

精确 传播 子 9 表示 为 ez 级 数 的 费 曼 图 技术 , 可 以 从 海 森 伯 表 象 变换 到 弗 
雷 表 象 来 得 到 , 与 前 面 变换 到 相互 作用 表象 的 方式 完全 相同 . 所 得 到 的 图 有 相 
同 的 形式 , 只 不 过 实 线 现在 对 应 的 是 因子 iC(e) 而 不 是 因子 iG. 
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在 写 几 的 解析 表示 的 规则 中 有 一 个 小 的 区 别 , 这 是 因为 在 坐标 表象 中 
G9 不 只 是 差 z 一 zx' 的 函数 . 然而 , 在 恒定 的 外 场 中 时 间 的 均匀 性 仍 保持 ， 
此 时 间 t 与 妇 仍 然 将 以 差 + 一 ==7 的 形式 出 现 : 


Ge) = GI (7,r, 7’). 
动量 表象 由 对 函数 的 每 个 宗 量 作 储 里 叶 展 开 得 到 : 


de d3p1 d3po 
(e)( / i(p2:r—p1:r—e7T) 
G ye /| pasp Gle, p2,P1) 7 37 ry 0) (109.7) 
对 应 因子 iG(9(e, pz,p1) 的 每 条 线 现在 都 必须 指定 一 个 虚 能 量 值 。 和 两 个 动 
量 值 , 初 值 pi 与 终 值 p2: 











iG(®) (e, p2, p1) = . (109.8) 


由 此 得 到 写 解析 表示 的 规则 , 其 中 对 ds/2r 的 积分 是 通常 的 , 而 对 d3p1/(27)3 
与 dp2/(2n)” 的 积分 是 独立 的 , 要 考虑 每 个 顶 角 的 动量 守恒 . 比如 ， 








二 CE er ac (E， Pp2,p yrG() (e w,p” k,p’ k) 


d4 k d3 7 d3 11/ 
vr(e) Dp Dp 








重要 的 是 要 指出 , 在 这 里 讨论 的 计算 中 , 还 必须 考虑 有 “ 自 闭合 ”电子 线 的 图 ， 
这 种 图 在 通常 的 技术 中 因 与 “真空 流 ” 相 联系 是 被 丢弃 的 . 但 当 存 在 一 个 外 
场 时 , 由 于 这 个 场 引起 的 “真空 极 化 ”, 这 个 流 不 一 定 为 零 . 比如 , 在 如 下 图 中 








LU 


W ， 


10,h=p -Pp (109.10) 
oe 
pa epPp € pi 
顶 上 的 圈 对 应 因子 
dip dw 
(27)3 2r 
这 里 我 们 仍然 必须 明确 对 dw 积分 的 含义 . 这 是 因为 函数 Gte(r) 的 健 里 叶 分 
量 对 w 的 积分 相当 于 取 这 个 函数 在 + = 0 的 值 , 而 G(e(r) 在 7 =0 是 不 连续 


ff er )(w, P+ kp) (109.11) 
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的 ; 因此 我 们 必须 明确 两 个 极限 值 中 取 的 是 哪 一 个 值 . 为 此 , 我 们 只 需要 指出 ， 
积分 (109.11) 来 自 同 一 流 算 符 中 儿 算 符 的 收缩 : 








ee 一 (e) De 
= (br) y(t,r), 


其 中 你 ”在 闪 @ 的 左边 . 按照 传播 子 的 定义 (109.4), 如 果 # 理解 为 二 ¢ 填 0， 
那么 当 t 二 + 就 得 到 因子 的 这 个 次 序 , 即 如 果 取 函数 GO(t 二 从 在 t- 坟 一 -0 
的 极限 值 . 换 句 话说 , 在 (109.11) 中 对 dw/27 的 积分 取 为 





fe 7 一 一 0. (109.12) 


外 场 中 的 质量 算 符 如 在 8105 中 那样 定义 : -it 为 紧 致 自 能 部 分 的 总 和 . 现在 
这 是 一 个 在 外 线 端 点 的 能 量 < 与 动量 pi 与 pa 的 函数 , 在 这 些 端点 它们 分 别 
进入 或 离开 所 研究 的 部 分 : 


和 推出 (105.6) 完全 一 样 进 行 推导 , 我 们 得 到 方程 











9(e， Pp2, p1) 一 Ge 加 p2, D1) 





3p 
= Ge, p2,p")M(e, p’,p)G (ep ,人 5 (109.14) 
通过 用 谱 变 量 回 到 坐标 表象 可 以 变 成 更 自然 的 形式 , 采用 函数 
G(e,T,T') = ff gp ‘(par pr) SP 二 (109.15) 


以 及 对 其 它 量 的 类 似 函 数 . 取 (109.14) 的 逆 侍 里 叶 变 换 , 我 们 得 到 
G(e,r,r’) — GO (e,r,r) 
= G(r, ra) Me(e, To) T1)9 (e717!) dr1d3 ro. 


我 们 再 在 两 边 用 如 下 算 符 作用 


Ye 一 7 太一 er A(z) 





其 中 e 为 一 个 数 , 而 五 = 一 iy 为 对 坐标 ” 的 微分 算 符 . 这 里 必须 指出 , 由 (109.6) 





式 , 我 们 有 


[ye—7y:B—eyA® (rz)G te,r,r) = 6(r —7’). (109.16) 


,470 ， 第 十 一 章 ”精确 传播 子 和 顶点 部 分 





得 到 的 方程 为 





Ps 一 7 全 ey4(e(z)lg(e rr 一 /we r, ri)G(e, Ti, 7 dr = Sr 一 1 
(109.17) 
渭 数 9(e,7,7') 有 一 个 特别 宝贵 的 性 质 , 就 是 其 极点 决定 了 电子 在 外 场 中 
的 能 级 . 我 们 将 先 对 近似 函数 Ge (e,mr,r/) 证 明 这 一 点 . 将 算 符 (109.2) 代入 传 
播 子 的 定义 (109.4) 中 , 与 对 自由 粒子 传播 子 的 (75.12) 式 完全 类 似 , 我 们 得 到 ， 


证 2 新 各) (7’) exp{—ieth)(t —t)}, t>#, 
G(® (t—t,7,r’) = 
SD PB pti t,t, 
































(109.18) 
傅 里 叶 时 间 分 量 为 
(+) (二 77 (一 ) (i 
Go (e, 7,7') = > [en 十 | 、 (109.19) 


我 们 看 到 , G((e,7,7') 作为 < 的 解析 函数 ， a ee 
极点 , 而 在 负 实 轴 上 有 与 正 电 子 能 级 相符 的 极点 . < 各) > m 的 值 构 成 一 个 连 
续 谱 , 并 且 对 应 的 极点 在 = 平面 上 构成 从 -oo 到 -mm 与 从 m 到 oo 的 两 条 
割 线 . |e| < m 的 线段 中 所 包含 的 极点 给 出 离散 的 能 级 . 

对 于 精确 的 传播 子 9(e,7,7”) 我 们 可 以 通过 采用 薛 定 刘 算 符 的 矩阵 元 表 
示 它 来 对 其 作 类 似 的 展开 ; 海 森 伯 清算 符 的 矩阵 元 与 它们 的 联系 为 











《人 站) 二 (lm exp[—i( En — Bm)t]. (109.20) 


这 里 忆 , 为 系统 在 外 场 中 的 精确 能 级 ( 即 包括 所 有 的 辑 射 修正 ) 算 符 少 使 得 
电荷 增加 1 ( 即 通过 +|e|), 而 算 符 六 使 电荷 减少 1. 这 意味 着 在 矩阵 元 (njwI0) 

与 (0| 吓 n)》 中 , 态 |n) 必须 对 应 系统 电荷 为 +1 的 态 , 即 , 它们 除 一 个 正 电子 外 ， 
只 能 包含 一 定数 目的 电子 - 正 电 子 对 和 一 定数 目的 光子 ; 这 些 态 的 能 量 将 标 
记 为 玖 ) 类 似 地 , 在 矩阵 元 (0lw|n) 与 (nl0) 中 , 态 jn) 包含 一 个 电子 与 一 
些 电 子 对 和 光子 (能 量 为 B41)). 代替 (109.18) 现在 我 们 有 


-1 (Oke(r)n) (nlBi (7 )|0) exp[--iBGDG —#)], t>t, 





Gip(t be 1 ,Tr, 7") = 
oper J (npbi(r lO) expEiBODG t,t 


(109.21) 





@ 我 们 假 疫 , 外 场 在 无 穷 远 为 零 . 











和 
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并 因此 
py (Ol¥i(r) ln) (nj (7))O) (Opa (rn) (nlyi(7)|O) 
We | Bi + i | 


(109.22) 

设 = 值 接近 于 其 中 一 个 离散 能 级 EY (或 -不 7). 于 是 在 (109.22) 的 求 

和 中 只 需要 保留 对 应 的 极点 项 . 代入 (109.17) 式 表 明 依赖 于 第 二 个 宗 量 "' ( 当 

r 关 7') 的 因子 不 出 现在 方程 中 . 结果 是 对 函数 (0jw(7)In) (或 (ny(7)|0)) 的 一 

个 齐 次 积分 -微分 方程 , 为 简洁 计 , 我 们 将 此 函数 记 作 束 ,(7).® 略 去 下 标 n, 我 
们 有 








Detiy:Y— eyA® (ri V(r) — / Mip (Er, rT1) Br(r1)d3r1 =0 (109.23) 
(J. Schwinger, 1951). 离散 能 级 及 则 是 这 个 方程 的 本 征 值 . 于 是 (109.23) 式 成 
为 决定 这 些 能 级 的 常规 基础 . 

比如 , 它 可 以 用 来 , 在 M 的 第 一 级 , 决定 对 解 如 下 狄 拉 克 方 程 给 出 的 离 
散 电 子 能 级 es 的 修正 : 
[yen +iy:Y ~ eyAl® (rn(r) = 0; (109.24) 
设 波 函 数 如 人 Cr) 的 归 一 化 条 件 为 
/ Wpndiz = 1. (109.25) 
方程 (109.23) 的 本 征 函 数 可 写成 
Br) = bar) + pO (7), (109.26) 


其 中 wb 为 对 wn(7) 的 修正 . 将 (109.26) 代入 (109.23), 再 从 左边 乘 以 如,(7) 
并 对 daz 积分 ,@ 我 们 就 得 到 所 要 求 的 表示 式 


ee h a ee (109.27) 





当 忽 略 辐 射 修正 时 , gr(r) 是 与 作为 狄 拉克 方程 解 的 波 函 数 vst 或) 相同 的 
(对 一 个 电子 或 正 电子 的 态 ). 

@ 在 积分 时 我 们 用 到 (109.24) 中 的 微分 算 符 是 自 共 轧 的 这 一 事实 , 并 因此 将 其 作 
用 从 名) 转 到 磷 上 . 
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本 章 到 目前 为 止 讨论 的 理论 大 多 是 形式 的 . 我 们 处 理 的 所 有 量 好 像 都 是 
有 限 的 , 并 且 故 意 绕 过 在 理论 中 出 现 的 任何 无 穷 大 . 然而 , 在 用 微 扰 论 实 际 计 
算 函 数 D, 9 与 工 中 , 出现 了 发 散 的 积分 , 不 作 进一步 的 考虑 是 不 可 能 对 它们 
赋予 任何 有 限 值 的 . 这 些 发 散 是 现在 的 量子 电动 力学 逻辑 上 不 完备 的 表现 . 尽 
管 如 此 ,下面 我 们 将 看 到 , 在 这 个 理论 中 有 可 能 建立 一 定 的 规则 , 使 得 可 以 明 
确 地 “ 减 去 无 穷 大 ”, 从 而 对 所 有 有 直接 物理 意义 的 量 得 到 有 限 值 . 这 些 规则 
基于 如 下 明显 的 物理 要 求 : 光子 质量 为 零 且 电子 电荷 与 质量 等 于 它们 的 观察 
值 . 

我 们 先 来 弄 清 加 在 光子 传播 子 上 的 条 件 , 并 考虑 通过 有 一 个 虚 光 子 的 单 
粒子 中 间 态 能 够 发 生 的 散射 过 程 . 这 种 过 程 的 振幅 必定 在 初始 粒子 的 四 维 动 
量 PP 的 平方 等 于 实 光 子 质 量 平方 时 , 即 P2 = 0 时 有 一 个 极点 ; 我 们 在 879 已 
经 看 到 , 这 个 要 求 是 从 普遍 的 么 正 性 条 件 得 来 的 . 振幅 中 的 极点 项 来 自 (79.1) 


形状 的 图 : 
(2 -CT 可 (110.1) 


而 当 考 虑 辐射 修正 时 , 此 图 的 两 部 分 必定 用 粗 虚线 (精确 的 光子 传播 子 ) 连接 . 
这 意味 着 函数 D(12) 必定 在 所 = 0 处 有 一 个 极点 , 即 必定 是 这 样 的 : 


















































Do < 当 1 一 0， (110.2) 
其 中 2 为 一 个 常数 . 因此 对 于 极 化 算 符 P(i2)， (103.21) 给 出 
P(0) = 0. (110.3) 
(110.2) 式 中 的 系数 由 下 式 给 出 
ER | P(k?) 
Z ke2 | 


对 函数 (和 2) 进一步 的 限制 可 以 从 对 粒子 电荷 物理 定义 的 分 析 得 出 : 两 
个 相隔 距离 很 大 的 静止 的 经 典 ( 即 无 限 重 的 ) 粒子 必定 按照 库仑 定律 , U = e2/7 
相互 作用 . (此 距离 必须 比 1/m 大 得 多 , 其 中 m 为 电子 质量 .) 这 个 相互 作用 也 
可 用 下 图 表示 


1 (110.4) 
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其 中 上 面 与 下 面 的 线 对 应 经 典 粒 子 . 在 虚 光 子 线 中 考虑 了 光子 的 自 能 修正 . 
对 重 粒 子 线 有 影响 的 所 有 其 它 修正 , 将 使 图 等 于 零 : 在 图 (110.4) 中 进一步 加 
上 任何 内 线 , 比如 在 线 a 与 < 或 a 与 之 间 连 上 一 根 光子 线 , 就 会 产生 虚 的 
重 粒子 线 , 带 有 相应 的 传播 子 . 但 是 粒子 的 传播 子 在 分 母 中 有 其 质量 M, 日 当 
M 一 co 时 趋 于 零 . 

由 图 (110.4) 的 形式 , 很 清楚 看 出 (参见 $83), 其 中 的 因子 e2D(k?) ( 除 符 





号 外 ) 必定 是 粒子 相互 作用 位 势 的 传 里 叶 变 换 . 由 于 相互 作用 是 稳定 的 , 虚 光 





子 的 频率 w = 0, 并 且 大 的 距离 对 应 小 的 波 矢 k， 库仑 位 势 的 侍 里 叶 变 换 为 
4re2/k?. 由 于 也 仅 依赖 于 及 = w2 一 k?, 最 后 我 们 得 到 条 件 














Do A4r/k, kb 0, (110.5) 





也 就 是 说 , (110.2) 式 中 的 系数 必定 是 2 = 1 (符号 则 是 明显 的 , 由 于 DP(i2) 趋 
近 于 自由 光子 传播 子 D(k?)). 因此 , 极 化 算 符 P(p2) 必须 满足 条 件 : 





P(l2)]p2 一 0， 辽 一 0. (110.6) 


这 并 不 仅 导 致 前 面 给 出 的 条 件 (110.3), 而 且 给 出 结果 : 





P'(0) = 0， (110.7) 


在 8103 已 经 指出 ,一 条 有 效 的 外 实 光 子 线 对 应 因子 (103.15) 或 利用 (103.16) 
与 (103.20), 对 应 
1 
E 十 去 POPO er. 


现在 我 们 从 (110.5) 与 (110.6) 式 看 到 , 修正 项 为 零 . 因此 我 们 有 一 个 重要 结果 : 
在 外 光子 线 中 不 需要 考虑 辐射 修正 . 

因此 , 由 自然 的 物理 要 求 得 出 量 P(0) 与 P'(0) 有 确定 的 值 ( 即 为 零 ). 由 
微 扰 论 图 技术 计算 这 些 量 会 导致 发 散 积分 , 我 们 还 看 到 消除 这 种 无 穷 大 的 方 
法 是 对 发 散 表示 式 预 先 指定 一 些 确定 值 , 而 这 些 值 由 物理 要 求 来 确定 . 这 个 步 
又 称 为 对 这 些 量 的 重 正 化 . 

这 个 步骤 也 可 以 用 一 种 略为 不 同 的 方式 表述 .比如 , 在 对 电荷 重 正 化 
时 可 以 在 形式 的 微 扰 论 中 定义 一 个 非 物理 的 内 豪 ( 裸 或 未 重 正 ) 电荷 ec 作 
为 一 个 参量 出 现在 原始 的 电磁 作用 算 符 的 表示 式 中 . 于 是 重 正 化 条 件 变 成 
e2D(R2) 一 4re2/12 ( 当 12 一 0 时), 其 中 e 为 实际 的 物理 电荷 . 因此 , 我 们 有 关 
系 式 e22 = e2, 用 此 式 于 涉及 观察 效应 的 表示 式 中 , 从 而 消去 非 物理 的 量 ec. 


@ 这 个 途径 的 思想 是 由 再, A. Kramers (1947) 首先 提出 的 : 在 量子 电动 力学 中 系统 
地 应 用 重 正 化 方法 由 Dyson, Tomonaga, Feynman 与 Schwinger 给 出 . 
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通过 直接 取 2 = 1, 重 下 化 只 是 在 “途中 ”进行 , 这 样 甚至 在 中 间 步 又 中 也 没 
有 必要 采用 虚拟 的 量 

我 们 现在 来 研究 电子 传播 子 的 重 正 化 条 件 .为 此 , 我 们 来 研究 通过 一 个 带 
一 虚 电 子 的 单 粒 子 中 间 态 能 够 发 生 的 散射 过 程 . 这 种 过 程 的 振幅 必定 在 初始 
粒子 的 总 四 维 动量 的 平方 等 于 实际 电子 平方 质量 ( 即 P? = m2) 时 有 一 个 


"| 3 O | (110.8) 


而 当 考 虑 辐射 修正 时 , 粗 线 为 精确 的 电子 传播 子 . 这 意味 着 函数 9(p) 在 p= 
m? 必定 有 一 个 极点 , 即 其 极限 形式 必定 为 

YPp+m 
P22 一 m2 十 i0 





























9G(p) ~ 也 +g(p)， 当 p> 一 m2 (110.9) 


21 为 一 个 标量 常数 , 并 且 当 yp? 一 m? 时 g(p) 保持 有 限 . (110.9) 式 中 极点 项 的 
和 矩阵 结构 (与 yp 十 mm 成 正比 ) 是 与 引起 极点 存在 同样 的 么 正 性 条 件 的 结果 . 我 
们 将 证 明 这 个 论断 , 同时 阐明 外 电子 线 重 正 化 条 件 这 个 重要 问题 . 

假如 9(p) 有 极限 形式 (110.9), 那么 其 道 矩 阵 为 


























G7 (Pp) ~ 去 0z —m)— (Pp-m)gWpP—-m), pm (110.10) 
质量 算 符 为 
M=G- 1— 0607! @ 一 支 ) (7p 一 rm) 十 (OP 一 mm)g(00D -m), 当 p om. 
(110.11) 
有 效 的 外 (比如 入 射 ) 电子 线 对 应 于 (参见 (103.15) 式 ) 因子 
U(p) = u(p) + G(p)M(p)ulp), (110.12) 


其 中 w(p) 为 通常 电子 波 函 数 的 振幅 , 它 满足 狄 拉克 方程 (yp -mm)wu = 0. 由 于 
相对 论 不 变性 的 要 求 (WU, 与 4 一 样 为 双 旋 量 ), U(p) 在 p? 一 m? 时 的 极限 值 与 
u(p) 只 可 能 相差 一 个 恒定 的 标量 因子 : 


U(p) = Zu(p). (110.13) 


这 个 因子 2 以 一 定 方式 与 Z1 相 联 系 , 但 是 这 个 联系 不 可 能 简单 地 通过 将 
(110.10) 与 (110.11) 代入 (110.12) 来 建立 , 因为 有 不 确定 性 ; 结果 依赖 于 在 
(110.12) 中 不 同 因 子 取 极限 的 顺序 . 








Ts 
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然而 , 通过 正确 的 取 极 限 方法 而 不 采用 图 (110.8) 撒 述 的 反应 的 么 正 性 条 
件 有 可 能 避免 这 个 问题 . 么 正 性 关系 一 般 是 应 用 于 整个 过 程 的 振幅 的 , 而 不 是 
个 别 的 图 . 但 是 当 p 一 m? 时 极点 图 (110.8) 对 相应 的 振幅 MP 给 出 主要 的 
贡献 , 于 是 可 以 略 去 与 同一 反应 有 关 的 其 余 的 图 . 

如 在 879 已 经 表明 的 , 义 正 性 条 件 要 求 一 个 单 粒子 中 间 态 在 反应 振幅 中 
应 该 产生 一 个 带 有 8 函数 的 虚 部 : 




















in8(p? —m?) > Mn Mi,, (110.14) 


polar. 


其 中 下 标 nn% 指 有 一 个 实 电子 的 态 , 求 和 是 对 实 电 子 的 极 化 指标 进行 的 ; 为 避免 
附加 的 复杂 性 , 如 在 879 一 样 , 我 们 假设 , 么 正 性 条 件 的 两 边 对 初 态 与 终 态 的 
螺旋 性 是 对 称 的 , 因此 Myi = Mi7. 振幅 Myn 对 应 下 图 表示 的 过 程 


上 > 一 


其 中 M4; 为 一 个 有 双 旋 指标 的 因子 .4 类 似 地 , 振幅 Mt 的 结构 为 











并 且 等 于 


一 CMS) = 2 (TMK). 
对 电子 极 化 的 求 和 将 乘积 (M$,u) x (EM#) 换 成 为 My, (yp 十 m)M, 于 是 在 
振幅 Mr 中 的 项 (110.14) 变 成 
Zind(p — mm Men (YP + mm) ME]. 
在 虚 部 用 这 一 项 , 我 们 可 以 在 散射 振幅 中 重新 构成 整个 极点 项 ; 由 (79.5) 式 


Z2{ MS OP + m) MG} 
(22 — m2? + i0) 





Myi = ， 2 — Mm”. 





由 图 (110.8) 直接 计算 同样 的 振幅 给 出 




















iMyi = Mb, :iG(p) iME. 


包 有 一 点 应 该 在 这 里 阐明 , 电子 作为 一 个 稳定 粒子 实际 上 不 可 能 变 为 另外 一 组 实 
粒子 , 但 是 , 我 们 可 以 形式 地 将 它 看 成 一 团 虚 粒子 , 其 质量 值 可 允许 作 这 种 转换 .这 样 
得 到 的 关系 式 应 理解 为 通过 解析 延 拓 达到 实际 粒子 . 
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比较 这 两 个 公式 证 实 上 面 对 9(p) ((110.9) 式 中 的 第 一 项 ) 写 出 的 极限 表示 式 ， 
并 表明 


2 = VA1. (110.15) 

现在 我 们 将 表明 , 当 电子 传播 子 的 极限 形式 已 知 后 ,就 没有 必要 对 顶 角 算 
符 再 给 出 新 的 条 件 . 
我 们 来 考虑 图 : 


p> (110.16) 


此 图 表示 电子 在 一 个 外 场 44e)(P) 中 的 散射 , 在 相对 于 场 的 第 一 级 , 并 考虑 了 
所 有 的 辐射 修正 . 在 有 一 0 p2 一 pl 三 p 的 极限 , 对 外 场 线 的 自 能 修正 为 零 ( 因 
为 它们 对 任何 大 = 0 为 零 ). 于 是 这 个 图 对 应 振幅 


Myi = —eH(p)T (pp;0)U(P) A = 0), (10.17) 


即 , 势 44e) 与 电子 跃迁 流 WIU 的 乘积 . 但 是 当天 一 0 时 , 势 4(e(z) 简化 为 和 
坐标 与 时 间 都 无 关 的 常数 . 没有 任何 物理 的 场 会 对 应 这 个 势 (规范 不 变性 的 
一 个 特殊 情形 ), 因此 不 可 能 引起 电子 流 有 任何 变化 . 因此 , 在 所 考虑 的 极限 ， 
跃迁 流 VTU 必定 简单 地 变 为 自由 流 zu: 


U(p) Tr(p, p; OU(p) = Zia(p) Tu(p) = Hp) yu(p). (110.18) 


这 一 要 求实 质 上 也 是 电子 的 物理 电荷 的 一 个 定义 . 容易 看 到 , 不 管 Z1 取 什 么 
值 这 一 要 求 是 都 会 满足 的 : 将 (110.10) 的 9-1(p) 代入 沃 德 恒 等 式 (108.8), 我 
们 求 出 
Tr(p,p;0) = 27 7 — Yr gp) (Np —m) — (yp — m)g(p)ye, 
且 (110.18) 式 也 是 满足 的 , 因为 (yp 一 m)u = 0 UYp 一 m) = 0. 
我 们 看 到 , 在 计算 物理 过 程 的 振幅 时 ,“ 重 正 化 常数 ”2 消失 了 . 而 且 , 通 
过 利用 在 计算 工时 的 发 散 引 起 的 不 确定 性 , 我 们 可 以 简单 地 要 求 





TP TI (p,p; 0)u(p) = TP) up), 当 Pp =m, (110.19) 


也 就 是 取 了 21 =1. 
这 个 定义 的 方便 之 处 在 于 对 外 电子 线 就 不 需要 作 任 何 修正 了 : 我 们 简单 
地 有 
Up) = vu(p). 
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这 一 点 还 可 以 从 71 = 工时 质量 算 符 (110.11) 为 如 下 形式 而 直接 推出 
At = 02 一 mg(7PD — m) (110.20) 


(110.12) 式 中 的 第 二 项 显然 消失 了 . 因此 就 不 再 需要 对 任何 实际 粒子 (光子 或 
电子 ) 的 外 线 进 行 “ 重 正 化 ”9 
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从 函数 厅 ( 妇 ) 出 发 来 研究 光子 传播 子 的 解析 性 质 是 方便 的 . 原因 是 直接 
应 用 定义 (103.1) 于 此 目的 是 困难 的 , 因为 算 符 hx"(z) 是 规范 -不 定 和 由 此 产 
生 的 性 质 的 不 确定 性 . 

函数 卫 ( 姑 ) 的 积分 表示 (104.11) 是 从 光子 自 能 函数 借助 于 规范 不 变 的 流 
算 符 的 矩阵 元 的 表示 式 推 出 的 . 将 变量 及 记 作 4@ 我 们 来 考虑 函数 TG 在 
复 上 平面 上 的 性 质 . 

由 积分 表示 














di 上 2 (11.1) 


我 们 看 到 1G) 在 负 实 轴 上 是 实 的 , 并 且 在 其 余 平面 到 处 都 满足 对 称 性 关系 


H(t) = 万 人. (111.2) 





函数 I(t) 只 可 能 在 p(t) 的 奇 点 有 奇异 性 . 这 些 奇 点 的 t= 二 如 值 为 由 一 个 
虚 光 子 产生 各 种 实际 粒子 团 的 阐 值 . 在 这 些 值 , 新 类 型 的 中 间 态 在 (104.9) 的 
求 和 中 “出 现 ”. 在 阅 值 以 下 它们 的 贡献 为 零 , 但 在 闪 值 以 上 不 为 零 , 而 且 在 
阐 值 本 身 产生 奇异 性 . 当然 , 这 些 阀 值 是 实 且 非 负 的 .@ 因此 , 五 (t) 的 奇异 性 也 
在 正 的 实 t 轴 上 . 如 果 沿 这 个 轴 作 一 制 线 , 那么 厂 ( 就 在 切割 后 的 平面 上 到 
处 是 解析 的 了 . 
在 (111.1) 式 被 积 函 数 的 分 母 中 的 +i0 项 表明 , 我 们 必须 在 极点 女 = 上 的 
下 面 穿 过 . 这 意味 着 五 ( 对 实 二 的 值 必须 取 其 在 割 线 上 边界 的 值 . 利用 规则 
(75.18): 
1 he 
和 i 干 inS(z), (111.3) 
@@ 在 重 正 化 光子 传播 子 中 , 条 件 Z = 1 是 作为 一 个 必要 的 物理 条 件 产 生 的 , 此 后 
对 外 光子 线 的 修正 自动 消失 了 . 然而 , 形式 上 , 这 个 情形 对 外 光子 线 与 外 电子 线 是 类 似 
的 : 当 Z 关 1 时 ,一 个 带 修 正 的 实际 光子 的 波幅 ej 要 乘 以 VZ. 
@@ 注意 不 要 和 时 间 的 符号 相 混淆 . 
图 比如 , 妇 =0 是 产生 三 个 (或 更 多 奇数 个 ) 光子 的 阐 ; 妇 = 4m2 为 产生 电子 - 正 电 
子 对 的 羡 , 等 等 . 
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对 实 的 上 我 们 求 出 
Im H(t)=ImH(t+i0) = —np(t). (111.4) 


在 割 线 下 边 , In 有 有 相反 的 符号 ; 而 Re 在 割 线 两 边 符号 则 是 相同 的 . 于 是 
I(t) 在 割 线 的 跳跃 为 


Im H(t +i0) ~ Im H(t—i0)= —2nip(t). (111.5) 


积分 表示 式 (111.1) 本 身 可 以 简单 地 看 成 解析 函数 了 (#) 的 柯 西 公式 : 应 


用 这 个 公式 
FT 的 = 元 





H(t dt 
ti—t 





(111.6) 


于 如 下 回路 
(111.7) 


这 个 回路 绕 割 线 通 过 , 假设 了 (2) 在 无 穷 远 减 小 得 足够 快 , 我 们 得 出 绕 大 圆 的 
积分 为 零 , 而 沿 割 线 的 积分 给 出 I(t) 与 其 虚 部 之 间 的 如 下 色散 关系 : 


1 1 ImH(t’+i0) 1 /™ Im) 
二 dt 一 dt. 111.8 
i/ t—t | t—t—i0 人 ) 











代入 (111.4) 给 出 (111.1) .9 
函数 P(t) 与 D() 的 解析 性 质 是 与 I(t) 相同 的 , 利用 后 者 它们 可 以 用 简 
单 的 公式 (104.2) 与 (103.21) 表示 . 对 D(t) 我 们 有 


DP) = 从 @ + 2 | (111.9) 








在 正 的 实 t 轴 上 , 如 上 所 述 , 我 们 必须 将 t 取 为 t+ 二 i0. 于 是 , DO 的 虚 部 可 由 
(111.3) 与 (111.4) 式 计 算 , 记得 由 (110.6) 式 , 当 t 一 0 时 , 了 ()/t 一 0, 于 是 我 
们 求 出 








ImD(t) = ~4m28(t) + FIm 1) = —4n28(t) — pl) (111.10) 
现在 将 (111.8) 形式 的 色散 关系 应 用 于 函数 D(), 我 们 就 得 到 积分 表示 
dn pt) dt 





在 量子 场 论 中 是 由 M. Gell-Mann, M. L. Goldberger 与 W. E. Thirring (1954) 首先 
应 用 色散 关系 的 , 








| 
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此 式 称 为 Killkn-Lehmann 展开 式 (G. Kilién, 1952; H. Lehmann, 1954). 

一 方面 , 在 函数 D(t) 的 制 线 位 置 (及 因此 割 线 的 虚 部 ) 和 由 图 (110.4) 表 
示 的 过 程 x+ 一 c+d 振 幅 的 么 正 性 条 件 之 间 有 着 紧密 的 联系 ; 另 一 方面 ， 本 
个 反应 自然 纯粹 是 假想 的 , 但 是 它 并 不 破坏 守恒 定律 , 么 正 性 条 件 对 其 而 言 
形式 上 应 该 满足 的 一 个 条 件 . 

在 这 个 过 程 的 初 态 有 两 个 “经 典 ” 粒 子 a 与 5, 而 在 终 态 有 另外 两 个 粒子 
c 与 d. 勾 正 性 条 件 为 (71.2): 史 

















Tri — TH Cn Wrath 84(Pr — PP,); (111.12) 


右边 的 求 和 对 所 有 的 物理 “中 间 态 ”n 进行. 在 现在 的 情形 , 这 些 态 明显 地 是 由 
虚 光 子 能 够 产生 的 那些 实 粒 子 对 与 光子 组 成 的 系统 的 态 , 即 在 函数 p(k?) 的 
定义 (104.9) 的 矩阵 元 中 出 现 的 那些 态 . 振幅 MP 与 M8 分 别 包 括 因子 D(R) 
与 D*( 扩 ), 二 者 之 差 包 含 虚 部 Im DP(k?). 因此 我 们 看 到 , (111.4) 式 给 出 的 了 D 的 
虚 部 与 存在 这 些 中 间 态 之 间 的 联系 是 必要 的 么 正 性 要 求 的 一 个 结果 . 

以 后 我 们 将 看 到 , 在 用 微 扰 论 实际 计算 D(#) (或 等 价 地 , 刀 伯 ) 中 , 从 求 媚 
的 虚 部 开始 是 方便 的 , 它 不 包含 发 散 的 表示 式 . 但 是 , 如 果然 后 由 (111.8) 型 
的 色散 关系 计算 P(t), 积 ee 一 步 作 减 除 运算 才能 满足 条 
件 P(0) = 0 与 P'(0) = 0. 然而 , 这 个 减 除 运算 可 以 不 明显 地 用 到 发 散 积 分 来 
进行 . 为 此 , 我 们 只 0 (111.8) 不 是 应 用 于 P(t) 本 身 而 是 应 用 于 

PQ)/& 即 可 .于 是 我 们 有 


_&/® ImP(t) 
7@=5/ re (111.13) 


























这 个 积分 是 收 化 的 , 并 且 这 样 得 到 的 函数 P(t) 自动 满足 所 要 求 的 条 件 . 
如 (111.13) 式 这 样 的 关系 式 称 为 “ 双 减 除 ” 色散 关 系 . 如 果 将 (111.13) 式 
写成 如 下 形式 , 那么 变换 到 P()/t2 的 含义 就 变 得 特别 清楚 了 
_1 1eImPl)d 1 1 ImnP( 的 ,1 AImP(t) 
PO = er / 一 一 一 dt 2 dt, (111.14) 


Ht-i0 x t njo # 








如 果 将 第 一 个 (“未 正规 化 ”的 ) 积分 记 作 P(), 右边 就 可 写成 P(t) - P(0) -- 
tP’(0). 


@ 振幅 Tps 和 振幅 My; 只 相差 一 个 因子 (参见 (64.10) 式 ). 
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§112 费 曼 积分 的 正规 化 


在 $110 讨论 的 重 正 化 的 物理 条 件 使 得 我 们 可 以 在 原则 上 对 任何 电动 力 
学 过 程 振幅 在 微 扰 论 的 任何 近似 上 推出 一 个 唯一 的 有 限 值 . 

我 们 首先 来 查 明 直接 从 费 曼 图 推出 的 积分 中 出 现 发 散 的 本 质 . 通过 计算 
积分 中 出 现 的 虚 的 思维 动量 的 宕 次 可 以 相当 大 地 有 助 于 这 个 问题 的 解决 

我 们 来 考虑 一 个 n 阶 的 图 ( 即 包 含 n 个 顶 角 的 图 ), 它 有 Ne 条 外 电子 线 
和 Ny 条 外 光子 线 ; Ne 为 偶 的 , 并 且 电子 线 构成 SN 个 连续 串 , 每 个 串 的 起 点 
与 终点 都 是 自由 端 . 在 每 个 这 种 串 中 , 内 电子 线 的 数目 比 其 中 顶 角 的 数目 少 一 
个 ; 因此 图 中 内 电子 线 的 总 数 为 








n ~— Ne/2. 


每 个 顶 角 出 来 一 条 光子 线 ; 在 N 个 硕 角 是 外 光子 线 , 其 余 n 一 和 Ny 个 顶 角 是 内 
光子 线 . 由 于 每 条 内 光子 线 连接 两 个 顶 角 , 这 种 线 的 总 数 为 





(n — Ny)/2. 
每 条 内 光子 线 与 一 个 因子 D(k) 相 联 系 , 它 包含 & 的 短 次 为 -2. 每 条 内 电子 


线 与 一 个 因子 G(p) 相 联系 , 它 包 含 p 的 短 次 为 -1 ( 当 严 > m? 时 ) 因此 在 图 
的 分 母 中 四 维 动量 的 总 宕 次 为 


2n — Ne/2— Ny. 


图 中 积分 (对 dp 或 dsk) 的 数目 等 于 内 线 的 数目 减 去 加 在 虚 动量 的 附加 
条 件 (n 个 在 顶 角 的 守恒 定律 ,1 与 图 的 自由 端的 动量 相 联系 ) 的 数目 (n 一 1). 
乘 以 4, 我 们 得 到 对 所 有 四 维 动量 分 量 积分 的 数目 为 








2(n ~ Ns — N, +2). 
最 后 , 积分 的 数目 与 被 积 函数 分 母 的 动量 宪 次 之 差 ” 为 
r=4—3/2N。— N;,. (112.1) 
顺便 指出 , 这 个 数目 与 图 的 阶 ”无 关 . 
对 这 个 图 整个 来 说 , 条 件 > < 0 一 般 不 足以 保证 积分 收敛 : 必须 要 求 对 于 
从 图 中 可 以 取出 的 内 部 部 分 所 对 应 的 数 ” 也 是 负 的 . 有 > 0 的 部 分 的 存在 


就 有 发 散 , 尽管 图 中 的 其 它 积分 将 收敛 得 “和 留 有 余地 ”. 然而 , 条 件 ” < 0 足以 
保证 最 简单 的 图 收敛 , 其 中 n= Ne + Ar 并 且 只 有 一 个 对 dp 的 积分 . 
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- 如 果 r+ 之 0, 则 积分 总 是 发 散 的 . 如 果 > 是 偶数 其 发 散 的 阶 至 少 是 x, 如 果 
r 是 奇数 则 发 散 的 阶 至 少 是 7 一 1; 后 一 情形 减 1 是 由 于 对 奇数 个 四 维 矢 量 乘 
积 的 所 有 四 维 空间 的 积分 为 零 . 假如 有 mm > 0 的 内 部 部 分 存在 , 则 发 散 的 阶 可 
能 更 高 . 
因为 Ne 与 Ny 为 正 整 数 , 由 (112.1) 式 我 们 看 到 , 只 存在 少数 对 的 Ne 与 Ny 
值 使 得 + > 0. 每 个 这 种 类 型 最 简单 的 图 都 可 以 列举 出 来 , 略 去 Ne = Ny=0 
(真空 圈 ) 情形 和 Ne = 0, Ny = 1 (真空 流 的 平均 值 ) 情形 , 由 于 它们 没有 物理 
意义 并 且 对 应 的 图 应 该 丢掉 , 如 $103 中 所 表明 的 . 一 下 的 情形 只 是 : 


上 了 (112.2) 


7 一 0 7 一 0 
在 (a) 中 发 散 是 二 次 方 的 ; 所 有 其 它 情形 (r = 0 与 = 1) 发 散 是 对 数 的 . 
图 (112.2q) 是 对 顶 角 算 符 的 第 一 级 修正 . 它 必 须 满 足 条 件 (110.19), 这 里 
我 们 将 此 条 件 写成 





Zp) A (p,p;0)up) =0， 当 =m (112.3) 
其 中 
A = TH yh. (112.4) 
设 (pz,pi;) 为 直接 从 图 中 推出 的 费 曼 积分 . 这 个 积分 是 对 数 发 散 的 ， 
本 身 并 不 满足 条 件 (112.3), 但 是 我 们 可 以 通过 取 下 面 的 差 得 到 一 个 满足 这 个 
条 件 的 量 





A (pospi;k) = A (pas pi k) — [A (pi pi; 0)]pa m2. (112.5) 


在 有 (po,pi;k) 中 领头 的 发 散 项 通过 将 被 积 函 数 中 虚 光 子 四 维 动量 f 取 为 任 
意 大 来 得 到 . 这 就 是 @ 





YF OF df 
二 / [EEE 
@ 积分 的 完全 表示 在 (117.2) 式 中 给 出 . 
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并 与 外 线 的 四 维 动量 无 关 . 因此 在 差 (112.5) 中 发 散 互 相抵 消 , 留 下 一 个 有 限 
的 量 . 这 种 通过 减 除 来 去 掉 发 散 的 步骤 称 为 积分 的 正规 化 . 

必须 强调 指出 , 积分 不 (p2,p1;) 可 以 通过 单 次 减 除 正规 化 , 是 因为 这 里 
发 散 只 是 对 数 的 , 即 是 最 弱 的 . 假如 积分 包含 各 种 阶 的 发 散 , 那么 = 0 的 单 
次 减 除 可 能 不 足以 消除 所 有 的 发 散 项 . 

当 Pa 的 一 级 修正 ( 即 4* 展开 式 的 第 一 项 ) 已 被 确定 , 电子 传播 子 (图 
(112.2a)) 的 一 级 修正 就 可 以 用 沃 德 恒等式 (108.8) 来 计算 , 它 也 可 写成 如 下 形 
式 








OM(p) _ 
Op 
其 中 以 质量 算 符 M 替代 9, 并 以 hr 替代 Po. 这 个 方程 将 用 如 下 边 条 件 积分 


—A*(p, p; 0), (112.6) 


Hp)M(p)u(p) =0, p= m, (112.7) 


此 式 由 (110.20) 式 得 出 . 
最 后 , 为 计算 极 化 算 符 展开 的 第 一 项 , 我 们 应 用 恒等式 (108.14), 该 式 在 对 
两 对 指标 收缩 后 给 出 








3 2P 








I BOR 
这 是 标量 函数 PP = Pt 与 9 = 9 修之 间 的 一 个 关系 式 . 这 两 个 函数 都 只 依赖 
于 标量 变量 友 ， 于 是 我 们 有 
212P" (KY) + PA) = 全 Pi)， (112.8) 


其 中 的 撤 表示 对 局 的 微 高 . 加 上 条 件 P'(0) = 0, 此 方程 表明 
P(0) = 0. (112.9) 


在 微 扰 论 的 第 一 级 近似 , P(i2) 由 图 (112.2e) 给 出 , 其 自由 端的 四 维 动量 
为 k, k, 0, 0. 相应 的 费 曼 积分 5(52) 对 数 发 散 , 并 可 通过 单 次 减 除 正规 化 , 用 
条 件 (112.9): 
9(k?) = 9(k?) ~ 9(0). 


于 是 通过 解 方程 (112.8) 可 求 出 P(i2), 取 边 条 件 为 P(0) = 0, P'(0) = 

在 微 扰 论 的 下 一 级 近似 , 对 顶 角 算 符 42) 的 修正 由 图 (106.10, (cj-() 确 
定 . 不 可 约 图 (d)-(f) 采用 类 似 的 积分 正规 化 方法 计算 , 用 到 如 在 (112.5) 中 
用 过 的 单 次 减 除 , 采用 与 计算 第 一 级 近似 修正 49) 同样 的 方法 . 在 可 约 图 中 ， 
低 阶 的 肉 自 能 和 项 角 部 分 直接 换 成 已 知 的 (已 正规 化 的 ) 一 级 近似 量 (P0， 
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AM 中 ,A 如 ), 然后 , 得 到 的 积分 再 一 次 按照 (112.5) 式 正 规 化 .@ 于 是 修正 PO) 
与 M3 可 以 由 (112.6) 与 (112.8) 来 计算 . 

这 个 系统 的 方法 在 原则 上 将 使 我 们 能 够 对 量 PP, M 与 4 在 微 扰 论 的 任 
何 一 级 近似 推出 有 限 的 值 . 因此 计算 用 包含 量 刀 , M 与 4 的 图 作为 组 成 部 分 
的 物理 散射 过 程 的 振幅 变 为 可 能 . 

因此 , 在 $111 推出 的 物理 条 件 足 以 对 理论 中 出 现 的 所 有 费 曼 图 作 明 确 的 
正规 化 . 这 个 性 质 绝对 不 是 量子 电动 力学 的 一 个 平凡 性 质 ,我 们 将 其 称 为 可 重 
正 性 .® 

然而 , 在 辐射 修正 的 实际 计算 中 , 以 上 方法 可 能 不 是 最 简单 、 最 合理 的 . 
特别 是 , 在 第 十 二 章 我 们 将 看 到 , 一 种 方便 的 处 理 方法 可 以 从 计算 相应 量 的 虚 
部 出 发 ; 它们 由 不 包含 发 散 的 积分 给 出 . 于 是 这 些 量 本 身 可 利用 色散 关系 用 解 
析 延 拓 求 出 . 因此 有 可 能 避免 在 通过 减 除 直接 正规 化 中 需要 的 元 长 计算 . 


























钙 在 更 高 级 近似 的 图 中 ,“ 四 条 尾巴 ”的 部 分 9 可 能 也 必须 用 已 正规 化 的 值 代替 . 

@ 量子 电动 力学 中 重 正 化 的 另 一 种 途径 由 H. H. Boronio6os 与 I. B. INxpkos 
给 出 , 见 H. H. Boroni1 60B, 1. B. IHapkos, BBeneHUe B TeopHIO KBaHTOBaHHEIX LIONCHN. 
— M.: Hayrxa, 1984. 








第 十 二 章 
辐射 修正 





§113 极 化 算 符 的 计算 


现在 来 进行 辐射 修正 的 实际 计算 , 我们 从 极 化 算 符 的 计算 开始 (J. Schwinger， 
1949; R. P. Feynman, 1949). 在 微 扰 论 的 一 级 近似 , 这 由 下 图 中 的 圈 图 给 出 


i | (113.1) 


如 已 经 阐明 的 , 如 果 我 们 先 计 算 所 要 求 的 函数 的 虚 部 , 这 个 问题 就 变 得 更 
容易 处 理 了 . 而 这 最 方便 的 是 用 么 正 性 关系 来 做 . 虚 光 子 线 被 看 成 为 对 应 于 虚 
拟 的 “ 实 ” 粒 子 , 一 个 质量 为 M? = 邮 的 矢量 玻 色 子 , 它 与 电子 的 作用 方式 如 
同 光子 一 样 . 于 是 (113.1) 就 变 成 一 个 “ 实 ” 过程 的 图 , 因此 可 以 应 用 么 正 性 条 
件 . 

我 们 将 (113.1) 看 成 为 一 个 给 出 玻 色 子 通过 衰变 为 电子 - 正 电子 对 再 变 到 
其 自身 (5S 矩阵 的 对 角 元 ) 的 振幅 的 费 曼 图 . 图 中 有 又 号 的 两 点 表明 在 该 处 分 
成 两 部 分 以 便 表 示 出 应 用 么 正 性 关系 的 中 间 态 . 这 个 态 包含 一 个 四 维 动量 为 
2- =p 的 电子 和 一 个 四 维 动量 为 p+ = 一 (p 一 的 正 电 子 . 

对 初 态 与 终 态 重 合 的 情形 , 由 两 粒子 中 间 态 的 么 正 性 关系 (71.4) 给 出 

2Im Msi; = aa 》， f lualao. (113.2) 


Polar . 
这 里 的 振幅 Miz, 可 由 (113.1) 式 得 出 为 

iP 必 
4 





iM'i; = V4rensV4rer (113.3) 
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其 中 er 为 玻 色 子 极 化 四 矢 , 按照 (14.13) 式 , 它 满足 方程 
epk* = 0. 


振幅 Mi 对 应 玻 色 子 衰 变 为 电子 - 正 电子 对 的 图 : 


对 应 的 表示 式 为 
Moni = —eVAnenst, I = Hp) Yup+)- (113.4) 
将 (113.3) 与 (113.4) 代入 (113.2) 式 给 出 


六 vy e -Hh lk 
2ej,evIm PY = 》 fz I” ehevdo. (113.5) 
polar 











其 中 p=p- = 一 p+ 与 a=ej4 十 e- 二 2e4 分 别 为 电子 对 在 其 质心 系 中 的 动量 
与 总 能 景 ; 积分 对 p 的 方向 进行 , 而 求 和 对 两 个 粒子 的 极 化 进行 . 
现在 我 们 将 (113.5) 式 的 两 边 对 坡 色 子 的 极 化 求 平均 ， 这 可 利用 公式 


(14.15) 来 完成 : 
a kky 
Epev a 一 了 Guv a 


因为 张 量 Pr 与 矢量 j+ 是 机 的 ( 即 Pr = 0, jr 二 0), 作为 其 结果 , 我 们 
有 














1 
2ImP = 四 / (jj*)qo. (113.6) 
其 中 Pk = 3P. 
对 极 化 的 求 和 用 通常 的 方式 进行 , 对 do 的 积分 简化 为 乘 以 4r, 于 是 
2ImP = eelt YIP + MY (P+ —m) = 一 6 2 (DLP- + 2m2). 

借助 于 变量 

t=—k = (pr +p ) = 2(m’ 十 pHD-)， (113.7) 
我 们 有 


e222=t, p=t/4-m, 
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这 样 我 们 最 后 得 到 


2 
Im P(t) = 一 去 (t+ 2m2), t > 402. (113.8) 


3 t 
t 二 4m? 为 由 一 个 虚 光 子 产 生 电 子 - 正 电子 对 的 阔 值 (参见 $111 的 注解 ); 

在 所 考虑 的 近似 (~ e2) 下 , 单个 对 的 态 是 在 么 正 性 条 件 (113.2) 下 唯一 能 够 出 

现 的 中 间 态 . 所 以 , 在 此 近似 下 , (113.2) 的 右边 对 上 < 4m? 为 零 , 因此 




















ImP(t) =0, t < 4m?. (113.9) 


由 于 同样 的 原因 , 在 此 近似 下 , 函数 P( 在 复 上 平面 上 的 割 线 只 是 从 
t 二 4m? 开始 沿 实 轴 拓 展 , 并 且 这 个 点 必定 是 色散 积分 (111.13) 的 下 限 . 因此 


> dt ft — 4m? t! + 2rn2 
= es l 113.10 
Ps 3r Jmzt—t—i0 可 t2 ( ) 


在 此 表示 式 中 用 变量 上 来 奉 代 变量 土 是 方便 的 , 其 定义 如 下 : 








t/m? = 一 (1 一 名 2/6. (113.11) 


这 个 变换 将 t 的 上 半 平 面 映射 为 € 的 上 半 平 面 上 的 一 个 单位 半径 的 半 图 , 如 
图 19 所 示 , 其 中 两 个 平 画 上 对 应 的 线段 用 类 似 的 标志 标记 . 


图 19 


图 中 半圆 上 = ei?, 0 < wp < x 对 应 于 非 物理 区 0 < tm? < 4. 实 轴 上 左边 
与 右边 的 半径 对 应 于 物理 区 上 < 0, t/m? > 4. 
计算 (113.10) 式 中 积分 的 最 简单 方法 是 作 代 换 


ti/(4m2) = 1/(1 一 zz2)， 
我 们 先 取 上 < 0 情形 (因此 分 母 在 积分 范围 内 不 消失 , 且 虚 部 i0 可 上 略 去 ). 用 变 
量 表示 , 积分 的 结果 为 


PO= {+ 3 (e+E)+ (人 me} (113.12) 
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此 公式 的 解析 延 折 还 给 出 在 上 > 4m? 范围 的 函数 P(); 这 可 通过 取 & = |8leir 
来 完成 (并 有 旦 其 对 数 给 出 对 虚 部 的 贡献 : ne = int 十 in).@ 对 于 非 物 理 区 , 我 
们 必须 取 & = ci?, 于 是 





P(t) = 2 {Ds sin? 一 2 十 (1+2sin? $) peot 4 《 3 = sin? 
(113.13) 
在 小 的 极限 ( 即 & 一 1), 这 些 公式 变 成 
全 二 -全 国志 dm?. (113.14) 
在 相反 的 大 | 的 极限 ( 即 £ 一 0), 我 们 有 
一 元 乓 je -t > 4m2， 
P(t) = a (113.15) 


去; a 志 -i")， t SB 4m2. 
按照 微 扰 论 的 含义 , 如 果 P/4r <& Dr-I = t/4n, 则 这 些 公式 成 立 ， 因 此 
(113.15) 式 可 以 应 用 的 条 件 为 


总 ep (113.16) 


包含 aIn(|/m) 的 辐射 修正 称 为 对 数 修正 . 
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我 们 将 以 上 推出 的 公式 应 用 于 库仑 定律 的 辐射 修正 问题 . 这 些 修正 可 以 
直观 地 描述 为 是 由 于 点 电荷 周围 的 真空 极 化 而 产生 的 . 

如 果 忽略 修正 , 固定 中 心 (有 电荷 e1) 的 场 由 库仑 标 势 $= 4 = ex/r 给 
出 . 其 三 维 傅 里 时 展开 的 分 量 为 








G(k) = A (k) = 4rer/k?. 


在 将 辐射 修正 包括 进来 时 , 这 个 场 可 用 “有 效 场 ”代替 


Pr 


€ € € € 1 已 
A = A +Do A = A +PDAY (114.1) 


包 这 样 得 到 的 解析 延 拓 , 如 应 该 的 那样 ,是 割 线 上 边界 的 延 拓 , 因为 平面 上 的 半 
圆 对 应 t+ 的 上 半 平 面 . 
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(参见 (103.15) 式 ). 第 二 项 给 出 我 们 要 求解 的 标 势 的 改变 . 在 对 (2) 微 扰 论 
的 一 级 近似 , 我 们 必须 取 $113 推出 的 表示 式 , 并 将 DP(k?) 用 零 级 近似 代替 : 





Dk?) DK?) = 一 4r/R2. 
于 是 对 势 的 辐射 修正 为 
ny (114.2) 
为 了 确定 这 个 修正 在 坐标 表象 中 的 表示 , 我 们 必须 作 逆 健 里 叶 变 换 : 
388(r) = / oA) (114.3) 


由 于 65(k) 只 是 t= 一 k? 的 函数 , 对 角度 的 积分 给 





i sin(rv—t 1 3 i 
58(7) -zh SG(t) I )ar 1) = mm |/ S58(—y)ei Vydy 


在 最 后 的 变换 中 , 我 们 用 到 被 积 函数 是 y = vV-t 的 偶 函 数 这 个 事实 . 积分 回 
路 可 以 被 移 到 y 的 上 半 平 面 , 并 使 之 与 函数 全 ( 玉 ) 的 割 线 一 致 (图 20). 


地 


2im 


图 20 


这 条 制 线 从 点 2im 开始 沿 虚 轴 向 上 延伸 , 物理 叶 对 应 这 条 制 线 的 左边 . 将 y 换 
成 新 的 变量 , y = iz, 我 们 得 到 


1 


68(7) = 元 于 


Imn5g(z2)e-rzzdz. 
2m 


最 后 , 回 到 对 t = z? 的 积分 , 我 们 有 


1 /me 有 
二 一 一 t. 
69(n) = 7 | Im 8 8(t)e-"vid (114.4) 
虚 部 
Im 8 8(t) = -Im P(t) 
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取 自 (113.8) 式 , 并 在 作 明 显 的 变量 变换 后 , 我 们 有 
$(r) = = + S68(7) = { 区 广 eamre @ 十 翅 ) We rc (114.5) 


37 2C2 





(E. A. Uehling, R. Serber, 1935). 
这 个 积分 可 以 在 两 个 极限 情形 计算 . 我 们 先 到 小 7 的 极限 (mr < 1), 将 
括号 中 的 第 一 项 的 积分 分 成 两 部 分 : 


i A i dc = fF: “eet .dC 三 五 二 了], 


其 中 选取 C1 使 得 1/mr > G1 交工. 结果 ， 在 第 一 个 积分 中 我 们 可 以 取 ”= 0， 
此 
C1 人 
2 Im261 一 工 . 
1 
另 一 方面 , 在 五 中 ,可 以 从 C2 一 1 1 咯 去 : 


Lb | 和 一 一 na .em7el 十 2mr / er-2mrelnCdC. 
¢ 


1 1 











在 指数 及 积分 的 下 限 中 , 允许 取 4 = 0. 于 是 , 做 变量 变换 2mr6 = zz 后 , 我 们 
有 
1 一 — ln(20) +ln +/ e ”inzdz= — ln(201) 十 了 二 0, 
0 


其 中 C = 0.577.… 为 欧 拉 常数 . 
在 (114.5) 式 第 二 项 的 积分 中 , 我 们 可 以 直接 取 7 = 0: 





























~ 
We 
将 这 三 个 积分 相 加 后 , G 消失 , 留 下 
2 1 5 1 
5(r) = 了 LE 人 人 引 | 区 汪 。 (114.6) 


当 mr > 1 时 , 在 积分 中 范围 (一 1 ~ 1/mr 之 1 是 重要 的 . 作 变 量变 换 
C 二 1 十 &, 所 用 的 变换 将 其 简化 为 


"fe Ge 一 2m76 . 5V55d = BF CR 
因此 , 在 此 情形 , 








$(7) = 2 ed > 上 114.7 
一 了 + "Tm 人 

外 在 55(r) 中 因子 e-?m" 的 来 源 从 初始 积分 (114.4) 的 形式 看 是 很 明显 的 : 当 ~ 大 
时 , 重要 的 :上 值 在 靠近 积分 下 限 处 , 因此 指数 由 函数 856(t) 的 第 一 个 奇 点 位 置 决 定 . 
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我 们 看 到 , 真空 极 化 改变 了 一 个 点 电荷 在 "~ 1/m (= 有 /mce) 区 域 的 库仑 
场 , 其 中 m 为 电子 质量 . 而 在 此 区 域外 面 ; 场 的 变化 则 随 距离 指数 减 小 . 

可 以 作 一 个 更 为 普遍 的 评论 . 迄今 为 止 , 我 们 隐 含 地 假设 辐射 修正 是 由 于 
光子 场 与 电子 - 正 电子 场 之 间 的 相互 作用 产生 的 . 因此 ， 我 们 通过 将 兴 子 自 能 
图 中 的 办 部 闭合 圈 与 电子 相 结合 , 考虑 了 光子 与 “电子 真空 ”的 相互 作用 . 但 
是 , 光子 还 与 其 它 粒 子 的 场 有 相互 作用 ; 和 这 些 场 的 “真空 ”的 作用 可 用 类 似 
的 自 能 图 描述 , 其 中 内 部 圈 与 相应 的 粒子 相 联 系 . 这 些 图 的 贡献 在 数量 级 上 与 
电子 图 的 贡献 相差 若干 个 me/m 因子 , 其 中 mm 为 该 粒子 的 质量 而 me 为 电子 
质量 . 

质量 与 电子 质量 最 接近 的 粒子 是 了 4 子 与 7 介子. 比值 mef/my 与 mef/mx 
接近 于 a. 因此 , 由 这 些 粒子 产生 的 辐射 修正 必须 和 更 高 级 的 电子 修正 一 起 考 
虑 . 对 子 , 辐射 修正 原则 上 可 以 用 现 有 的 理论 计算 ,但 是 对 x 介子 (有 强 相互 
作用 的 粒子 ) 则 不 可 能 . 

这 个 情形 给 现 有 的 量子 电动 力学 中 特殊 效应 的 精确 计算 加 上 了 基本 的 限 
制 . 单单 由 光子 -电子 相互 作用 的 任意 高 阶 的 修正 将 会 是 对 所 达到 的 精确 性 
的 不 合理 的 夸张 . 

本 节 讨 论 的 对 库仑 定律 的 辐射 修正 , 如 我 们 看 到 的 , 甚至 在 + < 1/m。 距 
离 也 是 正确 的 . 现在 我 们 要 加 上 一 句 话 , 所 得 到 的 公式 在 7 < 1/my (或 1/mx) 
距离 不 再 成 立 , 这 时 其 它 粒 子 的 真空 极 化 变 得 也 很 重要 了 . 
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在 由 图 ((113.1) 中 的 圈 图 ) 的 直接 计算 中 , 极 化 算 符 在 微 扰 论 一 级 近似 由 
如 下 积分 给 出 





































































































4 
a 】 erGCJyrGO -NE (115.1) 
然而 , 这 个 积分 是 对 整个 四 维 p 空间 进行 的 , 并 且 是 平方 发 散 的 , 为 了 得 到 有 
限 的 结果 必须 用 $112 中 描述 的 步骤 对 这 个 积分 进行 正规 化 . 
这 里 我 们 不 再 给 出 完整 的 推导 , 但 是 要 表明 如 何 用 积分 (115.1) 来 计算 极 
化 算 符 的 虚 部 ( 它 在 8113 已 经 用 么 正 性 条 件 确定 ); 这 个 推导 包含 一 系列 有 局 
发 意义 的 东西 . 
积分 (115.1) 的 虚 部 并 不 发 散 因 此 不 需要 正规 化 ， 对 标量 函数 InP = 
3Im Py 我 们 有 


























2 yt yp + yk 
mp = Im { 4me try* (yp 十 mmu(3P 十 ?8 十 7) do 上 


3 pm +iolp — KF — m+ io 
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在 计算 阵 迹 后 , 我 们 得 到 


ip(p)d’p 
p22— m+i0)[(p—k)2—m+io) 





ImP(k?) = Im 
| ( (115.2) 


2 
plp) = 35 (2m2 + pk —p) 
设 2 > 0. 我 们 将 采用 一 个 参考 系 , 其 中 尼 = (ko,0) 并 且 
(p—k): = (po — ko): —p*. 


还 采用 标记 < = V(p 十 m2) (这 不 是 虚 电 子 po 的 “能 量 ”), 我 们 可 将 (115.2) 
式 写 成 如 下 形式 


ip(po, p) 
Im P(k?) =m /ap f es 
ee 一 562 十 i0 一 Ko)2 一 52 十 i0 
(po )[(po 0) ] (115.3) 


2e2 
yp(po, Pp) = gsm + e+ poko — p6). 


这 个 被 积 函数 在 po 的 如 下 四 个 值 有 极点 : 


a) po 一 < 一 i0， a’) po = —é + i0, 
b) po = ko — e+ i0, 0)po= kot+e—i0. 


图 21 表示 出 这 些 极点 的 位 置 ; 我 们 将 取 ho > 0 的 特殊 情形 , 但 是 最 终 的 
答案 只 依赖 于 局 , 而 不 依赖 于 ko 的 符号 . 


SR 
” 
Ed 





一 一 


图 21 


我 们 可 以 计算 函数 P(t) 在 整个 上 = 局 二 甩 的 复 平面 上 割 线 或 等 价 地 在 ko 平 
面 的 实 轴 上 的 跳跃 . P(t) 的 实 部 在 割 线 处 是 连续 的 , 因此 跳跃 为 


AP 从 = 2iIm P(t). (115.4) 


首先 , 我 们 将 表明 制 线 的 位 置 可 以 从 积分 的 形式 来 确定 . 我 们 用 IT(p, ko) 
标记 (115.3) 式 中 的 内 积分 (对 dpo). 只 要 图 21 中 的 上 面 与 下 面 的 极点 相隔 有 
限 的 距离 , 对 dpo 的 积分 路 径 就 可 以 取 成 远离 极点 的 , 如 图 中 虚线 所 示 . 因此 ， 





- 
: 
: 
7 
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很 明显 , 在 此 情形 , 积分 T(p, ko) 在 极点 5 与 分 别离 开 实 轴 作 向 上 或 向 下 无 
限 小 运动 时 不 改变 , 即 在 变化 ho 一 ho 土 6, 5 一 0 下 不 改变 . 换 铝 话说 , 在 i 
从 上 面 或 从 下 面 趋 近 于 其 实 值 时 ,7(p, ko) 的 值 是 同样 的 , 因此 它 对 跳跃 AP 
没有 贡献 . 与 此 不 同 的 情形 只 有 当 两 个 极点 ( 当 ko > 0 它们 可 以 是 a 与 路 精 
确 地 一 个 紧 靠 着 另 一 个 , 因而 积分 回路 “ 夹 ” 在 它们 之 间 并 且 不 可 能 分 开 很 
大 距离 . 因而 只 有 当 条 件 加 一 ==e 即 加 =2c=2V(55 二 Ti] 在 对 dsp 积分 
的 某 个 区 域 被 满足 时 , 才 有 跳跃 AP 关 0. 为 做 到 这 一 点 , 很 明显 我 们 必须 有 
ko > 2m, BP t > 4m2.© 
积分 T(p, ko) 可 以 写成 如 下 形式 
ip(po, Pp)dpo 

I(p, ko) = | (115.5) 
分 母 中 略 去 i0 项 并 将 积分 回路 C 作 相 应 的 改变 , 如 图 22 所 示 . 我 们 看 到 , 跳 
跃 AP(t) 是 由 于 不 可 能 从 极点 a 出 发 引出 一 条 回路 ( 当 它 夹 在 a 与 6 之 间 时 ). 
因此 回路 C 由 0 代替 , 后 者 在 a 的 下 面 通过 , 并 加 上 一 个 以 a 为 心 的 小 圆 
C". 于 是 C' 总 可 以 毫 无 困难 地 从 极点 移 走 , 因此 沿 着 它 的 积分 仅 对 P(t) 的 
正规 部 分 有 贡献 . 为 了 确定 所 要 求 的 跳跃 , 我 们 只 需要 考虑 沿 小 圆 C" 的 积分 ， 
而 这 个 积分 可 以 通过 计算 在 极点 a 的 留 数 来 做 . 此 计算 可 通过 在 被 积 函数 中 
作 如 下 代 换 来 完成 




















一 一 2ri8(pz 一 <2) (115.6) 
PE—e2 tn 


采用 负 号 是 由 于 绕 这 个 极点 的 圆 是 沿 负 方向 行进 的 . 在 8 函数 的 宗 量 中 , 只 
用 到 po = +e 这 一 个 零点 (极点 是 a 而 不 是 a 人 ); 假如 我 们 约定 只 对 动量 四 维 
空间 的 一 半 (po > 0) 积分 , 那么 这 一 点 将 会 自动 做 到 . 

在 作 代 换 (115.6) 后 , 积分 IT(p, ko) 的 跳跃 可 以 直接 计算 : 





AT = {I(p, ko 十 i8) 人 了 (P， Ko 一 i8)}s ,+o = —27i 


1 1 
2 _ 2; Se er rt rl 
x i S(po E )ip(po, D) (ko — po)? | e2 十 8 (ko 一 po)2 22 二 后 


dpo. 
由 于 方程 
1 三 1 ; 2 
(ko 一 po)2 一 s2 士 这 人 一 Do)2 一 < imol(tg = Po) = 人 |] 
@ 可 以 类 似 地 证 明 , 当 t=k? < 0 时 ,没有 割 线 .在 一 个 参考 系 , 其 中 = (0,), 我 们 
发 现 被 积 函 数 的 极点 在 
po = 土 (e —i0)， po 一 士 (V (Pp — k)? + m2? — i0). 
两 个 下 面 的 极点 总 在 po 的 右 半 平面 , 而 两 个 上 面 的 极点 在 左 半 平 面 ,所 以 没有 一 对 是 
可 以 垂直 一 线 排 列 的 . 
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( 见 (113.3)), 我 们 有 
AT = i(2ni)? [ S(pd — e2)8[(ko — po)? ~ ep(po, p)dpo. 


8 函数 的 宗 量 可 以 通过 加 减 p? 改写 为 不 变形 式 : 








PE = —m, (ko—po): —e? = (kp) — m2. 
于 是 , 最 后 我 们 得 到 
AP(k2) = im / d4p .ep(p)3(p2 一 mm2)8[(p — k)? — m3. (115.7) 
po>0 


由 于 6 函数 , 此 积分 实际 上 只 对 如 下 超 平 面 
P=m, 人 一 人 2 一 mm2 (115.8) 


的 相交 区 域 进行 . 因为 在 此 区 域 所 有 的 四 维 矢 量 p 都 是 类 时 的 , 对 po > 0 积 
分 的 条 件 是 不 变 的 ( 光 锥 岂 = mm2 的 上 内 区 域 ). 
现 将 (115.7) 与 原始 公式 (115.2) 作 一 比较 . 我 们 看 到 函数 P(t) 在 t 平 面 
的 割 线 上 的 跳跃 可 以 得 出 , 如 果 在 原始 的 费 曼 积分 中 作 如 下 代 换 
1 
22 一 m2 十 i0 
在 传播 子 中 , 它 对 应 费 曼 图 (113.1) 中 相交 的 圈 线 (S. Mandelstam, 1958; R. E. 
Cutkosky, 1960). 
条 件 (115.8) 选择 的 动量 空间 区 域 , 其 中 费 曼 图 中 的 虚 粒 子 线 对 应 于 实 粒 
子 (因此 , 四 维 动量 p 与 p 一 说 成 是 在 质量 表面 上 ). 这 里 我 们 清楚 地 看 出 它 
与 么 正 性 关系 方法 的 联系 , 在 后 一 方法 中 这 些 线 换 成 了 中 间 态 实 粒子 线 ， 
我 们 还 观察 到 图 中 虚 部 不 发 散 的 数学 原因 : 积分 是 对 质量 表面 的 有 限 区 
域 进行 的 , 而 不 像 原来 费 曼 积分 那样 是 对 整个 无 限 的 四 维 空间 进行 的 . 
为 了 从 (115.7) 式 推出 $113 中 得 到 的 公式 , 我 们 回 到 = 0 的 参考 系 并 对 





一 一 27i8(p2 — mm?) (115.9) 














= |plededpodo. 
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积分 这 个 积分 去 掉 了 8 函数 , 由 于 
8(p? —m?)dpo = 一 c)dpo 一 Td(po 一 sjdp 
因此 


61(p — kk) — m2]de = 6[(po — ko)? — e?]de 
= 6(—2eko + ki)de 一 A 
2ko 


i Se 2 
AP 人 = - 世 / 人 和 yp(e, p)do, (115.10) 


其 中 t= 及 二 甩 , 而 v9 的 取 值 , 由 于 


胃 . 目 
结果 是 








po=e=ho/2, p=e -m= /4-m’, 
也 就 是 
e2 
3n3 
并 与 角度 无 关 . 对 do 积分 简化 为 乘 以 4r, 于 是 我 们 回 到 (113.8) 式 . 

在 前 面 的 推导 中 , 唯一 的 关键 点 是 通过 切割 不 多 于 两 条 的 线 来 将 图 分 为 
两 个 部 分 . 因此 费 曼 规则 对 任何 由 两 条 (电子 或 光子 ) 线 连 接 的 两 部 分 组 成 的 
图 保持 有 效 . 于 是 通过 代 换 (115.9) 计算 的 积分 给 出 对 图 虚 部 的 贡献 , 这 是 由 
(在 乏 正 性 关系 方法 中 ) 对 应 的 两 粒子 中 间 态 产生 的 . 
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我 们 来 研究 两 条 电子 线 为 外 线 而 光子 线 为 内 线 的 情形 的 顶 角 算 符 T+ = 
TH(p2,p1;). 外 电子 线 对 应 因子 wi = ui) 与 到 = 二 pa) 因此 二 在 费 受 图 的 
表示 式 中 是 作为 如 下 乘积 出 现 的 : 


wl,p) = 元 了 (2707 + 




















jh; = Tu， (116.1) 


如 在 §111 中 已 经 指出 的 , 这 是 包含 辐射 修正 的 电子 跃迁 流 . 相对 论 不 变性 与 
规范 不 变性 条 件 使 我 们 能 够 确定 这 个 流 普 遍 的 矩阵 结构 . 

电磁 相互 作用 算 符 他 = e(O4 是 一 个 真 标量 (不 是 腹 标 量 ), 这 与 在 此 相 
互 作用 中 宇 称 守 恒 相 一 致 . 因此 , 跃迁 流 j7 是 一 个 真 四 维 矢 量 (不 是 尾 矢 量 )， 
而 因此 只 能 用 另外 的 由 两 个 四 维 矢量 pi 与 pz (k = pz 一 pi 是 第 三 个 ) 和 双 旋 
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量 wi 与 ww 构成 的 真 四 维 矢 量 来 表示 . 有 三 个 独立 的 这 类 对 元 > 与 ul 双 线 性 
的 四 维 矢量 : 




















UYU (Uau)p, (Uoui)p2, 


或 , 等 价 地 ， 
U2YU1, (Ur )D, (Uo)k, (116.2) 


其 中 呈 = pi ++pz. 规范 不 变性 条 件 要 求 跃迁 流 应 该 对 光子 四 维 矢量 大 是 横 的 ; 
Jrik = 0. (116.3) 


(116.2) 式 中 前 两 个 四 维 矢量 是 满足 这 个 条 件 的 , 分 别 是 因为 狄 拉克 方程 





tp — mu =0, Uz(yp2 —m) = 0， (116.4) 
以 及 Pk = 0. 流 jyi 由 这 两 个 四 维 矢量 的 线性 组 合 给 出 : 
jpi = (Uou) Pr 十 户 (zy 


其 中 刻 与 为 不 变 函 数 , 称 为 电子 的 电磁 形状 因子 ， 
于 四 维 动量 pi 与 po 是 与 自由 电子 相 联 系 的 , 所 以 p? = p2 = m?, 而 且 
由 三 个 四 维 矢量 pi, pa 与 (它们 的 关系 是 天 = p。 一 p1) 我 们 只 能 构成 一 个 独 
立 的 标量 变 景 , 我 们 将 其 取 为 及 . 于 是 形状 因子 就 应 该 是 及 的 函数 . 

流 的 表示 式 还 可 通过 对 两 个 独立 项 的 不 同 选择 写成 另外 的 形式 . 利用 方 
程 (116.4) 和 矩阵 的 对 易 规则 , 我 们 可 以 容易 证 明 














(Uo wi)hy = —2m(Uoy tw) + (Woru) Pr, (116.5) 


其 中 om = 3 一 Ya 以 后 我 们 将 看 到 这 一 项 的 系数 有 重要 的 物理 意 
义 , 于 是 我 们 有 
1 二 ME 一 (oh (116.6) 
其 中 与 9 是 两 个 另外 的 形状 因子 ; 写 出 因子 1/2m 的 原因 以 下 将 另 作 解释 @ 
为 简 清 计 我 们 将 总 用 顶 角 算 符 代替 流 , 但 应 将 其 理解 为 是 放 在 到 与 wi 之 间 
的 . 





为 了 确定 形状 因子 的 性 质 , 我 们 来 考虑 一 个 电子 与 外 场 相 互 作 用 的 费 曼 
图 (110.16). 相应 的 散射 振幅 为 
Myi = ~—ejh Al® (k), (116.7) 


四 为 避免 误解 , 需 加 点 说 明 ,在 定义 (116.6) 中 , 假设 上 是 入 射 到 顶 角 的 光子 线 的 四 
维 动量 ; 对 出 射线 ,第 二 项 的 符号 将 反 号 . 
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其 中 A9 为 等 效 外 场 (考虑 到 真空 极 化 ). 
振幅 (116.7) 描述 了 两 个 反应 道 . 在 散射 道中 , 不 变量 上 的 取 值 使 得 


t=k?=(p2—p1) <0. 


将 po 取 为 p_ 并 将 pi 取 为 -pi, 我 们 就 将 其 变 到 漂 没 道 , 它 对 应 具有 四 维 动 
量 p_ 与 p+ 的 电子 对 产生 . 在 这 个 道中 ， 


t= (p- +p+) > dm?. 
范围 0<t< 4m? 为 非 物理 的 . 
现在 我 们 来 考虑 么 正 性 条 件 (111.12). 在 散射 道 ({ < 0) 中 , 在 此 情形 没 
有 物理 的 中 间 态 : 一 个 自由 电子 是 不 可 能 改变 其 动量 或 产生 任何 其 它 粒 子 的 . 
当然 在 非 物 理 区 也 没有 中 间 态 . 因此 , 当 上 < 4m? 时 , (111.12) 式 的 右边 为 零 ， 
因此 和 矩阵 Typ; (或 等 价 地 ，MP) 是 厄 米 的 : 











交换 初 态 与 终 态 对 应 于 交换 pz 与 pi, 而 因此 的 符号 将 反 号 . 将 Mf; 取 为 
(116.7) 的 形式 , 我 们 有 


AD Kk) = AD (月 . 
由 于 A((-) = A(O*(k), 这 可 由 跃迁 流 和 矩阵 也 是 厄 米 的 得 出 : 
jri= je 当 t< hm. (116.8) 
利用 7 矩阵 的 性 质 (21.7), 我 们 可 以 容易 地 证 明 
(Way) = Ty) (U0 1) = U0 v2). 


于 是 入 和 jy; 的 差别 只 是 将 函数 f(t) 与 g(t) 换 成 它们 的 复 共 轿 , 于 是 由 
(116.8) 得 出 这 些 函 数 是 实 的 . 因此 





Im f(t) = Img(t) =0,， 当 t< 4dm’. (116.9) 


在 漂 没 道 (t > 4m?), 了 态 是 可 以 变 为 有 不 同 动 量 (弹性 散射 ) 的 另 一 电子 
对 或 更 复杂 系统 的 电子 对 的 . 因此 么 正 性 条 件 的 右边 不 是 零 , 矩阵 Myi; (并 因 
此 77) 不 是 厄 米 的 , 所 以 其 形状 因子 是 复 的 . 
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函数 /所 与 g(t) 的 解析 性 质 完全 类 似 于 8111 讨论 的 函数 P(t) 的 解析 性 
质 , 尽管 要 直接 证 明 这 一 点 是 很 困难 的 . 这 些 函 数 在 复 上 平面 沿 正 实 轴 4 > 4m? 
作 割 线 后 是 解析 的 , 并 且 


f° = 710), g(t) = 9g(F). 
将 重 正 化 条 件 (110.19) 应 用 于 顶 角 算 符 (116.6) 导致 要 求 : 
f(0)=1. (116.10) 


为 将 此 条 件 ( 当 由 其 虚 部 计算 /的 ) 自动 包括 进来 , 我 们 必须 将 (111.8) 形式 的 
色散 关系 不 是 应 用 于 函数 f() 而 是 应 用 于 (f 1)/t. 于 是 我 们 得 到 “ 单 次 减 


除 ”的 色散 关系 : es 
m 了 
对 于 形状 因子 9 的 , 没有 任何 值 被 物理 条 件 预先 设 定 . 因此 其 色散 关系 将 
写成 “不 减 除 ” 的 形式 : 


1 /™ ImgG’) ,, 
二 dt . 116.12 
9 地 i ( ) 


9(0) 的 值 有 一 个 重要 的 物理 意义 , 即 它 指定 了 对 电子 磁 矩 的 修正 . 为 看 
出 这 一 点 , 我 们 来 考虑 一 个 非 相 对 论 性 电子 在 空间 几乎 均匀 的 恒定 磁场 中 的 
散射 . 

在 散射 振幅 (116.7) 中 , 依赖 于 形状 因子 g(k?) 的 项 为 



































SMri = 3 98 ) (ao wa Yes AC (KE). (116.13) 


对 于 一 个 纯 的 磁场 ,A(94 = (0, 4); 由 于 这 个 场 时 间 上 是 不 变 的 , 四 维 矢量 
kr 二 (0,k), 而 且 因 为 它 在 空间 上 是 缓慢 变化 的 , k& 是 个 小 量 . 为 了 接 下 来 要 取 
极限 天 一 0, 我 们 已 经 用 (116.13) 中 的 4(% 代 奉 有 效 的 A(. 展开 (116.13) 式 
并 用 三 维 量 表示 , 我 们 求 出 

€ 


SM Pi 一 59( 一 人 ) (Ua Du)ik x Ax, 






































其 中 马 为 矩阵 (21.21). 乘积 ijk x A 换 成 磁场 了 H, 于 是 我 们 可 取 极 限 有 一 0. 
最 后 , 采用 (23.12) 给 出 的 非 相对 论 性 旋 量 振幅 wi, w2: 


Ua = V2m(w20), m= van(W), 


我 们 有 
SMr = 9(0) Hs .2m(w* ow1). (116.14) 
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这 个 表示 式 可 以 与 具有 标量 势 Bi 的 恒定 磁场 中 的 散射 振幅 相 比 较 : 
Mi 一 —e(U2y 1 ) Bk 镶 一 ECG 27m(t02201). 
我 们 看 到 , 在 磁场 中 的 一 个 电子 可 看 成 有 一 个 附加 的 势能 
e 
-9(0)0 ” Hr. 


这 意味 着 电子 有 一 个 “反常 ” 磁 矩 (用 通常 的 单位 ): 





1 = 一 0(0) (116.15) 


加 到 其 “正常 ”的 狄 拉克 磁 矩 eh/2me 上 . 
$117 电子 形状 因子 的 计算 


现在 我 们 继续 进行 电子 形状 因子 的 实际 计算 (J. Schwinger, 1949). 在 微 
扰 论 的 零 级 近似 , 项 角 算 符 T+ = yx, 即 电子 的 形状 因子 为 上 = 1, 9 = 0. 对 此 
形状 因子 的 第 一 级 辐射 修正 由 带 有 两 个 实 外 电子 线 和 一 个 虚 外 光子 线 的 如 下 
顶 角 图 给 出 








(117.1) 





p— —p+ 
我 们 先 来 计算 形状 因子 的 虚 部 . 如 在 $116 已 经 表明 的 , 其 非 零 的 部 分 只 在 漂 
没 道中 (如 > 4m?); 相应 地 , 在 费 曼 图 (117.1) 中 外 电子 线 的 四 维 动量 对 应 于 
产生 一 个 电子 与 一 个 正 电 子 , 并 记 作 m_ 与 -pj. 图 (117.1) 的 解析 表示 为 





ign(p_ Tu(_p4) 
a / GeGO- PP DN Ep+), (117.2) 
或 写成 展开 的 形式 ， 


ipA(p)d4p 
(22 一 7n2)[(p2 一 52) ~ m2]’ 





rH -zr ob = / G17.3) 
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其 中 采用 标记 








2Y OP+FMY OP— YE + mm)Yy 
op) = De (117.4) 
为 简洁 计 , 略 去 了 因子 zp_), u( 一 p4); 必须 将 以 下 方程 的 两 边 理解 为 是 放 在 
这 两 个 因子 之 间 的 . 
费 曼 图 (117.1) 中 的 水 平 虚线 将 图 分 成 了 两 个 部 分 , 使 得 可 以 标明 能 够 通 
过 乏 正 性 条 件 计算 形状 因子 虚 部 的 中 间 态 ， 即 具 有 动量 不 同 于 p_, p+ 的 电 
子 - 正 电 子 对 的 态 . 这 个 交点 还 标明 在 什么 地 方 极点 因子 被 代 换 入 积分 (117.2) 
中 以 便 在 计算 中 采用 规则 (115.9) (在 (117.3) 中 , 这 些 因 子 在 被 积 函 数 中 是 分 
开 的 ). 
(117.3) 中 的 积分 与 (115.2) 有 同样 的 形式 , 因此 我 们 可 以 如 (115.10) 中 那 
样 直 接 写 出 变换 的 结果 : 


2 2 |t— 4dm? 
2~y*Im f(t) 一 zo KvIm g(t) 兰 /wam (117.5) 


其 中 t= 人 2, 积分 对 矢量 p 的 方向 进行 , 而 且 在 函数 gr(p) 的 定义 (117.4) 中 的 
四 维 矢 量 p =p 与 p4 三 k 一 p 变 成 实 (而 不 是 虚 ) 粒子 的 动量 . 表示 式 (117.5) 
与 二 0 的 参考 系 相 联 系 , 即 电子 对 p_, p+ 的 质心 系 (并 因此 是 “中 间 ” 对 


1 1 
p’, 2 的 质心 系 ). 在 此 参考 系 ， 用 二 (ko, 0), PD- 二 (5 ko, Pp-), p+ 二 (53hko, —p-); 
一 (3ko,p), 容易 证 明 




















f2=(p-p) = -2p2(1 一 cosg) = 一 一 ee (1 — cos 0), (117.6) 


其 中 9 为 p 与 p- 间 的 夹 角 (而且 p? =p2). 现 将 (117.4) 代入 (117.5) 并 利用 
(22.6) 式 消去 被 积 函 数 中 的 矩阵 YY…%, 我 们 有 





1 
ym f(t)— mi Kolm g(t) 
e dop 
RN Ce A ea ER —~yk 六 
A a 下 (pFMY OP — YE + m)Y 
i re 1 — cos0) 


+2(yp+ — YY (yp +7), (117.7) 


其 中 的 四 维 矢 量 为 


[-2m2y* + dm(Pr + 28*) 


f=p-p-=(0,f) P=p-—p+= (0,2p-). (117.8) 
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现在 积分 变 为 三 个 有 不 同 分 子 的 积分 的 计算 
(1, 71°, 1*f") dor 


1 一 cosb 2 





(及 ,Te) = (117.9) 

















当 0 一 0 时 积分 了 是 对 数 发 散 的 . 如 果 将 它 写成 


a 
二 -Re ' fe 
我 们 看 到 这 个 发 散 对 应 于 虚 光 子 的 小 “质量 ”, 即 这 是 一 个 “红外 ”发 散 , 以 后 
在 $122 中 我 们 将 作 进 一 步 的 讨论 ; 这 里 我 们 只 指出 这 个 发 散 是 虚构 的 , 在 下 
面 的 意义 上 , 即 当 正 确 地 考虑 所 有 的 物理 效应 时 , 这 种 类 型 的 发 散 将 被 消去 ， 
因此 我 们 可 以 将 积分 在 任何 较 小 的 下 限 截断 , 然后 进行 实际 物理 效应 的 计算 ， 
最 后 将 这 个 下 限 趋 于 零 
这 里 最 简单 的 是 以 相对 论 不 变 的 方式 进行 截断 . 为 此 , 我 们 赋予 虚 光 子 f 
一 个 小 的 但 是 有 限 的 质量 A (< m), 即 在 (117.2) 的 光子 传播 子 D(f?) 中 作 改 
变 









































fo AX. (117.10) 
于 是 
rm) dj) t — 4m? 
A . 117.1 
I [ FN ln 3 (117.11) 


积分 I*, 其 中 f+ 为 类 空 的 四 维 矢量 , 必须 用 四 维和 拓 量 P+ 表示 , 它 (不 像 
ji 只 不 过 是 另 一 个 四 维 矢量 ) 对 所 有 的 p+ 与 p- 都 是 类 空 的 . 因此 , I* = APr. 
如 果 将 这 个 方程 乘 以 妃 , 并 在 电子 对 的 质心 系 中 计算 积分 PIr* (具有 (117.8) 
给 出 的 四 维 矢量 /与 己 的 分 量 ), 则 结果 为 


站 1 
eR A :| de 
一 工 














2p2 |_| 1 一 cosb 2 
于 是 
及 = 一 PH (117.12) 
我 们 可 以 类 似 地 计算 积分 
v1p2 St 
WW ( 2 )+ie P (117.13) 


为 确定 这 个 表示 式 中 的 系数 , 我 们 仅 需 计算 积分 I 与 I**YP,P,. 
继续 计算 如 下 进行 : 将 (117.11) 一 (117.13) 式 代 入 (117.7) 以 便 得 到 一 系列 
项 , 它们 是 放 在 ED-) 与 4(--p4) 之 间 的 . 在 每 一 项 中 我 们 采用 y+ 之 间 的 对 易 
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规则 将 因子 7p+ 向 右边 “ 推 ”而 将 因子 yp- 向 左边 “ 推 ”; 然后 我 们 可 以 作 代 
换 yp_ 一 m, 72+ 一 一 m, 因为 
Tp-) Np = MUp-), TDHUTD+) = —mu( p+). 
于 是 , 在 所 得 到 的 和 中 
一 4(pHD-)T 十 2mP ~ 3P?Yy, 


我 们 可 以 将 Pr 换 成 2 + c 必 后 ， 当 将 其 放 在 因子 去 与 v 之 问 时 二 者 是 
等 价 的 ; 参见 (116.5). 最 后 , 所 有 的 量 都 用 不 变量 二 = k? (2p4p- = tt 一 2m2,， 
P2 = 4m2 一 力 表 示 并 比较 (117.7) 的 两 边 ; 对 形状 因子 的 虚 部 得 到 如 下 表示 式 : 


Qam? 





,es 4 | (117.15) 
4Vi(t — 4m?) 和 


红外 发 散 只 在 Im f(t) 中 出 现 . 

函数 j 与 g(t) 本 身 利 用 (116.11) 与 (116.12) 式 从 它们 的 虚 部 得 到 , 其 
中 积分 由 在 8113 中 用 于 计算 P(t) 的 同样 代 换 实现 . 形状 因子 借助 于 变量 5 
(113.11) 给 出 为 





(117.16) 





Lt me) 人 


n ~ 1 me 





2 区 2 1 2 
过 和 | 3 In?é 2 人 +2memd+a (117.17) 


其 中 Fe) 为 Spence 函数 (131.19). 
在 非 物理 区 (0 < tm2 < 4), 我 们 必须 取 & = ei?. 于 是 形状 因子 的 表示 式 
可 以 写成 


a 0 m 3coswp 十 1 2 三 
= 
f(p)—1 人 ( 区) m+ 2 人 rtan vdz ，， 
(117.18) 


Q ¢ 
= 117.1 
g(9) Or (117.19) 


最 后 , 极限 表示 式 如 下 : 对 小 的 lt 











Pe (n ~ a 3) ， g(t) = 元 ， t| < 4m2， (117.20) 
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而 对 大 的 | 
_ aa 2 ， 
f(t)—1= 人 In +2m 也 xl ne 
Cn, tS dm 
4+)'3 i es (117.21) 
—t > 4m?, 
人 2 
2 .OM 2 
g(0) = Ru a (117.22) 
下 0， —t > 4m2?. 


公式 (117.21) (关于 Ref) 在 所 谓 的 双 对 数 精确 性 内 是 成 立 的 , 也 就 是 精确 到 
大 对 数 的 平方 .中 
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在 $116 已 经 阐明 , g(0) 的 数值 确定 了 对 电子 磁 矩 的 辐射 修正 . 如 果 我 们 
只 是 要 计算 这 个 量 , 自然 就 没 必 要 求 整 个 函数 9 的 . 由 (117.14) 和 (116.12)， 
Imo(t 人 7 SS dz oa 
9(0) = :| er a (118.1) 
采用 这 个 修正 , 电子 磁 矩 为 
eh CG 
A= 区 (1 + 元) (118.2) 
这 个 公式 是 由 Schwinger (1949) 首先 推出 的 . 

在 下 一 级 近似 (ao2 项 ), 形状 因子 中 的 辐射 修正 可 用 七 个 费 曼 图 (106.10， 
(co) 一 介 ) 表示 . 在 此 近似 , 即使 要 求 出 g(0) 的 值 也 要 求 很 元 长 的 计算 . 这 个 计 
算 的 细节 可 以 在 原始 文章 中 找到 ; 这 里 我 们 将 只 对 第 二 级 近似 下 的 修正 给 出 
最 后 的 值 :@ 





197 zx? 2 
9G)(0) = (2) (这 十 五 二 Tn2 + :6G)) = -0.328 太 ， (118.3) 
因此 , 电子 的 磁 矩 为 
ehh 
/= 语 - (1+# + 至 一 0 32855 (118.4) 


@ 在 一 个 虚 电 子 线 一 个 实 的 外 电子 线 和 一 个 实 的 外 光子 线 情形 的 顶 角 算 符 的 表 
示 式 是 由 A. 开 . Axesep, B. B. Bepecrergu 在 他 们 的 著作 中 给 出 的 ,参见 KBaHTOBAA 
31eKTPO HHaMNKa,-M.: Hayra, 1981. 11.5.1.3.-C.330. 

@ 么 正 性 方法 的 计算 是 由 M. B. Tepenrtpes 给 出 的 ,参见 江 9T 更 .-1962.-T.43.-C.619. 
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(C. M. Sommerfield, 1957; A. Petermann, 1957). 
真空 极 化 对 修正 93(0) 的 贡献 要 加 以 特别 的 考虑 , 即 费 曼 图 


(118.5) 
FF 


图 中 包含 光子 自 能 部 分 . 它 与 第 一 级 近似 的 图 的 区 别 只 是 用 如 下 乘积 代替 光 
子 传 播 子 D(f?) = 4r/f: 





4r PpP(f2) 

#2 到 

其 中 P(f2) 为 第 一 级 近似 (a 项 ) 的 极 化 算 符 , 在 8113 已 经 计算 过 . 考虑 到 这 
个 差别 , 重复 8117 的 一 些 计 算 , 我 们 求 出 修正 的 “ 极 化 部 分 ” 


P(f’) 


DY) Df) = 








1Pp 0 1+3co0s0, 














(2) 
I t os 0, 118.6 
Tigpolar ( )= ess/ 5 de ( ) 
其 中 ， 
—4 
f2= 7 (1 — cos0), (118.7) 
见 (117.6). 计算 这 个 积分 , 然后 计算 
1 /> dt 
a0 / A el (118.8) 
结果 为 
(2) 加 ao 19 TV oa” 
grclar (0) m2 (加 人 村) 5 0.01675; (118.9) 


它 大 约 占 总 量 (118.3) 的 5%. 

在 8114 的 末尾 我 们 已 经 指出 , 其 它 粒子 的 真空 极 化 也 可 以 对 辐射 修正 有 
贡献 . h 子 真 空 对 电子 反常 磁 矩 的 贡献 可 从 与 (118.6) 一 (118.8) 同样 的 公式 得 
到 , 在 这 些 公式 中 m 仍 为 电子 质量 me (这 也 适用 于 变量 f? 的 定义 ), 但 P(f?) 
表示 式 中 的 参量 m 必须 是 上 子 的 质量 my. 函数 PP( 扩 )/ 这 只 依赖 于 比 f2/m2. 
在 积分 (118.8) 中 tt 的 重要 值 (因此 也 是 及 的 重要 值 ) 是 与 m2 可 比较 的 那些 
值 ; 因此 比 /mi ~ (me/mn)? < 1 并且 在 计算 积分 时 我 们 可 采用 极限 公式 
(113.14), 按照 这 个 公式 
































PP af? 
12 15x me 


由 此 我 们 看 到 ,4 子 的 真空 极 化 对 g(3(0) 的 贡献 包含 一 个 特别 小 的 因子 (me/ma)?. 
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然而 , 对 子 磁 矩 的 修正 则 出 现 相 反 的 情形 . 由 于 粒子 质量 不 在 (118.3) 
式 中 出 现 , 9 中 (0) 的 这 个 值 对 4 子 也 是 正确 的 , 它 也 考虑 了 子 真空 极 化 的 页 
献 . 但 是 来 自 其 它 粒子 如 电子 的 真空 极 化 的 贡献 在 这 里 是 相当 大 的 . 它 可 以 
由 公式 (118.6) 一 (118.8) 来 计算 , 将 m 换 成 my 并 用 电子 极 化 算 符 代替 P(1). 与 
前 述 的 情形 不 同 , 现在 重要 的 范围 由 这 /m2 ~ (mp/me》 光 1 给 出 ,而 且 P(f?) 
必须 取 极 限 表示 (113.15) 式 : 


le 仿 | 























f2 3r m2 
计算 这 个 积分 给 出 
Qa\2/1, mm 25 a2 
[g* (0)]aectr.polar. Es (3) (3 In 2 6) 一 1097 (118.10) 
e 


(H. Suura, E. H. Wichmann, 1957; A. Petermann, 1957). 
将 (118.10) 与 (118.3) 相 加 , 我 们 求 出 上 子 的 磁 害 





eh a Q2 
dn 1 .76— |. 118.11 
pid 5 (1 全 + 6 上 (118.11) 


4 子 真 空 极 化 的 贡献 (118.9) 在 这 里 约 占 g(2(0) 总 值 的 2%. x 介子 真空 极 化 
也 将 给 出 同样 数量 级 的 贡献 (由 于 质量 相近 ), 但 是 这 不 可 能 精确 计算 , 所 以 还 
没有 办 法 求 出 由 子 磁 抢 的 ~ as 级 的 修正 . 
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费 曼 积 分 的 直接 正规 化 方法 可 通过 计算 质量 算 符 来 演示 . 第 一 级 非 零 近 
似 , 质量 算 符 可 用 下 图 的 圈 表 示 


p—k 
ss (119.1) 


对 应 于 积分 
.一 一 。 d4k 
-M0 = (ie) f rep- A DE 
在 代入 传播 子 并 用 公式 (22.6) 组 合 因子 Yr.… ,我 们 得 到 


5 2m— OP)+OR) ga i 
MI(p) = ny / mls x k (119.2) 
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(M 上 的 横 线 标记 积分 的 未 正规 化 值 ). 虚拟 的 “光子 质量 "和 用 于 光子 传播 子 
以 消除 红外 发 散 (如 在 8117 中 一 样 ). 

以 (119.2) 式 分 母 的 两 个 因子 作为 o 与 oz, 利用 公式 (131.4) 对 积分 作 变 
换 . 对 新 的 积分 的 分 母 中 的 项 作 一 简单 的 重 排列 即 给 出 


i 4p k 
二 -ee /a ae 和 te (119.3) 


0 一 mo 一 (22 一 m2z(1 一 z) 十 X2(1 一人， (119.4) 
变量 的 改变 上 一 十 pz 使 得 (119.3) 的 被 积 函 数 变 成 一 个 其 分 母 只 依 颊 
于 及 的 形式 ; 按照 (131.17), (131.18) 式 , 给 积分 加 上 一 个 常数 : 


:2 
-re 2 {fa [a 2 Re 和 一 on (119.5) 
(这 里 略 去 了 分 子 中 的 yk 项 , 因为 此 项 对 四 维 矢量 方向 的 积分 结果 为 零 ; 参 
见 (131.8) 式 .) 
这 个 积分 的 正规 化 包含 减 除 以 便 得 以 将 其 简化 为 (110.20) 的 形式 . 后 一 
表示 式 在 乘 以 波幅 v(p) 后 结果 为 零 , 如 果 p 为 实 电子 的 四 维 动量 . 我 们 不 明 
显 给 出 ul(p) 的 表示 , 而 将 这 个 条 件 表述 为 当 作 以 下 代 换 时 At(p) 将 消失 


OP 一 冲天 一 mm (119.6) 


积分 (119.5) 的 形式 的 方便 之 处 在 于 四 维 矢 量 p 只 以 yp 和 pp? 的 形式 出 现 
没有 以 kp 形式 出 现 . 
由 (119.5) 式 减 除 一 个 作 (119.6) 的 代 换 后 的 类 似 表示 式 , 我 们 得 到 


ee {fe :f{ oe qe | 
-ff Bm)), (1197) 


其 中 6 = m2z?2 十 入 (1 一 人 
然而 , 要 完成 正规 化 还 需要 作 进 一 步 的 减 除 : 按照 (110.20), 代 换 (119.6) 
应 该 不 仅 将 M(p) 本 身 变 为 零 , 而 且 将 没有 因子 yp 一 mw 的 M(p) 也 变 为 零 . 相 
应 的 减 除 将 (119.7) 式 括号 中 的 第 二 、 第 三 项 完全 去 除 . @ 第 一 个 积分 通过 结 
因此 , 在 “顺路 ” 重 正 化 ($110) 过 程 中 , 我 们 略 去 了 对 重 正 化 常数 21 的 修正 . 对 
应 的 积分 是 对 数 发 散 的 . 如 果 我 们 采用 “截断 参量 ”42 > m2,p2, 并 且 对 d4k 的 积分 范 
围 用 条 件 好 入 42 来 加 以 限制 ; 结果 为 


丸 =1+200， 2 = 


其 中 


















































(119.7a) 
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合 进 一 步 的 积分 (用 (131.5)) 作 变 换 , 并 取 n=2, a= 有 如 一 与 5==k 一 a$. 
于 是 (119.7) 式 变 为 
16ni (p+ mm ~— (YP)(1 — 7)]zx(1 — x) 
Co mie /ae os/ dr 


os 恒等式 祖 一 n2 二 (yp 一 m)(9p 十 m). 对 d4k 的 积分 是 直 截 了 
当 的 : 假设 户 一 m? < 0 并 利用 (131.14) 式 , 我 们 有 


QPp+ ml2m ~ YP) ~ zz — 7) 
VE ef: fe st 














现在 我 们 需要 用 代 换 (119.6) 对 类 似 的 积分 作 减 除 , 暂时 略 去 因子 yp 一 mi; 在 
一 些 简单 的 计算 后 , 我 们 得 到 











e2 
MI(p) = (7p 一 mm) 5 


和 27x(1 + x)z 
22)— (Fp+m)(l —z) CR 


m(1 一 
< 人 Ce mz + (m3 —p3)(1 — 2)z 
(119.8) 
(共有 的 分 母 中 略 去 了 》 项 , 因为 它 在 现在 的 情形 并 不 引起 发 散 ; 另外 , 将 
入 (1 一 Zz) 换 成 六 , 因为 红外 发 散 将 对 应 于 在 z 一 0 时 的 发 散 ). 
(119.8) 式 中 的 积分 ( 先 对 dz 然后 对 dz) 是 很 元 长 但 也 是 初等 的 , 结果 为 





0 rn 
Ms (二 (4 | mp 


1 02 十 40 一 4 入 
2 2ln 一 
x [zs ( p+ 和 mp) +1+ "| } (119.9) 





其 中 





Pp 3 
mm 
(R. Karplus, N. M. Kroll, 1950). 积分 根据 假设 p > 0 并且 p 六 和 A/m 来 计算 . 按 
照 绕 过 极点 的 规则 , 将 (119.9) 解析 延 拓 到 p < 0 的 区 域 , 对 数 的 相位 通过 作 代 
换 m 一 m 一 0 来 求 出 ; 于 是 p 一 p 一 i0, 并 且 对 p < 0 情形 , Inp 必须 取 为 


Inp=Inlp|—ix, p<0. (119.10) 


现在 我 们 来 考虑 当 pp? > m? 时 质量 算 符 的 行为 . 于 是 ~p 守 p/m? > 1， 
并 且 , 以 对 数 的 精确 程度 , 我 们 有 








MPD)=-0 0) -Gp 0pm 1191) 
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如 在 光子 传播 子 情形 那样 (参见 极 化 算 符 情 形 的 (113.15) 与 (113.16) 式 ), 对 
G-: 的 修正 是 小 量 的 情形 , 只 有 当 能 量 是 如 此 小 使 得 满足 





2 
Q p 

~ 一 一 一 1. 
4 "mi 人 


然而 , 在 现在 的 情形 对 数 增长 在 某 种 意义 上 是 虚构 的 ,并 可 通过 适当 地 选 
择 规范 来 消去 , 即 适当 选择 光子 传播 子 中 的 函数 DO (JI. 1. JIarmray，A. A. 
A6pmkocos, 了 [. M. XanarHakos, 1954). 为 此 目的 , 我 们 取 (用 8103 的 标记 ) 


DO =0, (119.12) 





不 过 公式 (119.9) 是 用 如 下 规范 推出 的 : 
DY =D. (119.13) 


规范 (119.12) 的 这 个 性 质 使 得 它 特别 适用 于 研究 p? > m? 情形 的 理论 , 我 们 
将 在 $132 给 出 . 

为 证 明 上 述 的 结论 , 我 们 注意 到 , 如 果 只 关心 e2 项 , 从 规范 (119.13) 到 
(119.12) 的 变换 可 看 成 是 一 个 无 穷 小 变换 . 为 此 我 们 可 以 直接 应 用 公式 (105.14)， 
取 





OT 
4 (9 92 (gqg2)?’ 
并 将 被 积 函 数 中 的 9 以 必要 的 精确 性 换 成 G. 在 对 d4g 的 积分 中 , 重要 区 域 
为 六 2 的 范围 , 对 此 范围 被 积 函 数 中 的 G(p 一 gq) 比 G(p) 小 得 多 因而 可 略 去 . 


于 是 





589 一 = —G-?(p)80(p) = -ie2G-1(D) dg) me 


最 后 , 用 变换 (131.11) 与 (131.12), 我 们 有 





LL e2 d( 一 02 e2 42 
390) =- 生 G7 /宇多 = -条 0pjm 伍 ， 





其 中 4 为 上 限 , 在 此 处 发 散 通过 重 正 化 消除 ; 重 正 化 由 减 除 掉 取 p? s m2? 的 同 
样 表示 式 梅 成 , 最 后 给 出 

二 e2 2 
869” = Op) In pp 


这 正好 抵消 了 (119.11) 式 中 的 关 9-1 一 G-l. 


最 后 , 我 们 来 考虑 为 什么 在 对 积分 (119.2) 作 正 规 化 时 必须 采用 有 限 的 
“光子 质量 "和, 该 积分 与 其 在 p 一 m? 时 的 行为 紧密 相关 . 首先 , 这 个 积分 本 
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身 在 妇 =m2 与 和 A=0 时 是 有 限 的 ; 为 排除 掉 在 大 大 时 的 发 散 , 这 在 这 里 是 不 
重要 的 , 我 们 假设 积分 是 对 天 空间 一 个 大 的 但 有 限 的 区 域 进行 的 . 之 所 以 需要 
用 到 和 是 由 于 对 重 正 化 积分 作 减 除 而 引起 的 , 否则 这 个 积分 在 p? = m2 是 发 
散 的 . 因此 我 们 来 查 明 未 正规 化 的 质量 算 符 在 p? 一 m? 时 有 怎样 的 行为 . 由 
于 这 个 行为 实质 上 依赖 于 规范 的 选取 , 我 们 将 考虑 一 个 任意 规范 下 的 一 般 行 
- 为, 而 积分 (119.2) 已 经 对 特定 的 规范 (119.13) 写 出 . 

我 们 再 一 次 应 用 变换 (105.14). 写 出 























SD _ dn 
-i 
我 们 假设 8a 是 一 个 函数 a(q?) 的 变 分 , 该 函数 只 有 在 9 一 m? 间隔 内 有 明 
显 的 变化 , 并 且 在 8? = m? 时 是 有 限 的 . 小 秆 (105.14) 右边 的 被 积 函 数 中 , 差 
9(p) -9(p 一 g) 中 的 两 项 当 4 小 时 几乎 相等 , 并 且 积分 收敛 . 对 小 的 % 有 


8a(go2)， (119.14) 








dD(g) = 一 


1 
人 2 一 mi 一 2p0 


所 以 , 当 9 六 (22 一 m2)/m 时 ,与 9(p) 比较 9(p 一 9q) 可 以 忽略 . 积分 


a000) -29 { OE = -9 (0 CE 


Gp—9)~ 











在 以 下 范围 是 对 数 发 散 的 
(2 — mm)/m? < 9 < mm. 


因此 , 以 对 数 精确 性 我 们 有 ， 


这 可 以 用 如 下 方法 积分 . 当 w = e 一 0 时 , 精确 的 传播 子 9 必须 与 自由 
粒子 传播 子 G 相同 , 并 因此 





(119.15) 





1 m2 类 (C20) 
90 = Hn (Fm ) 
TP—m\P mm 


其 中 ao = alm2) 且 C 为 常数 . 为 确定 C, 我 们 将 由 (119.15) 对 a 的 一 级 近似 
得 到 的 如 下 表示 式 


9 (Op) = OP —m) bE 十 (CO —ao) np|, (119.16) 
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与 由 积分 (119.2) 当 入 = 0 给 出 的 对 应 表示 式 相 比较 :9 





971(p) = (yp —m) 1 十 In a| (119.17) 


按照 定义 (119.14), 函数 a(q?) 等 于 比 DO/D. 因此 (119.17) 所 用 的 规范 (119.13) 
对 应 于 a = ao = 1. 对 ao 的 这 个 值 , 令 (119.16) 与 (119.17) 相等 , 我 们 求 出 
CO = 3. 

于 是 , 最 后 我 们 对 未 重 正 化 的 电子 传播 子 在 22 一 m? 时 有 如 下 极限 ( 红 
外 渐 近 ) 表示 式 








2 条 (3 一 ao) 
5 的 二 (zm ) (119.18) 


Pm \p m2 
(A. A. A6prrocos, 1955). 此 公式 的 正确 性 仅 依赖 于 不 等 式 a < 1 |Inp| 污 1， 
而 微 扰 论 公式 还 将 要 求 a|lnpl/2n < 1. 差 记 一 m2? 的 符号 在 这 里 并 不 重要 ， 
为 (119.18) 式 的 虚 部 在 超出 其 精确 性 的 范围 外 也 总 能 得 到 . 
重 正 化 传播 子 必定 在 户 =m? 有 一 个 简单 极点 . 我 们 看 到 , (119.18) 只 在 
如 下 规范 中 满足 这 个 条 件 
DY = 3D (119.19) 


(所 以 oo = 3). 于 是 费 曼 积 分 的 正规 化 (为 防止 其 在 上 限 的 发 散 ) 将 不 要 求 采 
用 有 限 的 “光子 质量 ”. 在 其 它 规范 中 , 光子 的 零 质量 将 在 22 = m? 产生 一 个 
分 支点 , 而 不 是 简单 极点 , 为 了 消除 这 个 “效应 ”, 需要 有 限 的 参量 》. 
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在 8117 中 计算 电子 的 形状 因子 时 , 我 们 碰 到 过 当 虚 光子 频率 小 时 积分 发 
散 的 问题 . 这 个 发 散 和 898 中 讨论 的 红外 灾变 有 紧密 的 联系 , 在 该 节 还 曾 指出 ， 
任何 包含 带电 粒子 过 程 的 截面 (包括 用 如 图 (117.1) 表示 的 电子 被 外 场 的 散 
射 ) 本 身 是 没有 奇异 性 的 , 只 有 当 考 虑 同时 发 射 任何 数目 的 软 光子 时 除外 . 在 
$122 我 们 将 看 到 所 有 的 发 散在 总 截面 中 是 互相 抵消 的 , 其 中 包括 发 射 软 量子 . 
当然 , 这 里 为 得 到 正确 的 结果 , 必须 在 求 和 的 所 有 截面 中 以 相同 的 方式 对 发 散 
积分 作 初 始 的 “截断 ”. 

在 8117 中 , 这 个 截断 是 借助 于 虚 光 子 的 虚拟 有 限 质 量 和 来 实施 的 . 因此 
现在 我 们 必须 以 如 此 方式 改变 898 中 的 公式 , 使 得 它们 能 够 描述 发 射 有 非 零 
质量 软 “ 光 子 ” 的 过 程 . 

包 为 推出 (119.17), 并 没有 必要 作 重 复 的 计算 .在 (119.9) 中 的 Inp 项 是 由 假设 p 交 入 


得 到 的 , 它 允 许 取 极 限 和 一 0. 而 In(X/m) 项 则 是 由 对 重 正 化 积分 作 减 除 产 生 的 , 在 原始 
的 积分 (119.2) 中 并 不 存在 . 容易 看 到 , 减 除 对 Inp 项 没有 任何 影响 . 
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形式 上 , 这 样 的 光子 是 一 个 自 旋 为 1 的 “矢量 ”粒子 , 其 自由 场 在 814 已 
经 讨论 过 . 这 样 的 粒子 用 一 个 四 维 矢量 的 多 算 符 描 述 


各 =YV 于 D 坟 
ka 





ee 十 el et?), 0 = 1,2,3; (120.1) 
为 了 使 其 可 用 于 光子 情形 , 这 里 的 标记 和 归 一 化 都 与 (14.16) 式 不 同 . 

“光子 ”(120.1) 与 电子 的 相互 作用 可 用 与 真光 了 于 同样 形式 的 拉 格 明日 描 
述 : 





一 (120.2) 


势 A, 换 成 了 必 . 于 是 发 射 有 限 质量 光子 过 程 的 振幅 由 通常 的 费 曼 图 规则 给 
出 , 唯一 的 区 别 是 














1 (120.3) 
并 且 对 发 射 光 子 极 化 的 求 和 必须 对 三 个 独立 的 极 化 进行 (两 个 横 的 , 一 个 纵 
的 ) 而 不 是 如 通常 光子 那样 仅 对 两 个 方向 进行 . 这 等 价 于 对 非 极 化 粒子 的 密 











1 所 及 
pw = -i (9 ) (120.4) 


(参见 (14.15) 式 ), 然后 乘 以 3. 
“有 非 零 质量 光子 ”的 传播 子 为 
4 hk 
Dw = (和 
(参见 (76.18) 式 ), 但 在 有 规范 不 变性 的 情形 , 实际 散射 过 程 的 振幅 与 光子 传播 
子 的 纵向 部 分 无 关 , 而 且 这 个 性 质 并 不 是 横向 部 分 形式 特殊 选择 的 结果 . 因此 
括号 中 的 第 二 项 可 以 略 去 , 留 下 与 通常 光子 相同 类 型 的 表示 : 


4 
Ea 

















Dw = (120.5) 


如 在 §8117 与 8119 中 曾 用 过 的 一 样 . 

现在 我 们 来 考虑 软 光子 的 发 射 (在 898 中 解释 的 意义 上 ). (98.5) 与 (98.6) 
式 的 推导 方法 可 应 用 于 现在 的 情形 , 唯一 的 区 别 是 在 电子 传播 子 的 分 母 中 平 
方 (p 土 #)? 的 展开 里 要 加 上 及 =X 的 项 . 于 是 代替 (98.6) 式 , 我 们 有 ， 
2 pe pe 2 dsK 

DR 十 X2/2 pk— XN/2) 4r2u 

其 中 do 为 没有 软 光 子 发 射 的 同样 过 程 的 截面 , 这 个 过 程 通常 称 为 “弹性 过 
程 ”. 在 对 d3k 的 积分 中 , 重要 区 域 为 |k| ~ 和 的 范围 . 于 是 pk ~ 大 六 六 所 




















do = dou:e 
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以 分 母 中 和? 项 可 以 忽略 . 对 光子 极 化 的 求 和 可 用 (120.4) 进行 , 如 已 经 描述 过 
的 . 采用 所 声称 的 近似 , (120.4) 式 的 第 二 项 对 截面 没有 贡献 , 剩 下 @ 


/ 2 433 
de _ Pd 
do = -doel.e (5 看 ) Te (120.6) 
于 是 我 们 回 到 了 (98.7) 式 , 但 是 w 现在 必须 取 为 
w= VR2 十 入 2. (120.7) 


(120.6) 式 完全 是 普遍 的 : 它 可 应 用 于 弹性 与 非 线性 两 种 情形 , 甚至 还 有 粒子 
类 型 改变 的 情形 . 进一步 对 da 的 积分 依赖 于 四 维和 撩 量 p 与 p', 即 基本 散射 过 
程 的 性 质 . 

我 们 来 考虑 弹性 散射 的 过 程 , 对 此 








Ipl=|p|, = = 
我 们 来 确定 发 射频 率 小 于 某 个 wmax 的 光子 的 总 概率 , 作 如 下 假设 


Wmax > 和， (120.8) 





而 wnax 为 由 发 射 软 光子 理论 成 立 的 条 件 (98.9) 与 (98.10) 所 控制 的 上 限 . 我 
们 先 在 非 相对 论 极 限 计 算 对 dk 的 积分 . 由 于 四 = | 之 m 


p 7 ~ (qk)? gq 
(PE) (pk) m2w4 m2w2 


其 中 g =p' 一 p. 对 的 方向 积分 给 出 
ng (be ， 
m2w2 \ 3w2 


e2g? 人 | k? k2d|k| 
( 


ww 四 do 0 > 3(k2 十 X2)」 (Rk2 十 和 2)3/2 7 





于 是 , 由 (120.6) 式 ， 


或 , 在 假设 wmsx/ 和 渤 1 下 积分 后 得 到 ， 


2a gf/ wmax 5 
do =doa: 224 (ne -让 gq < mm2. (120.9) 





3 m2 入 6 
@ 开始 可 能 对 在 作 平均 前 略 去 2 项 的 正确 性 有 怀疑 , 因为 它 发 生 在 (120.4) 式 第 


二 项 的 分 母 ,但 是 , 我 们 可 以 容易 直接 证 明 , 平均 来 说 , 这 一 项 给 出 的 贡献 为 ~ 和 .1/X2， 
这 是 可 以 略 去 的 . 
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在 普遍 的 相对 论 情形 , 积分 用 (131.4) 计算 . 于 是 对 角度 的 积分 为 


oe Vr ra 


或 , 取 p = (s,p) 与 2 = (se,p') 对 标量 积 天 


1 don 
1=| a | {eu -kpz + pl — 2)]}> 
现在 里 面 的 积分 容易 在 极 轴 沿 矢量 pz +p'(1 一 z) 方向 的 球 坐标 中 进行 , 给 出 











We dndzx 加 4ndz 
本 [ (swo)2 一 [pz+P( 一 2zZ)]212 如 m+ qr(l— zr)k? + eA 


其 它 两 个 积分 , 分 母 中 有 (pk)? 与 (p'k)?2, 可 由 此 通过 取 gq =0 推 出 . 还 用 到 公 
式 
pp = ce2 -pp = m +gq /2, 


我 们 得 到 





必 Sh Rk2d|k| 
Vk2+ A2 
702 十 g2/2 7 
天 doel (120.10 
人 map do， (120.10) 


对 djk| 的 积分 要 求 计算 如 下 形式 的 积 








了 k2d|k| 
| TV 于吉 








wmax dp As fm dlk| 
ETE fh Gr)VET 
有 Cs 1 f[ dz 
a 入 4j0 (az 十 1])Vz2 十 工 


在 第 二 个 积分 中 , 我 们 已 经 对 |k| 取 为 Xz 并 用 无 穷 大 代替 上 限 wmax/X; 这 是 
允许 的 , 因为 这 个 积分 是 收敛 的 . 

在 (120.10) 式 中 出 现 的 对 dz 的 积分 不 能 完全 借助 于 初等 函数 表示 . 结果 
可 写成 如 下 形式 


do=a|F lal ln Zomax | FJ dael， (120.11) 
2m 入 
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其 中 
2 | 262 十 1 
F(£) = — 一 -1 V 6 一 
(6) -= | i n(€+ Ve+1)—1|, (120.12) 
Fi = 2 je 十 四 | 2 +g /de 1 lt+vi-a (120.13) 








“Hh ml a 
二 三 i 
如 果 假 设 不 仅 。 > m 而 且 |g| 区 m, 即 散 射 角 不 是 很 小 , 我 们 就 可 以 得 到 


极端 相对 论 情 形 的 一 个 渐 近 表示 . 于 是 在 (120.13) 式 积分 中 x 值 的 重要 范围 
是 使 得 a < 1 的 区 域 ; 作 适 当 的 近似 给 出 





2 2 /2 
gq lha, _1 fin(g/e)+lnz+ln(l— 2) 
i 2ne2 a Se | rT(1 —2) 人 


此 积分 在 a ~ 1 处 截断 , 即 下 限 在 z ~ mm2/g2, 上 限 在 1--z~m2/92. 因此 


1 2 


2 2 2 2 

dg , gq 2 9 1 | 29 e.g 

HS 一 |2in 一 1 ] 2 ] 41 1 : 
E 去 | "3 Tm 2 | 志 上 m2 sy Tp 








这 个 公式 精确 到 对 数 的 平方 级 (以 双 对 数 精 确 性 ). 到 同样 的 精确 程度 , (120.11) 
式 的 第 一 项 作 如 下 选取 是 足够 的 





F(é) SIng, 1. 





最 后 结果 为 
2 2 1 ,gq 
do= 字 In 1 和 一 了 二 I + in .5 doa, m2 (120.14) 








@ 丙 数 F(6) 在 $98 的 习题 中 已 经 出 现 过 .这 并 不 奇怪 , 因为 (120.11) 式 可 以 通过 将 
发 射 零 质量 光子 的 截面 (98.8) 对 du 从 和 到 wwx 积分 以 对 数 精确 性 推出 . 
如 果 将 8 换 成 变量 9: & = sinh 30, 则 有 


F(0) = =( cotho — 1). (120.128) 
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§121 电子 在 外 场 中 的 散射 的 二 级 玻 恩 近似 


在 对 外 场 的 前 两 级 近似 中 , 一 个 电子 的 散射 可 用 下 而 两 个 费 曼 图 表示 





19 g2 一 2 一 户 1@ = 一 2 
Zs 2 (121.1) 
2 了 2 一 D 二 9 p 
MD MO 
其 中 第 一 个 图 对 应 880 考虑 的 振幅 MG ~ Ze?. 第 二 级 近似 的 振幅 为 M2 ~ 


(Ze > 
容易 看 到 , 与 此 同 级 的 项 从 辐射 修正 也 可 产生 的 , 在 微 扰 论 的 第 三 级 , 对 
散射 振幅 的 辐射 修正 用 如 下 费 曼 图 表示 





(121.2) 
M3) 
这 里 MG) ~ Ze2.e2, 以 及 MG) ~ MQ (如 果 2 ~ 1 的话). 
按照 (64.26) 式 , 散射 截面 为 
do =|MH + MO + MP (121.3) 





16r2 


在 平方 振幅 中 我 们 可 以 保留 的 不 只 有 |M 包 PP, 还 有 M 人 与 M 旬 之 间 以 及 
Mb 与 MO 之 间 的 干涉 项 . 于 是 给 出 截面 , 到 es 级 , 为 如 下 求 和 





do = do + dol® + doraa, (121.4) 
其 中 do 中 为 一 级 玻 恩 近似 的 截面 (880), 修正 为 


(2) _ (1) Ar(2)* do’ 
do 2ReM} i Mi 1672， 





(121.5) 





(1) Ar(3)s do/ 
darad = 2ReMy: My” Tera: 
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由 880， 
M 人 = |el(zyow)5(g)， (121.6) 
其 中 5(g) 为 恒定 外 场 (6 = 489) 的 标量 势 的 傅 里 叶 分 量 , 我 们 已 经 用 到 电子 
电荷 为 e= -je| 这 个 事实 . 
(121.5) 的 两 个 表示 式 明显 地 可 以 独立 计算 . 第 一 个 我 们 现在 讨论 , 而 第 
二 个 在 8122 讨论 . 
第 二 级 近似 的 振幅 由 图 (121.1) 给 出 , 为 如 下 积分 史 


2 三 [AN NO Yf+m 0 / 
Mp = -0 | {a i) } slp ~ Nf DE; C21 





恒定 外 场 和 的 “四 维 动量 ”qi 一 ff 一 p 与 qo 二 p' ~ 了 没有 时 间 分 量 . 因此 
fo=e=é, (121.8) 


其 中 与 of 分 别 为 初 态 与 终 态 电子 的 能 量 , 它们 在 弹性 散射 中 是 相同 的 
在 一 个 稳定 电荷 Za 的 纯 库仑 场 中 ， 
slg) = 22 
对 这 个 位 势 , 积分 (121.7) 是 对 数 发 散 的 ( 当 玉 p 与 关心 p/' 时 ) 这 个 发 散 是 
库仑 声 特有 的 , 它 是 由 于 场 在 大 距离 上 豪 减 得 很 慢 而 产生 的 . 其 起 源 最 容易 从 
韭 相 对 论 情 形 看 出 . 按照 第 三 卷 (135.8) 式 , 一 个 电子 在 库仑 场 中 的 波 函 数 的 
渐 近 形式 球面 波 eilplr/r 的 系数 为 


f (0) exp 人 in ip . 


这 个 系数 也 是 电子 在 此 场 中 的 散射 振幅 , 我 们 看 到 其 相位 包含 有 一 项 在 r 一 co 
时 发 散 的 项 . 当 散 射 振幅 按 Za 级 数 展开 时 , 这 一 项 引起 展开 中 从 第 二 项 以 上 
所 有 的 项 都 发 散 (因为 函数 /6) 与 Za 是 成 正比 的 ). 在 相对 论 情 形 , 自然 也 有 
类 似 的 情况 . 

这 些 论据 还 表明 , 发 散 项 在 计算 散射 截面 时 必须 相 消 , 在 散射 截面 中 振幅 
的 相位 是 不 重要 的 . 正确 计算 的 最 简单 方法 是 先 考虑 在 一 个 屏 项 的 库仑 场 中 
的 散射 , 取 





















































5(0) = 和 
其 中 引入 一 个 小 的 屏蔽 常数 5 < lp|. 这 可 以 消除 散射 振幅 中 的 发 散 , 我 们 可 
以 在 截面 的 最 后 公式 中 取 6 一 0 

名 这 里 必须 用 到 涉及 外 场 的 费 曼 图 规则 , 见 877 的 第 8 条 规则 . 





(121.9) 
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将 (121.9) 代 人 (121.7) 式 , 我 们 有 


2 
MI = -5 220Pn(p [Ye + m) + Tulp), 








其 中 采用 标记 
喜 d 
让 [op — f)?2 + 62][(f ~ p)? + 6521p? — f2 +i0] (121.10) 
= fa P+p] | 
(p’—f)2+62](F ~p)2+6] p+i0 2 


P= 二 一 m2 = 二 p?, 并且 积 分 J 对 p 与 p' 是 对 称 的 ; 从 矢量 的 对 称 性 考虑 很 
直接 明显 地 得 出 : 矢量 J 必定 平行 于 p+p. 现在 用 如 下 方程 消去 矩阵 7 





ypu= ye-mu, TY:p = m), 
我 们 得 到 
2 
MA -2200(p Yeh + ha) + ml — To)lulp). (121.11) 


为 继续 计算 , 我 们 (如 在 880 那样 ) 从 双 旋 量 振幅 wv 与 w 变 到 三 维 旋 量 w 
与 w', 并 按照 (23.9) 与 (23.11) 式 来 让 它们 互相 对 应 . 直接 相 乘 给 出 





Tu=w {Et+m) — (em—m)cosb t+iv:o(e — m)sinO}w, 


UY =w*{(e+m)+(e —m)cos0 iv:o(e — m)sing}w, 


其 中 v= 二 nxn/sin0, n= p/pl,n = p'/p'|,， cosbg 二 n.n'. 于 是 振幅 (121.11) 
可 写成 @ 

Mo?) = dxw"* (AL) + BO au， 

1 
40) = -za2 {le +m)+(e —m)cosOe(Ni + J) 
+[(e+m)— (se—m)cosom(N — J2)}, (121.12) 

BO) = 222o2( —m)sin Ofe(J1 + 1) — m(Ji — 7a)]. 

采用 相应 的 标记 , 第 一 级 近似 的 散射 振幅 为 
法， 二 dmxw”* (A + Byv. o)w, 


Z 
40) 一 人 十 可 ) + (eC—m)cos0l, (121.13) 
BW = -i — mm)sinb, 


2 


4 与 B 的 定义 与 $37 以 及 第 三 卷 8140 中 的 一 样 , 而 与 880 中 的 相差 一 个 因子 . 
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其 中 g=p' 一 p. 
散射 截面 与 极 化 效应 可 利用 第 三 卷 $140 的 公式 借助 于 量 4 = 4(D + 4(2) 
与 如 = B+ BC) 表示. 例如 , 非 极 化 电子 的 散射 截面 为 


= (|42 二 |BI2do os do(d + 2(A(WReA® ~ iB(WImB))qdo.. 
作 代 换 (121.12) 与 (121.13), 通过 直截了当 的 计算 得 到 


do(2) = -do 人 1 一 02sin2 。 Re(]i + J2)+ Re — J]2) 
T2p2 sin* (0/2) 2 E2 
(121.14) 


其 中 v= p/e 为 电子 速度 而 9 为 散射 角 . 电子 由 于 散射 而 被 极 化 , 终 态 电子 的 
极 化 矢量 为 


, _ 2Re(4B*) ，、2(4 (WReB®) -iBWImAG®)) 
° 7 AE +IBE" AOE + IBF 


或 者 , 作 代 换 (121.12) 与 (121.13), 给 出 


4Zomps sins(0/2) cos(0/2) 
T2e2 1 一 22sin2(0/2) 


现在 来 计算 积分 厂 与 及. 这 更 容易 的 是 采用 参量 化 方法 (131.2) 来 做 . 于 
是 积分 嘱 变 为 


a dfdéidéadés .6(1 —& —& -és) 
人 2 (pf oe tp f) + de + 闫 一 到 二 55 
对 des 的 积分 消去 了 8 函数 , 然后 简化 分 母 给 出 


1—é2 
和 4 | / dfdéidé2 


” {36 + 6) + pe + és — 1) — 2f (ep + ep) + fo — i073 
用 一 个 新 的 变量 有 = -5p' 一 &2p 代替 ,我 们 可 将 对 d3F 的 积分 简化 为 如 


下 形式 
人 RN 
(k2—a2—i0)3 4a3’ 


in? 小 Pi 
2 0 J0 
dé1dé2 


“ {pe 十 如 一 26 一 2 和 2 十 1 十 2616op :DPI 一 82(6 + é€2)—i0}3/2 





Lf 


Im( ~ Jo)v. (121.15) 





凡生 








因此 
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我 们 用 对 称 组 合 z = 所 十 名 与 y= 生 一 所 代替 各 与 名 .对 dy 从 0 到 z 的 积 
分 是 初等 的 , 给 出 


_ ix? | 2Zdz 
~ 2lpP /Jo i 
be (1 —72)2——7z—i0 




















3 
王 


2 / 
p+p:p 20 
族人 2 
D3 COS 


为 了 计算 当 8 一 0 时 对 dz 的 积分 , 我 们 将 积分 区 域 分 成 两 部 分 : 


1 1—61 业 8 
n= | n+] ‘dz, 1 六 0 六 一 . 
0 0 1 一 5 | 


在 第 一 个 积分 中 我 们 可 取 8 = 0; 于 是 了 
1 一 0 


1 一 8 2 人 
: 1 (1—z) 1 8 
ee | 0 + 


在 第 二 个 积分 中 , 我 们 可 到 处 取 x = 1 除了 分 母 的 第 一 个 括号 中 的 (1 一 2)? 与 
8=0 项 .因此 @ 


1 1 61 dz’ 
/ oi) 二 
1—81 l1—-bJo (x2— 682/p2—i0) 


1 人 dz’ 78/ 四 dx’ 
-lt 两 隐 2 玫 








1—5b 6 2| 
将 两 个 积分 相 加 , 51 如 应 该 那样 消失 , 留 下 
ji a 2|p| 9) 
J1 三 PRO 5107 m( § sin 2)- (121.16) 
积分 到 用 类 似 方法 计算 : 
a (121.17) 


0 .0 
4|pl3 cos? > sin 3 2|pl3 cos? s 





i0 项 是 从 避免 奇异 性 的 规则 来 的 , 它 给 出 对 数 的 宗 量 在 0 与 1~61 间 的 改变 , 即 
当 我 们 从 分 支点 下 面 通过 时 从 0 到 -x 的 改变 

@ 这 里 仍然 是 避免 奇异 性 规则 给 出 当 我 们 从 被 开 方 的 正 值 走 到 负 值 时 平方 根 的 
符号 . 
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现在 我 们 仅 须 将 这 些 表示 代入 (121.14) 与 (121.15), 得 到 最 后 结果 为 


3 
dr(2) Es ( 一 SIN 5) do’, (121.18) 
4|pl3 sin 3 


a 
2Zaml|p| S111 5 TS 


Ee2 0 0 
eg A 
@ v2 sin 5 ) oo 


(W. A. McKinley, H. Feshbach, 1948; 及 . H. Dalitz, 1950). 

在 第 一 级 玻 恩 近似 , 电子 和 正 电 子 的 散射 截面 是 相同 的 (在 相同 外 场 中 ); 
在 第 二 级 近似 中 , 这 个 对 称 性 不 再 出 现 . 在 正 电子 (电荷 为 +jel) 的 散射 中 , 一 
级 近似 的 振幅 (121.6) 有 相反 的 符号 , 但 是 MQ) 的 符号 不 变 . 因此 截面 da(2)， 
作为 M6 与 MQ 干涉 项 将 变 号 . 航 化 矢量 的 表示 式 (121.19) 也 是 同样 的 情 
况 . 因此 通过 形式 上 的 变换 2 一 -2, 电子 散射 的 公式 就 整个 都 转换 为 正 电 
子 散射 的 公式 . 


8122 电子 在 外 场 中 的 散射 的 辐射 修正 


现在 , 我 们 来 计算 电子 在 外 场 中 散射 的 辐射 修正 (J. Schwinger, 1949). 散 
射 振幅 的 对 应 部 分 用 (121.2) 的 两 个 费 曼 图 表示 . 第 一 个 图 对 振幅 的 贡献 为 


C= v (121.19) 


-Wp ELD-g) ‘eg(g), 
其 中 P(-g@2) 为 对 应 于 图 中 国 的 极 化 算 符 . 第 二 个 图 的 贡献 为 
一 之 4w)egB(g)， 
其 中 40 为 顶 角 算 符 (T+ = y+ 十 A+) 的 修正 项 ; 按照 (116.6)， 
人 =) -9 
将 这 两 个 贡献 相 加 , 我 们 有 @@ 
Mb) = —(wy Qaau)e (gq), 
Qal9) = fq) 1 P(e) + gy (22 


我 们 先 考 虑 在 形状 因子 f(-q?) 以 及 在 散射 振幅 (122.1) 中 的 红外 发 散 . 
.在 898 已 经 提 到 , 纯 弹 性 散射 振幅 的 精确 值 为 零 , 即 它 是 没有 意义 的 . 物理 上 
中 注意 , 如 gx = (0,9), 则 gj = (0, 一 q), 因此 oo = 一 yg :~Y. 
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唯一 有 意义 的 东西 是 定义 为 可 以 发 射 任何 数目 软 光 子 过 程 的 散射 振幅 , 其 中 
每 个 光子 的 能 量 都 小 于 一 个 特定 值 wmax, 此 值 为 满足 软 光 子 理论 成 立 条 件 的 
最 大 值 . 也 就 是 说 , 只 有 求 和 


Wmax 1 Wmaex Wmax 
do = doel 十 doa | dw 十 doa [ dw 上 du 二:… (122.2) 
0 “Jo 0 


是 有 意义 的 , 其 中 doa 为 不 发 射 光 子 的 散射 截面 , 而 dw 为 电子 发 射 一 个 频 
率 为 w 的 光子 的 微分 概率 . 这 里 假设 dcs 本 身 是 作为 微 扰 论 级 数 来 计算 的 ， 
即 作为 a 的 级 数 展开 .因此 , 将 (122.2) 中 a 的 每 一 级 的 项 代入 , 我 们 就 可 得 
到 do 作为 a 的 级 数 展开 , 其 中 每 一 项 都 是 有 限 的 . 

在 一 级 玻 恩 近似 , doel ~ oa2. 当然 , 这 项 有 一 独立 的 意义 . 然而 如 果 考 虑 
对 doa 的 下 一 级 修正 (~ a3), 我 们 还 必须 包含 求 和 (122.2) 中 的 第 二 项 : 因为 
dw ~ ao 乘 以 du ~ a? 同样 给 出 一 个 ~ o 的 量 . 我 们 将 表明 , 当 这 两 个 量 
相 加 时 红外 发 散 将 消失 . 

在 形状 因子 f (117.17) 中 的 发 散 项 为 @ 











振幅 (122.1) 中 对 应 的 项 为 


而 在 截面 (121.5) 中 
do/ 
doinfra — _aF nm . [yul le (a) Tos. 

与 致 恩 截面 比较 本 

0 

do = [wy ul le dD) To 
我 们 求 出 
donfe ~ QF In 本 .da 上 GD (122.3) 

(122.2) 式 的 第 二 项 , 采用 (120.11) 的 aw, 给 出 


ee 2 max 
dra 人 dz = QF In ‘dot. (122.4) 
0 





@ 在 概率 dw 中 需要 考虑 的 辐射 修正 由 wmax 的 值 控制 ; 极限 w 一 0 对 应 经 典 情 
形 , 这 时 辐射 修正 为 零 ,所 以 , 通过 取 足 够 小 的 wmax, 总 可 以 使 辐射 修正 很 小 . 
@ 此 表示 式 容 易 利 用 如 下 关系 证 实 : 
由 | 本 本 
m VE 
这 是 jg| 与 (117.17) 式 所 用 的 量 之 间 的 关系 . 
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最 后 , 将 (122.3) 与 (122.4) 相 加 , 我 们 得 到 





-da . (到 ja J (122.5) 


我 们 看 到 , 软 虚 光子 (|k| ~ 入 ) 对 发 散 的 贡献 和 发 射 相同 类 型 实 光 子 对 发 
散 的 贡献 相互 抵消 了 . 在 其 它 任 何 散 射 过 程 中 也 发 生 类 似 的 结 

散射 截面 还 与 wmax 有 依赖 关系 , 这 是 由 于 wmax 出 现在 散射 作为 一 个 可 
发 射 任何 数目 软 光子 的 过 程 的 定义 中 . 这 种 过 程 的 截面 自然 将 随 光子 频率 上 
限 减 少 , 我 们 将 这 些 光 子 的 发 射 看 成 是 属于 该 散射 过 程 的 . 

现在 我 们 来 确定 散射 截面 的 完全 的 辐射 修正 . 按照 标准 的 规则 ( 见 (65.7)) 
进行 , 对 初 态 电 子平 均 并 对 终 态 电子 求 和 我 们 求 出 截面 


doc 一 dat) + doraa = |eg(g)PtrfO2 十 mm)00 + YQrag) 





Se do’ 
x (9p + mM) + oa )} gr: (122.6) 
按照 (122.1)， 
Qrad = 4+ by:g, =7 Qa =at+by.g, 
1 
a=f(-q)—1— P(e ) b= 790-9) 
到 与 a 与 成 线性 的 项 , (122.6) 的 迹 为 
tr{-- '}=2 (= 一 4) (1 + 2a) — 2bmg?. 
因此 
1 有 
dra =2 {hg) 1- BP do, (122.7) 


其 中 dat 为 非 极 化 电子 散射 的 玻 恩 截面 (80.5), 形状 因子 f 加 了 下 标 入 是 为 
了 明显 地 表明 是 在 光子 质量 和 处 截断 的 . 

现存 我 们 只 需要 在 (122.7) 式 中 加 上 发 射 软 光 子 的 截面 . 如 果 我 们 将 及 
写成 如 下 形式 : 


用 (一 g9) 一 ] 一 3 CT (时 ) nm ln— x + QF,, (122.8) 


那么 由 (120.11), 这 个 相 加 简单 地 意味 着 将 (122.7) 中 的 f 换 成 





oa lq| m a 
wmaox = 1— ~F F 22. 
上 2 ) In Dogme 5 1 十 aFs (1 9) 
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通过 此 改变 , (122.7) 式 给 出 了 最 后 的 答案 . 
在 非 相 对 论 极 限 , 我 们 有 名 





2 11 
A 了 ( 二 下 豆 ) ， gm. (122.10) 
max 


外 场 的 特殊 形式 只 是 通过 dcG) 才 出 现在 对 截面 的 征 射 修正 中 的 ; 在 
(122.7) 式 括 号 中 的 因子 是 通用 的 . 在 非 相对 论 近 似 




















2a dg? 19 
dorad = -da0) .村 (mn + ») ， <m (122.11) 


些 式 包 括 (122.7) 式 中 所 有 项 的 贡献 . 在 相反 (极端 相对 论 ) 的 极限 , 主要 贡献 
仅 米 自 fs 一 1 中 的 项 : 








dorad 一 一 dot 2 ln In : ， gq > mz. (122.12) 
TT mm Wmax 


最 后 , 可 以 指出 , 这 里 考虑 的 辐射 修正 并 不 引起 任何 附加 的 极 化 效应 , 而 
这 种 极 化 效应 在 一 级 玻 恩 近似 中 是 不 存在 的 (与 $121 中 讨论 的 二 级 玻 恩 近似 
不 同 ). 原因 在 于 一 级 玻 恩 近似 的 这 个 特殊 性 质 根本 上 是 由 于 S$ 矩阵 是 厄 米 的 . 
而 这 个 性 质 即使 在 考虑 以 上 描述 的 辐射 修正 时 是 仍然 保持 的 , 因为 在 此 近似 ， 
在 散射 道中 没有 实际 的 中 间 态 (所 以 么 正 关系 的 右边 为 零 ). @ 
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辐射 修正 使 一 个 电子 在外 场 中 束缚 态 能 级 产生 一 个 位 移 , 称 为 兰 姆 移 位 . 
这 个 类 型 中 最 有 兴趣 的 情形 是 所 原子 (或 类 氢 离 子 ) 的 兰 姆 移 位 .@ 
@ 此 式 与 非 相 对 论 公 式 (117.20) 的 区 别 为 有 如 下 变化 


In 和 A ln2wmax — 5/6. 











@ 对 于 只 在 二 级 微 扰 论 近 似 出 现 的 过 程 的 辐射 修正 的 计算 是 相当 繁 难 的 , 这 里 就 





| 不 给 出 了 . 我 们 只 简单 地 列 出 一 些 参考 文献 : L. M. Brown, R. P. Feynman，Phys，Rev. 





85.231, 1952 (光子 被 电子 散射 的 辐射 修正 ); 工 Harris, L. M. Brown, Phys. Rev., 105.1656, 
1957 (对 两 光子 对 漂 没 的 辐射 修正 ); M. L. G. Redhead, Proc. Roy Soc, A220, 219,1953, P. 
B. IIomrosmg, KOT®. 31.449, 1956; HI. H. Bomns, YKOTE. 35, 707, 1958 (对 阻尼 辐射 的 辐 
射 修正 ). 

@ 氧 原子 能 级 的 位 移 最 早 是 由 互 . A. Bethe (1947) 用 非 相 对 论处 理 到 对 数 精确 性 
而 计算 的 ; 这 个 工作 对 后 来 整个 量子 电动 力学 的 发 展 提供 了 原始 的 动力 . 2stya 与 2p1y2 
能 级 之 差 ( 微 扰 论 的 第 一 级 非 零 近 似 ) 是 由 N. M. Kroll 与 W. E. Lamb (1949) 精确 计算 
的 ; 能 级 移 位 的 完整 公式 则 属于 V. F. Weisskopf 与 J B. French (1949). 
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求 能 级 修正 的 严格 方法 要 用 到 外 场 中 的 电子 传播 子 (8109). 但 是 , 如 果 
Za < 1, (123.1) 


就 有 可 能 用 较 简单 的 方法 处 理 , 在 此 方法 中 将 外 场 看 成 一 个 微 扰 . 

在 对 外 场 的 一 级 近似 中 ,一 个 电子 与 恒定 电场 相互 作用 的 辐射 修正 , 可 用 
电子 在 这 种 场 中 的 散射 的 两 个 图 (121.2) 描述 ; 这 两 个 问题 的 相互 转化 至 多 只 
需要 一 个 简单 的 变换 即 可 ( 见 下 面 ). 

然而 , 容易 看 到 , 这 个 处 理 只 能 给 出 由 于 与 足够 高 频率 的 虚 光 子 相互 作用 
产生 的 移 位 部 分 . 比如 , 我 们 考虑 对 电子 散射 振幅 的 下 面 的 辐射 修正 (看 成 对 


外 场 的 修正 ): 
(123.2) 
-------- 


(与 (121.2b) 不 同 , 此 图 包含 两 个 外 场 项 角 ). 在 对 dsk 的 积分 范围 中 (其 中 ko 
足够 大 ), 这 个 修正 包含 Za 更 高 的 等 次 , 因此 是 不 重要 的 , 但 是 这 个 图 中 的 第 
二 个 外 场 项 角 将 带 人 又 一 电子 传播 子 G(f). 但 当 小 时 , 自由 端 p 与 p' 是 非 
相对 论 的 , 虚 电 子 动量 f 的 重要 什 为 靠近 传播 子 G(j 极点 的 值 . 因此 出 现 的 
小 分 母 就 和 额外 的 小 因子 Za 相 消 . 同样 推论 明显 地 可 以 应 用 于 对 外 场 的 所 
有 阶 的 修正 . 于 是 在 低频 虚 光 子 时 , 外 场 必 须 精确 考虑 . 

我 们 可 以 将 所 要 求 的 能 级 位 移 @ 8Es 分 为 两 个 部 分 : 











5, = ED + SE (123.3) 


其 右边 两 项 分 别 代表 和 频率 范围 为 TD ko > x 与 (TI) ko < x 的 软 光 子 的 相互 
作用 ; x 的 选取 要 使 得 
(Za} mx <m (123.4) 


其 中 22a2m 与 原子 中 电子 的 束缚 能 有 相同 量 级 . 于 是 在 区 域 1 一 级 近似 考 
虑 核 场 就 足够 了 . 在 区 域 I, 核 场 必 须 精 确 处 理 , 但 是 另 一 方面 , 由 于 x < m， 
我 们 可 以 在 非 相 对 论 近 似 下 解 这 个 问题 一 一 不 只 是 对 电子 本 身 , 而 且 对 所 有 
的 中 间 态 都 可 以 . 利用 条 件 (123.4), 两 个 计算 方法 的 适用 范围 有 重 共 , 因此 有 
可 能 将 能 级 修正 的 两 部 分 作 精 确 的 “连接 ”. 

名 在 这 一 节 , Es 用 于 标记 原子 中 电子 的 能 量 , 不 包括 其 静止 能 量 . 下 标 s 代表 确定 
原子 状态 的 所 有 量子 数 . 
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移 位 的 高 频 部 分 

我 们 先 考虑 区 域 这 里 , 在 去 掉 在 区 域 II 重要 的 虚 光子 的 贡献 后 , 有 可 
能 将 修正 (122.1) 应 用 于 散射 振幅 . 这 对 形状 因子 g 只 有 小 的 贡献 , 因此 它 可 
以 保持 不 变 . 然而 , 由 于 红外 发 散 , 低频 虚 光 子 对 /有 较 大 贡献 . 于 是 在 (122.1) 

式 中 的 / 必须 取 为 函数 ,区域 和 < x 已 经 被 排除 了 

这 个 计算 可 以 直接 通过 对 区 域 ho < x 积分 的 作 减 除 来 完成 , 但 是 所 
要 求 的 结果 并 不 需要 重新 计算 , 利用 $122 的 结果 即 可 得 到 . 为 此 , 我 们 指出 ， 
扣除 to < x 的 频率 可 看 成 一 种 红外 截断 的 方法 . 而 散射 截面 修 正 的 结果 , 是 
应 该 和 所 用 的 截断 无 关 的 , 为 此 只 要 对 实 的 软 光子 发 射 概率 用 同样 方式 截断 ， 
即将 “弹性 ”散射 概念 包括 发 射频 率 为 从 x 到 指定 的 wmax 的 光子 . 如 果 取 
wmas = 2 就 不 需要 明显 地 考虑 光子 的 发 射 , 因此 我 们 看 到 , 户 可 从 8122 确 
定 的 fs 通过 简单 地 将 wmax 换 成 x 来 得 到 . 特别 是 , 在 非 相 对 论 情形 


2 1 
a Wa (x J 号 ) (123.5) 












































2xx 24 


我 们 现在 将 修正 (122.1) 变换 为 散射 振幅 , 这 可 通过 将 它 表 示 为 对 场 中 电 
子 有 效 势能 相应 修正 的 结果 来 做 . 将 振幅 (122.1) 





—e(u"”Qrag Bu) 


和 玻 恩 散射 振幅 (121.6) 
—e(u" Bu) 


比较 , 我 们 看 到 修正 由 如 下 函数 给 出 (在 动量 表象 中 ) 
ce85(9) = e@rad(9)5(9). (123.6) 


在 非 相对 论 情形 , 由 (113.14) 与 (117.20) 取 了 与 g, 并 用 (123.5) 的 f, 代替 了， 
我 们 得 到 


2 
加 ad mm 11 1 Qa 
56(g) = { rr 人 十 5 i) 十 了 ?| g(g). (123.7) 





在 坐标 表象 中 的 对 应 函数 85(r) 为 2 


55(7) 








[ed m 11 1 CQ 
一 = : 123. 
Bre (nn 2 ES 3) Ag(r) Up Vg(r) (123.8) 


@@ 我 们 强调 指出 , 对 势 的 这 个 修正 和 8114 中 讨论 的 不 同 , 后 者 仅 包 括 对 库仑 场 的 
真空 极 化 效应 (图 (121.2a)). 修正 (123.8) 则 与 场 和 电子 的 相互 作用 相关 联 , 它 还 包括 电 
子 运 动 变化 的 影响 (图 (121.2b)). 
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能 级 位 移 554 可 通过 e8g(r) 对 电子 在 原子 中 非 微 扰 态 的 波 函数 平均 
来 求 出 , 即 为 相应 的 对 角 和 矩阵 元 :@ 


SB = (mn "于 + 号 -ee IAgls) — 








i (sly ‘Vo|s). (123.9) 


3nm2 2x 24 

















第 一 项 中 , 非 相 对 论 电 子 波 函数 足以 满足 平均 的 需要 . 但 在 第 二 项 中 , 这 
个 近似 是 不 够 的 : 对 非 相 对 论 函 数 的 零 级 近似 由 于 7 矩阵 中 无 对 角 元 而 等 于 
零 . 因此 我 们 必须 采用 $33 推出 的 近似 相对 论 波 函 数 ， 


并 保留 小 分 量 x (在 标准 表示 中 ). 我 们 有 
VV=YoX— Xo 


并 由 (33.4) 式 代 人 


ES CI .站 pp = i .TV 


利用 恒等式 (33.5) 并 分 部 积分 , 我 们 得 到 
(hy vo) = -5 {rl voe vo) + (Vp° oj vo)p)ds 
es zs /eas ‘wp—2io.9[VE x Vol}diz. 


由 于 $= (7)， 
rdg 


7 dr 


V6= 


并 因此 

-ic .[V56xV]= -eo L 
其 中 1 = -ir x Y 为 轨道 角 动 量 算 符 . 最 后 , 将 所 得 的 表示 式 一 起 代入 (123.9) 
式 , 我 们 有 


3 
(D2 i 19 
SFE. ee (n 3+ 太 (s|ABls) 十 


其 中 两 项 的 平均 都 是 对 非 相 对 论 波 函 数 进行 的 . 


他 严格 来 说 , 8117 定义 的 形状 因子 与 有 两 条 外 电子 线 (p? = p2 = m?) 的 顶 角 算 
符 相 联系 . 对 原子 中 的 电子 , 能 量 E, 为 与 p 无 关 的 能 级 . 然而 在 区 域 1, 这 个 区 别 可 以 
忽略 . 





1 


r dr 








a s)， (123.10) 
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移 位 的 低频 部 分 


为 计算 能 级 位 移 的 第 二 部 分 , 我 们 采用 一 种 根本 上 基于 么 正 性 条 件 的 
方法 . 

由 于 可 发 射 光子 , 原子 的 激发 态 不 是 严格 的 稳定 态 , 而 是 准 稳定 态 . 可 以 
用 一 个 复 的 能 量 值 描述 这 种 状态 ， 如 果 ww 为 此 态 的 襄 变 概率 , 对 应 着 总 的 光 
子 发 射 概率 , 则 能 量 的 虚 部 为 人 ( 见 第 三 卷 , 8134). 在 非 相 对 论 近 似 , 有 偶 
极 辐 射 , 并 且 由 (45.7) 式 








1 
ImSF, = 一 一 us 一 二 一 元 -> [dss 2 (Es 一 Es) 


其 中 求 和 对 所 有 较 低能 级 (Es, < ,) 进行 , 或 等 价 地 ， 


Im8E, = -3/ dw: Yldssl? (Bs ~ Es)8(B, — Es 一 中. (123.11) 
3.o 





为 求 出 58 的 实 部 , 我 们 必须 将 E。 看 成 一 个 复 变 量 并 进行 解析 延 拓 . 为 
此 可 将 8 函数 处 理 成 源 自 极点 . 如 通常 那样 , 避免 极点 的 规则 是 在 虚 粒 子 的 
质量 上 加 一 个 负 的 虚 部 , 这 里 就 是 加 到 原子 中 间 态 中 的 电子 质量 mw 上 . 这 就 
是 ms = m+Bs, 所 以 我 们 必须 取 





Es — Es — i0, 


因此 





8(Es ~ Es, — w) = (123.12) 


es Es —w Fi0’ 
参见 (111.3) 式 . 
将 (123.12) 代入 (123.11), 我 们 求 出 


,BB 
ImSE;, = Im; = dw . Dd E.— Er—w+i0. 


所 要 求 的 解析 延 拓 现 在 可 以 简单 地 通过 赂 去 符号 Im 来 得 到 , 但 是 我 们 从 5E。 
中 必须 只 取 来 自 频率 在 区 域 I(w < x) 的 贡献 的 部 分 . 为 此 , 只 需要 将 积分 上 
限 换 成 zx. 积分 结果 为 


8B = 二 Dl P(E — Bo) hi (123.13) 


十 i0- 


由 于 不 等 式 (123.4), 差 BE, 一 Bs 在 上 限 与 x 比较 可 忽略 . 今后 , 我 们 将 只 关心 
能 级 的 实 部 , 它 可 通过 用 x/|Es 一 Bs| 作为 (123.13) 中 对 数 的 宗 量 来 得 到 
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在 表示 式 (123.13) 中 , ln x 项 可 通过 将 偶 极 和 矩 d = er 的 矩阵 元 换 成 动量 
p= 二 mv 及 其 微 商 旋 的 矩阵 元 作 变 换 : 


全 
Dd (Bs — Es) = 一 写 》 lpsxP(Bv — Es) 
ie? 
3 9m2 》{(D)ss “Ps’'s ~— Pss’: (PD)s's}. 
现在 按照 电子 的 算 符 运 动 方程 2 二 -ey$ 对 力作 代 换 , 我们 得 到 
2 |a@sy 2 人 Ba Es)’ 一 和 va ss “Ps's — Pss’: (V @)s s} 


汪 23(slp: VE— Vg.pls) 


es 
因此 代替 (123.13) 式 , 我 们 可 以 写 出 
2x 2 
68D = 0 7 nt P(E -Bind Eo (123.15) 
总 的 能 级 移 位 
最 后 ， en 我 们 得 到 能 级 移 位 的 如 下 公式 : 
m e3 
0 E,, — E,) ma 上 3 (slAGls 5) 
3 


如 所 期 待 的 , 辅助 量 x 不 再 出 现 .人 

(123.16) 式 中 的 所 有 箱 阵 元 都 是 对 原子 电子 的 非 相对 论 波 函 数 给 出 的 . 对 
氢 原 子 或 类 氧 离子 , 这 些 波 函 数 只 依赖 于 三 个 量子 数 : 主 量子 数 n, 轨道 角 动 
量 ! 及 其 分 量 m, 而 与 总 角 动 量 ) 无 关 ; 对 应 的 能 级 只 依赖 于 引进 如 下 表 
达 式 @ 





n3 m(Ze2)? 
Lni 一 一 一 ‘Lm 2(Bw — En In—— —— . .17 
a in (123.17) 


@ 确定 能 级 移 位 的 下 一 级 修正 包含 很 复杂 的 计算 . 关于 这 个 修正 的 最 完整 的 综述 
与 系统 的 推导 以 及 相应 的 文献 , 由 G. W. Erickson, D. R. Yennie, Annals of Physics, 35, 271, 
447, 1965 给 出 

"的 矩阵 元 对 ;是 对 角 的 并 与 ; 无 关 ; 因此 , (123.16) 式 对 s 的 求 和 简化 为 对 mw 1 
与 m 的 求 和 . 由 于 空间 各 向 同性 , 求 和 (123.17) 自然 也 与 m 无 关 . 
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能 级 正比 于 (Ze2)2, 原子 的 特征 长 度 正比 于 Ze2, 所 以 (123.17) 式 定义 的 Ln 
与 Z 无 关 . 对 它们 可 以 进行 数值 计算 . 

我 们 将 ! = 0 情形 与 1 入 0 情形 分 开 讨 论 . 当 1 = 0 时 , (123.16) 式 中 的 最 
后 一 项 为 零 . 在 第 二 项 中 , 我 们 利用 方程 


eAB = 4nr2e25(r), 


核 的 库仑 位 势 就 满足 此 方程 . 由 此 
4m3(Ze2)4n 3 1=0, 


(nimlA ginlim) = 4r2Ze’Iwnm(0)|? = | . i 


(参见 (34.3)). 在 第 一 项 , 用 (123.17) 的 表达 式 和 (123.14) 式 ， 
2m(Ze?)t 
5 lnmrino0) (Br ~ En)’ = 273(n00|A TIn00) = 下 ) 


nm 


这 给 出 s 谱 项 移 位 的 如 下 表示 式 (用 通常 单位 ): 





4mce?2 Ztas 1 19 
Fn0 = 一 一 一 | 了 一 一 一 十 也 一 一 123.1 
3mm3 (Za)? Wo 30 ( 
Tmo 的 一 些 数值 为: 
一 二 2 3 4 CO 


Lno = 一 2.984 一 2.812 一 2.768 一 2.750 一 2.721 
未 微 扰 的 能 级 为 为 = 一 me2(Za)?/2m2, 所 以 , 辐射 移 位 的 相对 大 小 为 


SFno 
Eno 


当 1! 关 0 时 , (123.16) 式 的 第 二 项 为 零 . 第 三 项 可 利用 834 的 公式 计算 , 并 
得 到 能 级 移 位 与 数 ;j 的 依赖 关系 . 结果 为 
4mc’ Za 区 3j(j+1)— ll+1)— 3/4 | 
3rm3 8 /0 十 1)(2 十 1) 
因此 , 辐射 移 位 解除 了 在 考虑 自 旋 轨道 耦合 后 剩 下 的 最 后 简 并 , 即 有 相同 
n 与 但 1=j 土 > 不 同 的 简 并 . 例如 , Lz1 的 数值 为 +0.030, 而 公式 (123.18) 一 
(123.20) 给 出 所 原子 的 2s1y2 与 2p1y2 能 级 之 差 为 


1 
~ F208 In 人 (123.19) 





SFEni = 1¥0. (123.20) 


F200112) E21(112) 0.41me?os, 


对 应 于 频率 1050MHz. 
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$124 介 原 子 能 级 的 辐射 移 位 


在 8118 的 末尾 , 我 们 已 经 指出 , 电子 真空 极 化 在 由 子 磁 矩 的 辐射 修正 (二 
级 近似 ) 中 起 着 重要 的 作用 . 这 在 4 氧 介 原 子 (一 种 由 一 个 质子 和 一 个 上 子 
组 成 的 类 氧 原子 系统 ) 的 辐射 移 位 中 更 是 如 此 (甚至 在 一 级 近似 中 ) (A. A. 
[araHHH， 开 . H. IIoxepaadyK,， 1952). 

在 8123 计算 通常 原子 的 能 级 移 位 中 , 我 们 特别 考虑 了 电子 真空 极 化 效应 
(图 (121.2a) 中 的 电子 圈 ). 假如 在 介 原 子 中 关子 的 真空 极 化 效应 也 作 类 伏 处 
理 , 那么 整个 计算 就 可 以 应 用 于 这 里 , 只 要 简单 地 将 电子 质量 m = me 换 成 凡 
子 质量 mw 即 可 . 由 于 能 级 的 相对 移 位 (123.19) 与 电子 质量 无 关 , 对 氢 介 原子 
应 该 得 到 相同 的 结果 . 

不 难看 出 , 电子 真空 极 化 效应 对 介 原 子 的 能 级 移 位 有 大 得 多 的 影响 ， 
为 图 中 的 圈 换 成 电子 圈 意 味 着 j 极 化 算 符 换 成 电子 极 化 算 符 ; 而 极 化 算 符 
P(92) 对 非 相 对 论 的 9 值 是 和 粒子 质量 平方 成 反比 的 . 因此 上 述 改 变 将 使 效 
应 增 大 一 个 因子 (my/me)?, 正 是 这 个 贡献 确定 了 能 级 移 位 的 量 级 为 : 


























或 者 , 比 通常 的 氧 原子 要 大 四 个 量 级 . 这 个 效应 的 起 源 可 以 更 清楚 地 看 出 , 只 
要 注意 到 库仑 位 势 被 真空 极 化 的 变形 一 直 扩 展 到 距离 ~ 1/me 的 范围 (8114). 
在 通常 的 氧 原子 中 , 电子 离 原子 核 的 距离 为 1/(mea) 量 级 , 即 在 场 受 变 形 主要 
区 域 的 外 边 , 而 在 介 氢 原子 中 久子 处 在 距离 ~ 1/(mya), 它 处 于 变形 的 主要 区 
域内 . 

然而 , 为 了 精确 地 计算 介 原 子 中 的 能 级 移 位 , 对 极 化 算 符 不 可 能 采用 近似 
的 非 相 对 论 表 示 式 , 如 在 通常 原子 中 用 (123.7) 式 求 能 级 移 位 时 所 做 的 那样 . 
原因 是 在 介 握 原子 中 子 的 特征 动量 为 |py| ~ amy. 对 于 j 子 而 言 , 这 个 动 
量 是 非 相 对 论 性 的 , 而 对 于 电子 则 是 相对 论 性 的 . 

因此 , 我 们 必须 对 被 电子 真空 极 化 变形 的 核 场 的 有 效 位 势 采 用 完全 的 相 
对 论 公式 (114.5). 通过 对 原子 中 j 子 波 函 数 平均 求 出 能 级 移 位 : 





















































SEn = -lel [ mlSg tes = -lol / Br)ran (124.1) 
其 中 Ri 为 ( 非 相 对 论 ) 库仑 波 函 数 的 径 向 部 分 . 对 一 个 核电 荷 为 Z|e| 的 类 和 氢 
离子 , 函数 Rui(r) 只 是 通过 一 个 无 量 纲 组 合 p = Zarnppr (以 库仑 单位 计量 的 


Q@ 由 于 类 似 的 原因 , jp 子 真空 极 化 效应 对 通常 氢 原 子 能 级 位 移 的 贡献 则 相反 是 可 
以 忽略 的 . 
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距离 ) 依赖 于 ”. 利用 这 个 事实 并 代入 (114.5) 的 8@6(r) (用 电荷 2|e| 代替 el)， 
我 们 可 以 将 积分 (124.1) 变 为 如 下 形式 : 




















2 3 Me ) 
i i 124.2 
Fn 3xe mpZ On (到 一) 9 ( ) 
其 中 
CO CO 1 2 ee 1 
Qni(7) = pdp .| R2(p)e™ 27¢ @ 十 去) VS 3— dC. 
0 1 26 6 
于 是 , 氧 介 原子 的 前 几 个 能 级 的 数值 计算 给 出 如 下 相对 移 位 : 
SF10 _3 GE20 i SF21 2 
一 一 6.4 x 10 一 ， 一 一 2.8 x 10™%, 一 一 2.0 x 10™, 
[Biol |Ezol [E21 
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在 前 节 中 用 于 计算 原子 能 级 辐射 移 位 的 方法 不 能 用 于 对 解决 如 像 确定 电 
子 偶 素 能 级 修正 这 样 的 问题 , 这 种 系统 由 两 个 同等 的 粒子 组 成, 其 中 任何 一 个 
粒子 都 不 能 看 成 是 作用 于 另 一 个 粒子 的 外 场 的 源 . 

解决 这 个 问题 的 系统 方法 , 是 基于 束缚 态 的 能 级 是 这 两 个 粒子 相互 散射 
的 精确 振幅 作为 它们 质心 系 总 能 量 的 函数 的 极点 这 一 事实 . 对 任何 一 个 离散 
能 级 , 电子 偶 素 可 以 看 成 为 一 个 有 一 定 质量 的 “中 间 态 ”, 它 能 够 在 电子 - 正 
电子 散射 过 程 形 成 并 作为 其 一 个 阶段 ,而 且 每 个 “ 单 粒 子 ”中间 态 有 散射 振幅 
的 一 个 极点 与 其 对 应 ; 这 些 极点 自然 处 于 参与 散射 的 粒子 的 四 维 动量 的 非 物 
理 区 内 

按照 (106.17) 式 , 精确 的 散射 振幅 将 精确 的 四 端点 顶 角 部 分 fis 与 粒 
子 的 极 化 振幅 组合 在 一 起 . 极 化 振幅 明显 地 与 极点 奇异 性 没有 联系 , 因此 ， 
更 方便 的 是 略 去 它们 , 专注 于 顶 角 部 分 本 身 的 极点 , 即 如 下 函数 的 极点 





























Tipim (Pp , —p+; PD—, —p'), (125.1) 


其 中 对 图 (106.12) 的 外 线 四 维 动 量 的 标记 对 应 于 正 电 子 被 电子 的 散射 . 
应 该 强调 指出 , 声称 极点 存在 是 对 精确 的 散射 振幅 或 精确 的 顶 角 部 分 而 
言 的 ; 在 微 扰 论 级 数 的 任何 单独 项 中 都 没有 极点 , 这 可 以 从 每 一 级 近似 的 费 曼 
图 只 包含 电子 线 (或 光子 线 ), 而 没有 属于 组 合 粒子 电子 偶 素 作为 一 个 整体 的 
线 这 个 事实 看 出 . 因此 可 以 得 出 结论 , 计算 靠近 极点 的 散射 振幅 应 当 包 含 一 个 
图 的 无 穷 级 数 的 求 和 . 涉及 的 图 可 以 用 如 下 方法 确定 . 
在 微 扰 论 的 第 一 个 非 零 近似 (对 a 的 第 一 级 近似 ) 下 , 顶 角 部 分 (125.1) 对 
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Pp p— —p+ p— 
p——pe 12- 十 P+ 
(125.2) 
一 于 一 三 2 一 p44 
(a) ~(b) 
mm = —e Yi ym Duw(p- 一 玉 ) 十 en 各 7 和 Duv(p- + p+). (125.3) 
在 下 一 级 近似 (对 a 的 第 二 级 近似 ) 有 十 个 四 级 图 : 
p— p— 
- | > 
! 1 
gq-p 1 | 2- 一 4 o 
q—p+—p-— ER 
一 2 AR = -Pt 
二 内 
(a) (b) (¢) 
/ , (125.4) 


(e) (d) 


以 及 由 (125.4) 通过 交换 p_ 与 -ph 得 到 的 五 个 图 . 与 (125.2) 式 相 比较 , 所 有 
这 些 图 包含 一 个 额外 的 e = a 的 寡 次 , 但 是 我 们 将 表明 在 图 (a) 中 这 个 额外 
的 小 寡 次 与 小 的 分 母 相 消 了 , 即 当 电子 与 正 电 子 动量 很 小 的 情况 . 

所 有 的 量 在 质心 系 中 取 值 , 但 是 由 于 图 中 外 线 的 四 维 动量 并 不 假设 是 物 
理 的 ( 即 关 m2), 在 这 个 系统 中 s+ 关 e-, 尽管 p. = 一 p-. 于 是 这 些 四 维 动 
量 为 


(e-,p), p+ = (E+, —p), 
p= (ep), p= (04,—p), (125.5) 
i 
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在 电子 偶 素 中 电子 与 正 电 子 的 束缚 能 为 ~ mo?. 因此 , 在 我 们 涉及 的 散射 振 
幅 极点 的 邻 域 ， 


| 四 全 |p| ~ ma & m, 


上 —ml ~ let -ml ~ p/m ~ ma2 ee 
图 (125.4a) 的 顶 角 部 分 的 贡献 为 
ri, = -这 {WOO ) a Gl ~p- -pr Ym 
xDy(g-)Dwp_ 一 人 (125.7) 


在 积分 (125.7) 中 , g* = (go, 9) 的 重要 范围 为 靠近 同时 是 两 个 G 函数 极点 的 地 
方 . 在 此 区 域 , |q| 与 |o 一 m| 是 小 的 , 电子 传播 子 为 


2 一 二 

qa 

= 一 一 一 入 一 | 一 和 一 一 十 训 
(ao +m)(go 一 mm) 一 g2 十 i0 2 [a 2m | ? 


(125.8) 





0 _ 2 = 宇 
Gl(g—p- —p1)S 2 3 2 -= -e+m+ 生 -| 
这 两 个 表示 式 的 极点 在 复 变 量 go 的 实 轴 的 相反 两 边 ; 靠近 在 上 半 和 平面 ( 例 
如 ) 回路 沿 这 个 轴 的 积分 路 径 , 我 们 可 以 从 在 对 应 极点 的 留 数 计算 对 dqo 的 积 
分 .巴结 果 为 
d3g 
EE 
° (q—p Pp -qi(2m—e ~ er + g/m) 
于 是 , 利用 (125.6) 式 , 我 们 有 数量 级 为 


三 (4a) A a2 (ma)s ee 1 
(ma)4ma2 m2a 





二 级 图 (125.2a) 对 醋 的 贡献 ((125.3) 式 的 第 一 项 ) 有 相同 数量 级 , 并 且 这 证 实 

了 上 面 关 于 图 (125.4a) 量 级 小 的 论断 . 类 似 情 形 在 微 扰 论 所 有 更 高 级 的 近似 
中 都 会 出 现 . 

因此 , 靠近 极点 的 相关 顶 角 部 分 的 计算 要 求 对 具有 类 似 图 (125.4a) 内 线 

的 中 间 态 的 一 个 “反常 大 ”的 图 的 无 穷 序 列 求 和 . 这 些 图 的 一 个 典型 性 质 是 它 

们 可 以 在 端 p_, -p+ 和 端 p' ,一 p 之 间 切 开 成 仅 由 两 个 电子 线 连 接 的 部 分 .@ 

@@ 对 于 图 (125.4c), 它 和 (125.4a) 的 区 别 只 是 电子 线 的 相对 方向 不 同 , 两 个 极点 将 


在 实 轴 的 同一 边 ,所 以 在 所 考虑 的 近似 下 积分 为 零 . 
@ 这 个 定义 包括 所 有 反常 大 的 图 ,但 同时 也 还 有 一 些 如 (125.4b) 那样 的 “正常 ”图 . 
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不 满足 这 个 条 件 的 所 有 图 的 集合 称 为 “ 紧 致 ”的 顶 角 部 分 并 用 Firm 标记 ; 因 
为 它 不 包含 反常 大 的 图 , 这 样 的 量 可 用 通常 的 微 扰 论 计算 , 例如 , 在 一 级 微 扰 
论 荆 由 两 个 二 级 图 (125.2) 给 出 , 在 二 级 近似 由 八 个 四 级 图 (125.4) 给 出 , 其 中 
去 掉 了 图 (a) 与 图 (b). 

假如 非 紧 致 项 角 部 分 按 “ 双 键 ” 的 数目 来 分 类 , 我 们 可 以 将 总 的 卫 表示 
为 一 个 无 穷 序 列 : 


Dp p— 
涝 Do PE (125.9) 


A 
了 p+ 


其 中 实 的 粗 内 线 为 精确 传播 子 9; 这 个 序列 通常 称 为 “梯形 ”序列 . 为 对 其 求 
和 , 我 们 在 左边 进一步 “ 乘 以 ”一 :@ 


与 原来 的 序列 (125.9) 式 比较 表明 


COR 站 2 le (125.10) 


这 个 图 方程 对 应 于 积分 方程 





im (Pp, —p+;P—, —p4) = iTip im (Pp , —p+;p-, —p4) 
+ Ta q—p4 —p ;gq,—p4)Gs(q)Gnr(q — pi —p) 
/ / dg 
xTipin(g, —p+; Pp- — PT -Pp-) a7 (125.11) 
函数 了 与 9 可 用 微 扰 论 计算 , 于 是 方程 (125.11) 就 可 以 原则 上 以 任意 精确 性 
确定 也. 

为 求 出 能 级 , 我 们 只 需要 知道 也 的 极点 位 置 . 在 极点 附近 , 也 六 三 所 以 ， 
(125.11) 式 右边 的 第 一 项 ((125.10) 右边 第 二 个 图 ) 可 以 略 去 , 于 是 方程 就 变 成 
对 醋 齐 次 的 方程 . 变量 p4 与 p- 和 下 标 上 与 1 变 成 参量 , 对 它们 的 依赖 关系 
是 任意 的 , 且 不 由 此 方程 本 身 确定 . 略 去 这 些 参 量 和 其 余 变量 pi, p' 的 撤 号 ， 


@ 这 也 就 是 , 在 这 个 序列 的 每 一 项 都 乘 以 工 与 两 个 9, 并 对 新 内 键 的 四 维 动量 
积分 . 
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我 们 有 
iTim(p-; —p+) = Ti sm(p_,q9 — p+ —p-;q, —p+)Gs(q) 


d4g 


2 (125.12) 





XGnr(q — p+ — Pp-)Tin(g;q — p+ 91 


(E. E. Salpeter, H. A. Bethe, 1951). 

方程 (125.12) 是 在 质心 系 中 写 出 的 (p+ 十 p- = 0), 它 仅 对 于 e+ 十 e- 的 
某 些 值 有 解 , 这 些 值 给 出 电子 偶 素 的 能 级 . 函数 I 只 起 着 辅助 的 作用 . 引进 
另 一 个 函数 在 实际 计算 中 更 为 方便 : 


Xsr(D1,D2) 二 Gsi(p1)Tin(p1; Pp2)Gnr (p2). (125.13) 





于 是 , 方程 (125.12) 式 变 为 


il9™ (p_)x(p-, p+)G (~p+)]im 


六 dg 
= | Firsmtp-,e p+ ~p-i0 —p+)Xsr(q,9 — p+ p-) Ta (125.14) 





其 中 荆 是 作为 积分 算 符 的 核 出 现 的 . 如 已 经 指出 的 , 了 可 用 微 扰 论 计算 , 9-1 
自然 也 是 如 此 . 

现在 我 们 将 表明 , 微 扰 论 一 级 近似 (对 a) 下 方程 (125.14), 如 应 该 的 那样 ， 
简化 为 电子 偶 素 的 非 相 对 论 酝 定 方 程 . 

在 第 一 级 非 相 对 论 近似 ,下 仅 由 图 (125.2a) 确定 ; 淹没 型 图 (125.2b) 在 这 
个 近似 下 为 零 .@ 由 于 与 883 中 相同 的 原因 , 在 库仑 规范 (76.12), (76.13) 中 取 
光子 传播 子 更 为 方便 , 且 在 此 规范 中 只 需要 留 下 Doo. 于 是 











7 一 0 一 Di0 p+) = -ey Doo(q —p-) = ~U(q — pW 
其 中 

U(g) = 一 4re /gq? 
为 正 电 子 与 电子 间 库 仑 相互 作用 势能 的 传 里 叶 分 量 . 方程 (125.14) 变 为 


iXim (p—, —p+) = ce {vla-p oa-pt -7 val-pt)| , 
(125.15) 





@ 在 电子 偶 素 中 的 粒子 速度 为 we ~ a. 在 这 个 意义 上 , 按 a 的 级 数 展开 和 按 1/c 
的 级 数 展开 是 相互 联系 的 . 
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其 中 我 们 还 将 精确 的 传播 子 9 换 成 自由 电子 传播 子 G. 后 者 由 近似 公式 给 出 
(参见 (125.8)) 





Gp ) a a 
其 中 已 将 矩阵 因子 分 离 , 9(p) 为 标量 函数 
gD) = [Em-p /2m) +i0. (125.16) 
在 将 这 些 表 示 式 代入 (125.15) 中 , 注意 到 所 有 非 零 矩阵 元 


1 十 >0 | m0 0 二 1 >0 一 1 
| = | x? 
2 2 |， 2 有 | 








都 等 于 和 抵 阵 元 一 xim. 因此 , 矩阵 方程 (125.15) 等 价 于 对 标量 函数 的 方程 
4g 
ix(p-, —p+) = —g(p-)9( 0 fo (q —p-)X(g,9 — p+ —p- ) 太 和 (125.17) 
现在 我 们 用 如 下 变量 代替 p+ 与 p- 
p 三 (ep) = 二 人 P=p +pi; 


这 些 变量 为 粒子 相对 运动 的 四 维 动量 与 电子 偶 素 整体 的 四 维 动量 . 在 质心 系 
中 , 已 = (BZ 十 2m,0), 其 中 已 +2m 为 总 能 量 , 因此 互 为 相对 于 静 质 量 的 能 级 . 
用 了 这 些 变量 , (125.17) 式 变 为 


so 人 Joe 人 音 
人 3)s (-p+3 3) /ze —p)x(g, P) a 


在 此 方程 中 , PP 仅 作为 一 个 参量 出 现 , 而 x 仅 以 积分 形式 出 现在 等 式 右边 
yq) = A Xe PYdgo. 
方程 两 边 对 ds 积分 , 我 们 得 到 一 个 对 wy 的 如 下 闭合 方程 : 


pp) = -让 / (ts)s (pots)a fv (g ~ py(g ) 


其 中 
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如 果 对 de 积分 的 路 径 通 过 复 变 量 e 上 半 平 面 (例如 ) 的 回路 闭合 起 来 , 我 们 就 
可 由 对 应 极点 的 留 数 计算 出 这 个 积分 , 得 到 


3 


2 
(于 -可 + [Up- oa 12519) 


这 正 是 动量 表象 中 电子 偶 素 的 苹 定 读 方 程 ; 见 第 三 卷 (130.4) 式 . 

如 果 在 荆 中 只 考虑 图 (125.2), 但 在 其 中 (和 在 9 中 ) 保留 按 1/c 展开 的 下 
一 级 项 , 我 们 应 该 得 到 布雷 特 方程 (883). 包含 图 (125.4) (与 按 1/c 展开 的 下 一 
级 的 项 一 起 ) 将 给 出 电子 偶 素 能 级 的 辐射 修正 , 但 计算 变 得 很 复杂 . 

下 面 是 正 态 电 子 偶 素 与 仲 态 电子 偶 素 基 态 之 间 的 能 级 差 , 包括 了 上 述 的 
修正 :中 


4 
ame” [7 


ES)— E(0)= a py {3 一 (¥ +In2) 一 一 呈 } (125.19) 
括号 中 的 第 一 项 为 精细 结构 能 级 分 裂 本 身 ( 见 884, 习题 2). 第 二 项 为 能 级 差 
的 辐射 修正 . 能 级 差 的 虚 部 则 源 自 仲 态 电子 偶 素 的 漂 没 概率 ( 见 (89.4) 式 ), 即 


由 于 能 级 150 为 复 的 这 个 事实 ; 对 于 仲 态 电 子 偶 素 , 能 级 宽度 是 与 能 级 实 部 的 
辐射 修正 同一 量 级 的 . 
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在 有 三 个 外 线 的 顶 角 部 分 后 面 , 复杂 程度 下 一 级 的 就 是 有 四 个 外 线 的 部 
分 . 在 量子 电动 力学 中 , 这 个 类 型 的 图 有 如 下 三 种 基本 图 是 可 能 的 : 


加 
| (a) (b) (c) 
第 一 个 图 描述 光子 被 光子 的 散射 ; 其 余 的 图 为 光子 (b) 与 电子 (a) 被 一 个 电子 
散射 的 辐射 修正 中 的 独立 项 . 
本 节 研 究 这 种 图 的 一 些 普 遍 性 质 , 但 是 , 为 简单 和 具体 起 见 , 我 们 只 讨论 
图 (126.1a). 


对 这 种 图 的 线 的 动量 作 如 下 标记 : 


© R. Karplus, A. Klein, Physical Review 87, 848, 1952. 
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ka = ki1+k2— ks k2 
~ 了 
SS a A 
qk y 4 如 (126.2) 





/4 kz \、 
k3 Se 
四 维 动量 各 ，k2，ks， ka 对 应 于 实 光子 , 因此 它们 的 平方 为 零 . 
如 果 将 对 与 光子 极 化 的 依赖 关系 分 开 写 出 , 对 应 图 (126.2) 的 振幅 My; 可 
用 光子 四 维 动 量 的 各 种 标量 函数 表示 . 这 些 就 是 870 讨论 的 不 变 振幅 ; 我 们 将 
在 8127 中 对 指定 的 光子 -光子 散射 情形 推出 这 些 不 变 振幅 . 作为 标量 , 它们 仅 
依赖 于 标量 变量 , 可 以 取 为 例如 以 下 这 些 量 中 的 任何 两 个 : 








Oe (hk1 十 k2)2, t= (k1 一 ka)>, 人 一 (k1 一 ha), S 十 上 十 公 一 0; (126.3) 


下 面 我 们 将 取 s 和 二 作为 独立 变量 
每 个 不 变 振 幅 , 它们 在 这 里 用 同一 字母 M 标记 , 可 写成 一 个 积分 : 





/ iBd4g 
~ / Bmla-)  Ml A ka) ma — Raj mo 
mm2 — m2? 一 i0, (126.4) 


其 中 瑟 为 所 有 四 维 动量 的 某 个 函数 ; 分 母 中 的 因子 来 自 四 个 虚 电子 的 传播 子 . 
当 s 和 + 足够 小 时 , 振幅 M 是 实 的 (更 确切 地 说 , 它们 可 以 通过 适当 选择 
相 因 子 做 成 实 的 ), 因为 如 果 s 小 , 光子 就 不 可 能 在 s 道 产生 实 的 粒子 (一 个 电 
子 - 正 电 子 对 ), 而 如 果 t 小, 对 t 道 也 是 同样 情形 .因此 , 按照 么 正 性 条 件 , 没 
有 一 个 道 可 以 有 导致 振幅 虚 部 的 实 的 中 间 态 . 
现在 让 s 增 大 , 而 七 保 持 为 一 个 小 值 . 当 s > 4m? 时 , 振幅 M 由 于 在 s 道 
可 能 由 两 个 光子 产生 粒子 对 而 有 一 个 虚 部 . 因此 我 们 可 将 M 写成 变量 s 的 一 


个 色散 关系 : Sy 
a ee 小 as (126.5) 
4m 








T 2 3 一 5 一 0 
其 中 his(s,t) 标记 M(s,t) 的 虚 部 . 


”“@ 如 图 (126.2) 所 示 的 外 线 方向 对 应 。 道 . 在 + 道 , 线 1 与 3 人 射 ,所 以 初 态 光子 的 
四 维 动量 为 与 -ks. 变量 s, 4 中 光子 -光子 散射 的 物理 区 为 图 8 (867) 中 的 阴影 间 
分 . 例如 , s 道 对 应 于 s > 0,t<0,w<0 的 区 域 . 
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如 在 有 以 下 形状 的 任何 图 中 那样 


ka 9 ko 


ks q— ki—k2 k1 


Ais(s,t) 可 用 规则 (115.9) 计算 , 用 6 函数 代替 积分 (126.4) 中 的 极点 因子 : 
/2 {iBS(q? 一 mm2)8[(g 一 太一 k2)? — m2] .4 
HAsd) = Qn)’ 全 直人 二 和 dt (126.6) 
其 中 的 积分 对 gq9 > 0 的 一 半 g 空间 进行 . 
注意 到 积分 (126.6) (极点 因子 ) 的 结构 类 似 于 如 下 图 表示 的 反应 振幅 的 
结构 , 我 们 可 进而 迈 出 重要 的 一 步 : 





ks g—k4a kz 
Kk1 gq—k2 ka 

















这 样 ，4is(s, 昌 作为 寺 的 函数 的 解析 性 质 类 似 于 振幅 的 解析 性 质 . 特别 是 , 只 
有 当 分 母 中 的 两 个 因子 同时 为 零 时 , 函数 4is(s,1) 才 可 获得 一 个 虚 部 ( 当 t 增 
大 时 ). 然而 ,一 旦 达到 值 4m2 (在 t 道 产生 粒子 对 的 出 ), 情况 就 不 同 了 . 原 
因 是 被 积 函 数 中 6 两 数 的 存在 限制 了 g 空间 的 积分 区 域 , 它 可 能 与 值 1 = dm? 
是 不 相 容 的 , 积分 区 域 的 范围 依赖 于 s (包含 如 与 有 a 的 8 函数 的 宗 量 ), 因此 ， 
在 极限 值 t=t.(s) 也 如 此 , 超过 这 个 极限 值 41,(s,t) 就 变 成 复 的 了 . 

以 同样 的 方式 M(s,t) 通过 (126.5) 式 用 其 虚 部 A1s(s,t) 表示 , 函数 A1s(s, 

反 过 来 通过 + 变量 的 色散 关系 用 4a(s = ImA1s(s, 来 表示 : 





A =i a. (126.7) 
T is t—t— 





现在 , 如 果 将 (126.7) 代入 (126.5) 式 ,我们 就 得 到 双色 散 关 系 或 振幅 M (s, 必 
的 曼 德 尔 施 塔 姆 表示 : 


4a( (8/ a pe 
M/s,t) se ys 0 ei ds’, (126.8) 
(S. Mandelstam, 1958). 
函数 As(s,t) 称 为 M(s,t) 的 双 谱 密度 . 可 以 从 积分 (126.6) 通过 两 次 应 用 
代 换 规则 (115.9) 来 得 到 它 . 为 简单 计 取 





1 一 人， 12 一 9 一 ja， 13 一 0 一 jc， l=q— hi— ko, (126.9) 
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我 们 有 
(2i)? Az(s,t) = (2mi)4 iB86(12 —7m?)8(12 — m2)6(13 —m?)5(12 —m?)dtg, (126.10) 


积分 对 g?9 > 0 的 区 域 进行 . 

然而 , 应 该 指出 , 公式 (126.10) 纯粹 是 符号 性 的 , 因为 区 域 s > 0,t>0 是 
韭 物理 区 , 因此 当 4 是 实 值 时 , 在 此 区 域 ,12,… 一 般 是 复 的 ; 而 8 函数 对 一 
个 复 的 宗 量 是 没有 很 好 定义 的 . 更 精确 的 方法 是 直接 取 原 始 积分 (126.4) 在 相 
应 极点 的 留 数 . 然而 , 在 我 们 的 情形 , 这 是 不 重要 的 , (126.4) 式 中 分 母 的 四 个 
表示 式 或 8 函数 的 四 个 宗 量 为 零 的 条 件 完全 决定 了 四 维 矢量 g 的 分 量 . 在 变 
到 对 好, 乃 , .… 的 积分 ( 见 下 面 ) 并 形式 上 应 用 通常 的 规则 于 (126.10) 时 , 我 们 
就 得 到 hs 的 表示 式 ( 除 符 号 外 ). 

为 继续 计算 , 我 们 采用 质心 系 (在 s 道 ). 于 是 

后 = (wk), ko=(w,—k), ks=(w,k), ka=(w,—k), (126.11) 
s=4w, t=—(k— hk")? = —4wsin’(0/2), 
w=—(k+k)? = —4w? cos?(0/2), 

其 中 0 为 k 与 k' 之 间 的 夹 角 (散射 角 ). 空间 笛 卡 几 坐 标的 x 轴 沿 矢量 k++ 尼 / 
方向 , 而 y 轴 沿 大 一 入 方向 . 包 

现在 我 们 将 通过 取 下 如, … 作为 新 的 积分 变量 代替 4 的 四 个 分 量 来 变 
换 积分 (126.10). 于 是 


(126.12) 


CH) 
DO 





211,,...， 
因此 这 个 变换 的 雅 可 比 为 
O(1, B18,12) _ 
O(g, gz, dy, 4z) 
其 中 D 为 由 四 个 四 维 矢 量 1, lo, … 的 16 个 分 量 组 成 的 行列 式 . 在 (126.10) 
中 的 积分 简单 地 归结 为 将 被 积 函 数 中 的 函数 B 与 D 用 它们 的 数值 代替 ,人 @ 当 


16D, 


==B=B=m. (126.13) 
由 条 件 且 = 用 = m?*, 如 在 8115 中 那样 , 我 们 有 ， 
qd =w, gq=w—m. (126.14) 


@ 当 t+>0,(k 一 kR”)?<0, 即 kk 是 虚 的 . 然而 这 个 困难 不 难 通 过 将 所 有 t<0 的 
矢量 表示 式 展开 并 解析 延 拓 到 :>0 区 域 来 绕 开 . 
@ 这 个 积分 方法 自动 考虑 了 5 函数 的 每 个 宗 量 中 只 有 一 个 为 零 . 
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另外 两 个 条 件 给 出 
(g— ka)? 一 mm2 = —2gk4 一 一 2w2 —2q:k’=0, 
(gq— km 一 一 202 一 2g .一 0， 
并 因此 
.k= .p=_ls 
qk=qgk =-71, 
或 , 以 分 量 形式 ， 
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0 一 一 一 一 一 
qd 一 WwW, dz 三 2(s 二 如? dy 0, 
有 2 1/2 
qs =+tVo mig= 圭 | . (126.15) 
于 是 积分 (126.10) 为 
4 
Az(s,t) = 三 Sy (iB), (126.16) 


其 中 求 和 对 (126.15) 给 出 的 g 的 两 个 值 进行 . 
行列 式 D 可 以 用 反对 称 单位 张 量 写 成 : 

万 = ejpvpold Yl! = ~epvpo gd KIRGRY = ~epwpo(q — hi) (ka — k1)” (ko — Ki) kT 
其 中 已 经 用 到 ejjpo 的 反对 称 性 . 由 于 四 个 因子 中 只 有 有 时 间 分 量 , 我 们 
推出 

D= ~wg':(k+i+k’) x (kk’). 
将 此 表示 式 在 上 < 0 展开 , 然后 延 拓 到 t > 0 区 域 , 我 们 求 出 
J + {stlst 4m?(s + t)]}? (126.17) 


这 里 需要 的 符号 选择 可 用 如 下 方法 来 做 . 为 简洁 计 , 设 B = 1. 于 是 在 物 
理 区 (s > 0,t < 0)4is(s, 四 < 0, 因为 (126.6) 式 分 母 中 的 两 个 因子 有 相同 的 ( 负 
的 ) 符号 : 





(qg— ka — m= -2 — 2g.k’ < 一 2wlw 一 ld) < 0， 

(g— ka -mm2 = 一 202 一 2qg.8< -2ww—|g|)<0 
(这 里 我 们 用 到 结果 (126.14), 此 结果 由 分 子 中 存在 两 个 8 函数 得 出 , 而 且 这 表 
明 |q| < 办.@ 于 是 由 (126.7) 看 出 , 当 s > 0,t > 0 时 , 42(s, 也 必须 是 负 的 


@ 当然 , 这 不 是 偶然 的 : 事实 上 , A1s 是 负 的 , 是 由 于 勾 正 性 条 件 ,这 在 上 = 0 时 特别 
清楚 ， 并 且 41s 确定 了 总 截面 . 
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(因为 , 如 由 (126.16) 式 明 显 看 到 的 , 42(s, 归 并 不 改变 符号 ). 这 意味 着 (126.17) 

式 中 必须 取 上 面 的 符号 , 最 后 给 出 

三 并 2 万 

{st[st — 4m2(s + t)]}1/2° 
因为 , 按 其 含义 ,4A2(s,t) 必须 是 实 的 , 于 是 有 进一步 的 条 件 : 表示 式 分 母 

中 括号 内 的 表示 式 以 及 s 与 上 都 必须 是 正 的 : 


42 = (126.18) 


st—4m(s+t)>0, s>0,t>0. (126.19) 


这 些 不 等 式 确定 了 双色 散 积分 (126.8) 中 积分 的 区 域 (图 23 中 的 阴影 区 ). 这 
个 区 域 的 边界 为 曲线 


st—4m2(s+t)=0 
以 s = 4m? 与 t= 4m2 为 渐 近 线 . 


| 








图 23 


(126.5) 与 (126.8) 形式 的 色散 关系 尚未 考虑 可 重 正 化 条 件 ; 如 果 直 接应 用 
它们 , 积分 将 发 散 , 因此 需要 进行 正规 化 . 对 振幅 M(s,t) 的 重 正 化 条 件 为 





M(0,0) = 0. (126.20) 


当 启 = k= ks = ka 二 0 时 ,光子 -光子 散射 振幅 必须 为 零 (并 因此 s = t=0)， 
因为 k=0 意味 着 势 在 时 间 与 空间 上 均 为 常数 ,对 应 于 没有 物理 的 场 ; 这 个 条 
件 将 在 8127 中 作 进 一 步 的 讨论 . 
为 了 将 此 条 件 自动 包含 进来 , 我 们 必须 写 “ 减 除 ”的 色散 关系 (如 由 (111.8) 
式 推出 (111.13) 式 那 样 ). 所 要 求 的 关系 可 通过 先 采 用 一 个 恒 等 变换 以 一 种 很 
自然 的 方式 得 到 : 
1 st 5 t 1 


(OR) (erm a Wnt ge 
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将 此 代入 (126.8) 式 给 出 
M(s,t) _ 5 [/ 2 t)ds’dt 必 光 f(s)ds’ tt f g(t)dt +0, 





J) st nx) (ss)s nx) Cat 





其 中 
f(s) 一 1 g(t) a 二 as 


”天 人 


然而 , 这 些 方程 只 有 当 所 有 积分 收敛 才 有 意义 . 否则 , 函数 f(s) 与 g(t) 和 
常数 C 必须 按照 重 正 化 条 件 指定 特定 的 值 , 取 


C=0, f(s)= Ais(s,0), g(t) = Ai(0,t), 


其 中 hii 为 M(s 坟 的 虚 部 , 对 给 定 的 小 s 它 将 随 t es (正如 hi1s 为 虚 部 , 对 
给 定 的 小 t 它 将 随 s 而 增 大 ). 这 些 方程 中 的 第 一 个 是 显然 的 : C = M(0,0) = 0. 
第 二 个 (和 类 似 地 第 三 个 ) 由 将 方程 


3 / f(s)ds’ 
Mh :| (8' 一 5)8/ 
与 按 (126.20) 写 出 的 “ 带 减 除 ” 的 单 色散 关系 (126.5) 比较 得 出 : 


Ais(s’, DD) 。 
M(sb)=2 二 /名 人 rd (126.21) 




















因此 ,“ 带 减 除 ”的 双色 和 散 关 系 最 后 为 


人 t) 1 
M(s,t) = 2 人 | dt 


Ais(s’, 0 / t Ai:(0,t’) , 
Tx 由 (8/ 3 3)8/ 十 区 化 二 t)t dt. (126.22) 


假如 s 与 +t 本身 在 积分 区 域内 , 积分 (126.21), (126.22) 必须 如 通常 那样 理解 为 
如 下 含义 














5 一 5 十 i0， 上 一 十 训 D. (126.23) 
8127 光子 -光子 散射 


光 被 光 的 散射 (在 真空 中 ) 是 一 个 量子 电动 力学 特有 的 过 程 ; 在 经 典 电 动 
力学 中 ,由 于 麦克 斯 书 方程 是 线性 的 这 一 事实 , 它 是 不 会 发 生 的 . 昌 


@ 在 低频 极限 , 这 个 过 程 由 E. Euler (1936) 首先 讨论 , 而 在 极端 相对 论 情 形 是 由 A. 
Hf. Axwesep (1937) 首先 讨论 的 . 这 个 问题 的 完全 解 则 属于 R. Karplus, M. Neumann (1951). 
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在 量子 电动 力学 中 , 光子 -光子 散射 被 描写 成 两 个 初 态 光子 产生 一 个 虚 
的 电子 - 正 电子 对 , 然后 这 个 电子 对 再 淹没 为 终 态 光子 . 这 个 过 程 的 振幅 (在 
第 一 个 非 零 近似 ) 用 四 条 外 线 各 种 可 能 相对 位 置 的 六 个 “正方 形 ” 图 表示 . 这 
些 图 包括 如 下 三 个 图 














ka k2 k2 ka ka 天 2 

~、、 / SS 4 ~、 /” 

a 4 区 、 (127 1) 
ks 向 k3 Nk1 ka ky 


(a) (b) (©) 


和 男 外 三 个 区 别 只 是 内 部 电子 线 相 反方 向 的 图 . 这 后 三 个 图 的 贡献 和 图 (127.1) 
的 贡献 相同 , 因此 , 总 的 散射 振幅 为 


Mp; =2(M®) 4 ME) 4 MO), (127.2) 


其 中 Ma，MG)，Mo 分 别 为 图 (a), (b) 与 (c) 的 贡献 . 
按照 (64.19), 散射 截面 为 


dg = | Mn os (127.3) 
其 中 do' 为 质心 系 中 沿 尼 方向 的 立体 角 元 . 在 此 参考 系 中 的 散射 角 记 作 0. 
变 振 幅 
将 四 个 光子 的 极 化 因子 分 开 写 出 , 我 们 有 如 下 形式 的 Myi: 
Mri = etesey’ eh" Myaywp; (127.4) 


四 维 张 量 Me。 ( 称 为 光子 -光子 散射 张 量 ) 为 所 有 光子 的 四 维 动量 的 函数 . 
如 果 将 这 个 函数 的 宗 量 用 对 应 图 中 外 线 方向 的 符号 写 出 , 那么 从 组 图 (127.1) 
的 对 称 性 明显 看 出 

My pvp lk1, ko2, ~—ks, —ka) 


对 四 个 宗 量 的 任何 交换 并 同时 交换 四 个 下 标 是 对 称 的 . 由 于 规范 不 变性 , 振幅 
(127.4) 在 e 换 成 e+ comstant .上 时 是 不 变 的 . 因此 我 们 有 


Ruor = WM Mppo =...= 0. (127.5) 
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由 此 不 难 推断 , 特别 是 , 散射 张 量 用 四 维 动量 名 ,kz,… 的 展开 必定 从 包 
含 分 量 的 四 元 乘积 的 项 开始 , 并 且 肯 定 地 有 


Mvp ld, 0, 0， 0) = 0. (127.6) 


然而 , 为 了 确定 实际 的 不 变 振幅 , 可 以 从 极 化 四 维 矢 量 e 的 一 个 特定 规范 
出 发 , 其 中 
et=(0,e), et = (0,e2),... (127.7) 


于 是 
Mi = TUiktmelite2ke3ledm (127.8) 
其 中 Mixm 为 三 维 张 量 . 
我 们 对 每 个 光子 取 相 反 转 动 方 向 的 圆 极 化 作为 两 个 独立 的 极 化 , 即 取 螺 
旋 性 指标 为 和 = 土 1 的 两 个 螺旋 性 态 . 


于 是 张 量 Mikrm 可 写成 
1 (127.9) 
入 1 入 2 入 3 入 4 





16 个 量 Myxaxax 为 st 与 也 的 函数 , 并 可 作为 不 变 振 幅 , 但 它们 并 不 都 是 独 
立 的 . 

量 Masrsrmu 为 三 维 标量 . 空间 反 演 改变 螺旋 性 的 符号 , 而 不 变量 s, t 与 
2 保持 不 变 . 因此 P 不 变性 的 条 件 给 出 如 下 关系 式 : 


MA Nz NaNa (s, t, u) 二 M_\ -A XAs—Xa(s, t, v2). (127.10) 


时 间 反 演 交 换 初 态 与 终 态 光子 ,但 不 影响 其 螺旋 性 ; s,t 与 4 也 仍 保持 不 变 . 因 
此 了 不 变性 条 件 给 出 如 下 方程 : 


Ma shs Xa (8, 1, w) = MhsXMAiN2 (s,t, 4). (127.11) 


最 后 , 从 振幅 Mr 在 交换 两 个 初 态 或 两 个 终 态 光 子 下 的 不 变性 可 得 出 一 个 进 
一 步 的 关系 式 . 如 果 做 两 个 交换 (ha, 如 we 好 ), 变量 s,t 与 粹 保持 不 变 ， 
极 化 指标 交换 导致 


Ma AsxsAi(5) 广 了 MaiNa Na (5,t,U). (127.12) 


不 难看 出 , 由 于 对 称 性 (127.10) 一 (127.12), 独立 的 不 变 振 幅 的 数目 只 有 五 个 , 它 
们 可 选取 为 , 例如 


Mtr++ M++—-, TI- -+-， M+——+, M+++— 
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(为 简洁 计 , 用 下 标 + 与 - 标记 螺旋 性 值 为 +1 与 -1). 

如 果 用 一 个 振幅 MA xsxsx 代 换 (127.3) 中 的 Mjyi, 结果 为 指定 初 态 与 终 
态 极 化 的 光子 散射 截面 . 将 截面 对 终 态 极 化 求 和 并 对 初 态 极 化 求 平均 可 通过 
如 下 蔡 代 得 到 ; 


1 
[Myil? = 3{2M++++h 十 2|MNO +2M | 
+2|M+ +) + SM+++- | }. (127.13) 


对 称 性 关系 式 (127.10) 一 (127.12) 将 不 同 的 不 变 振幅 作为 相同 变量 的 函数 
连接 起 来 . 进一步 的 函数 关系 可 由 交叉 不 变性 (878) 得 出 , 因为 振幅 Mr 描述 
了 在 每 一 个 道中 的 同一 反应 (光子 ~ 光子 散射 ), 因此 它 必 须 对 每 个 道 都 是 相 
同 的 . 

5 道 (对 应 于 图 (127.1) 中 箭头 的 方向 ) 可 以 通过 交换 四 维 动量 io 与 一 ks 
( 即 通过 改变 变量 s 品 和 交换 螺旋 性 下 标 和 2 一 A3 变换 到 + 道 , 类 似 地 , 可 
通过 交换 ia 与 -及 (s 全 与 和 2 上品 一 和 4 变换 到 履 道 . 这 导致 如 下 关系 式 : 





M+—+-(s,t, 0) = M+r++(u, t, 5), 
M+——+(s,t, 了) M+++(t, s, 2)， (127.14) 
M++++(s,t, 0) = M++++(s, Vt)) 


M44-- 与 M444- 对 s,t 与 是 完全 对 称 的 .因此 只 需要 计算 16 个 振幅 中 
的 三 个 就 够 了 , 例如 M++++， M4-- 与 M++H+-， 

将 关系 式 (127.10) 一 (127.12) 与 (127.14) 应 用 于 总 振幅 , 即将 图 (127.1) 中 
的 所 有 三 个 图 的 贡献 求 和 . 但 是 这 些 贡献 本 吴 是 以 某 种 方式 相 联 系 的 , 这 种 
联系 方式 通过 比较 这 些 图 可 明显 得 出 . 例如 , 图 (b) 可 从 图 (a) 通过 作 代 换 
ja 过 一 is ea 入 引得 到 , 所 以 它们 对 不 变 振幅 的 贡献 相互 之 间 可 从 交换 变量 
5 品 V 和 下 标 A2 司 一 和 4 得 到 ; 类 似 地 , 图 c 可 从 图 a 通过 作 变 换 上 二 ， 与 
Xs 嘻 一 X4 得 到 . 








振幅 的 计算 
对 应 于 图 (127.1a) 的 积分 M9 有 (126.4) 的 形式 , 其 中 取 


4 
B® 一 “str{(ye) (9g 一 ?pa + m)(yYe2) (Yq + m) 


x(yel)(yg — yha + m)(yes)(yg — Yh 一 yi + rm)}. (127.15) 

这 里 我 们 已 经 用 到 对 于 两 个 终 态 光子 的 对 称 性 . 因为 三 个 变量 s 上 与 4 不 是 独 

立 的 , 写 出 两 个 宗 量 就 足够 了 (如 前 两 个 ), 但 我 们 仍 留 下 所 有 三 个 变量 , 这 是 为 了 使 交 
换 对 称 性 更 加 清楚 . 
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积分 (126.4) 是 对 数 发 散 的 . 按照 条 件 (127.6), 它们 通过 在 有 = ho =…= 
0 时 的 值 作 减 除 来 正规 化 .@ 然 而 正规 化 积分 的 计算 是 非常 繁杂 的 . 

计算 光子 -光子 散射 振幅 最 直截了当 的 方法 是 采用 双色 散 关 系 (B. De. 
Tollis, 1964). 这 个 方法 使 得 图 的 对 称 性 得 以 最 完全 的 保留 并 几乎 完全 消去 积 
分 的 困难 . 

对 任何 给 定 的 一 组 螺旋 性 指标 Xi, 和 2, Ms, 和 4 函数 4i9(s,) (以 及 类 似 的 
4 名 ) 可 按 (126.6) 式 计算 ; 由 于 在 积分 中 存在 两 个 8 函数 , B(% 的 值 只 需要 对 
如 下 情形 给 出 











i=9=m, (一 让 一 如 一 了 (127.16) 


这 些 公式 可 应 用 于 计算 (127.15) 的 阵 迹 . 在 (126.22) 式 的 代 换 中 我 们 只 需要 
t==0 的 A 值 . 这 意味 着 =k 与 有 po = 及. 于 是 积分 (126.6) 变 成 





s — 4m? Bl%) dog 
[(g — 2)? — m2]? 








A(Y(s,0) = 一 一 (127.17) 


参见 (115.10) 式 的 推导 . 用 g 与 居间 的 夹 角 4 表示, 我 们 有 
(gq — ka)? ~ m? = ~2w(1 ~ lqleosd) = -Ve Ve meosy , 


事实 上 , 积分 (127.17) 可 以 用 初等 函数 表示 . A49 (s,t) 的 计算 由 其 定义 (126.18) 
并 不 包含 积分 ; 此 处 B(% 的 表示 式 需 要 对 (126.15) 给 出 的 g 值 确定 , 它 不 仅 满 
足 Gl 16), 而 且 还 满足 条 件 (g 一 各) = m2, (9 一 Ka)? = m2. 

当 函 数 A1s, h1i 与 42 计算 出 来 后 , 色散 关系 (126.22) 直接 给 出 振幅 作为 
一 个 单 重 和 二 重 的 定 积分 . 我 们 将 对 三 个 不 变 振 幅 给 出 最 后 结果 , 按照 前 面 的 





包 在 对 所 有 图 贡献 的 求 和 中 , 积分 的 发 散 部 分 相 消 了 , 如 在 ge 一 oo 时 积分 的 渐 近 
形式 容易 看 到 的 : 


MO cx 站 tr{yY (Yq) Yn 00%00%00} 直 和， 
在 对 a 的 方向 求 平均 后 (参见 (131.10)), 其 阵 迹 不 难 计算 , 给 出 


MW, cc cc (gapgup 十 gav9pp 一 2oxvao) 三 本 902)2 党 


对 图 的 求 和 等 价 于 这 个 表示 式 对 下 标 和 , jp,v 与 p 的 对 称 化 , 其 结果 为 零 . 然而 , 这 在 一 
定 意义 上 是 偶然 的 , 并 没有 去 除 正规 化 的 需要 , 尽管 后 者 归结 为 对 一 个 有 限量 的 减 除 . 
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讨论 , 它 对 确定 所 有 其 余 振 幅 是 足够 的 : 


1 


Br Mt 1- (2+e) 5 的 - (2+ 人) Be 


-| 于 en) - 引 [TO + TCO] + A (4 2) I(s,t) 
i 
(127.18) 


| € 二 二 二 :) [Tr(s) + TD) + TC)] 


802 
1 2 1 2 1 2 
一 4( 一 十 二 了 I 一 4 [一 十 一 一 4[ 二 十 一 ]7 
4 (+ 训 ) (s,t) 4 (+) Te (+ (t, wu), 


1 8 8 8 
pe a ——J1(t,u). 
Boa Mt+ 1 st (s, ) SU (s, 4) tu (t, 4) 


其 中 , B(s), T(s) 与 I(s,t) 是 用 于 标记 函数 








(127.19) 


D7) mt 0 0 + 0 ~ (1)}, 


在 0<s<4 与 s>4 范 围 的 表示 式 由 (127.19) 式 通 过 采用 规则 ss 十 i0 的 
解析 延 拓 得 到 , 即 通 过 这 些 变量 的 上 半 平 面 的 解析 延 拓 得 到 . 为 简化 标记 , 在 
(127.18) 与 (127.19) 式 中 仅 用 s 与 了 来 标记 s/m2 与 t/m?. 


散射 截面 


低频 (w < m) 的 极限 情形 对 应 变量 *, 上 与 凿 小 值 的 情形 . 不 变 振幅 按 这 
些 变量 的 级 数 展开 的 第 一 项 为 








11e4 11e4 11e4 
WMAHH+ S es, Mi 下 
45m , 45m 45m (127.20) 
€ 
Mi+4-- 污 一 Te (s+ 如 +w), Miri 0. 





@ 有 关 积 分 的 变换 , 超越 函数 B, 工 与 1 的 各 种 表示 以 及 一 些 极限 形式 的 进一步 细 
是 由 B. De Tollis, Nuovo Cimento [10] 32, 757, 1964; 35, 1182, 1965; B. De Tollis, G. Pistoni, 
Nuovo Cimento [11] 2A, 733, 1971 给 出 的 . 
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将 这 些 值 代 入 (127.3), 我 们 求 出 极 化 光子 的 散射 截面 . 非 极 化 光子 的 微分 散 
射 截面 由 (127.13) 计算 为 (用 通常 单位 ) 





139 21 各 下 人 
三 二 二 二 有 127.21 
0 02 " (| 人 oe 
总 截面 为 
973 2 2 hw 9 2 2 hw S 2 
= 一 一 | =0.031 一 -一 hw 2 127.22 
Ge Te (总 ) 31a re ( 若 ) mc ( ) 


在 相反 的 (极端 相对 论 ) 情形 , 非 极 化 光子 的 总 散射 截面 为 @ 
og = 4.704 (2) ， fi me?. (127.23) 


最 后 , 极端 相对 论 情形 下 小 角度 散射 的 微分 截面 为 


ad4c” 41 me? 
三 —— In 一 一 -一 1, 127.24 
uo N22 eo hw A 人 ) 


这 个 公式 以 对 数 精 确 性 成 立 (在 下 一 级 展开 项 中 含 大 对 数 的 究 次 要 低 一 级 ). 
在 0=0 (向 前 散射 ) 的 极限 , (127.24) 式 是 不 正确 的 , 应 换 成 


4 2 
Qc hw 
ln4 





2 
do, 0 女工 (127.25) 


d ec 
me2 hw 


M22 


这 个 公式 不 难 从 普遍 公式 (127.18) 推出 , 取 t= 0, 并 注意 到 对 s > 1 情形 , 大 
对 数 的 最 高 阶 (平方 ) 仅 在 如 下 函数 中 存在 


到 这 个 精确 程度 , 仅 有 的 非 零 振幅 为 
Mist+=M =M, :=-1l6etn’(w/m). 


特别 是 , 在 此 情形 , 光子 极 化 在 散射 中 保持 不 变 . 

图 24 给 出 总 散射 截面 作为 频率 的 函数 , 是 按 双 对 数 标 度 画 出 的 . 截面 沿 
低频 与 高 频 两 个 方向 都 是 减 小 的 , 而 在 fs 2 1.5mc2 时 达到 极 大 值 . 曲线 在 
fiw 二 me? 的 突变 对 应 过 程 的 性 质 有 改变 , 即 可 产生 电子 - 正 电 子 对 了 . 


名 在 从 dc 求 的 过 程 中 ,考虑 到 两 个 终 态 光 子 的 全 同性 , 必须 包括 一 个 因子 去. 
加 与 w 的 依赖 关系 的 起 源 将 在 8134 的 末尾 作 进一步 讨论 . 
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图 24 


低频 情形 


对 于 低频 情形 (w 科 m), 光子 -光子 散射 振幅 还 可 以 用 完全 不 同 的 方法 
推出 , 这 个 方法 基于 弱电 磁场 的 拉 格 朗 日 量 的 修正 项 ($129). 

对 相互 作用 哈密 顿 量 的 小 修正 六 和 对 拉 格 朗 日 的 小 修正 的 差别 只 是 在 
符号 上 . 由 (129.21) 式 ， 

个 / es 2 TF2\2 人 全 21 43 

他 -sr {EE _ F247(B. Hy?)d3z. (127.26) 
由 于 这 个 算 符 对 场 是 四 级 的 , 因此 它 对 相关 的 跃迁 即使 在 一 级 近似 也 有 和 矩阵 
元 . 

为 进行 计算 , 我 们 在 (127.26) 式 中 作 如 下 代 换 


万 = -学 ， 五 = rot A, 
轩 ; (127.27) 
和 A= V4r 》 (Bexekxe- 过 ?十 可、 ex eit”) 
天 入 
其 中 和 为 极 化 指标 ; 于 是 S 矩阵 元 为 
Sri = —i(f| / Vdtli) = —i(0|epsas Cha / V'dteg ck a,10) (127.28) 


(参见 872 与 877). 当 A 按 (127.27) 式 归 一 化 时 , 散射 振幅 Mr 直接 由 Syi 求 
出 为 : 

Spi = i(2x) 6 (ks + ka — ks — ha) Mops (127.29) 
(参见 864). (127.28) 的 平均 值 用 威 克 定理 计算 , 利用 (77.3) 式 , 只 对 “外 ” 算 符 
Gh 全、 与 内 算 符 A 进行 收缩 . 


8128 光子 在 原子 核 场 中 的 相干 散射 .551. 


8128 光子 在 原子 核 场 中 的 相干 散射 


其 它 如 光子 -光子 散射 那样 可 用 (127.1) 形式 的 方 图 描述 的 非 线 性 过 程 ， 
还 有 一 个 光子 在 外 场 中 衰变 为 两 个 光子 (和 相反 的 过 程 两 个 光子 合成 为 一 个 
光子 ), 还 有 光子 在 外 场 中 的 散射 . 前 者 对 应 于 四 个 外 光子 线 中 有 一 个 换 成 一 
条 外 场 线 的 图 ; 后 一 过 程 对 应 有 两 条 外 实 光子 线 和 两 条 虚 光 子 线 的 图 . 

这 一 类 过 程 , 特别 包括 一 个 光子 在 稳定 核 的 恒定 电场 中 的 相干 (弹性 ) 散 
射 . 一 般 来 说 , 这 个 计算 导致 很 长 的 包含 多 重 平方 项 的 公式 .这 里 ,将 仅 给 出 
一 些 估 计 . 

由 于 规范 不 变性 的 要 求 , 散射 振幅 当 w 一 0 时 必定 包含 初始 光子 (k) 与 
终 态 光子 (k') 四 维 动量 分 量 的 乘积 , 正如 光子 -光子 散射 振幅 的 展开 从 所 有 
光子 的 四 维 动量 的 分 量 的 四 元 乘积 开始 一 样 . 因此 低频 光子 的 散射 振幅 正比 
于 w”. 由 于 这 个 振幅 还 包含 二 阶 的 外 场 (电荷 为 Ze 的 核 的 场 ), 我 们 得 出 结 
论 : 散射 截面 为 














4 
do ~ Z4a4r? (二 ) do， wm. (128.1) 


当然 , 它 与 频率 的 依赖 关系 是 和 659 的 普遍 结果 一 致 的 . 

(128.1) 式 中 的 系数 不 可 能 由 均匀 电磁 场 的 拉 格 朗 日 来 计算 得 出 (如 在 光 
子 -- 光 子 散 射 中 那样 ). 原因 是 在 这 里 考虑 的 过 程 中 , 重要 的 范围 是 到 核 的 距 
离 在 >~ 1/m 的 附近 , 而 在 此 范围 是 不 可 能 将 场 看 成 是 均匀 的 . 

精确 计算 的 结果 为 











4 0 
do = do = 1.004 x 10-3(Zo0472 (二 ) cos4 二 do， 
mn 2 
pe (128.2) 
2 沁 一 4 42( 愉 \ 47 
do+- 一 do -+ 一 3.81x10 (Za) rs (=) Si 可 do， 


这 里 , 与 在 8127 中 一 样 , 下 标 + 与 -~ 分 别 用 来 标记 终 态 与 初 态 光 子 的 螺旋 性 
十 1 与 -1; 6 为 核 静止 参考 系 中 的 散射 角 (V. Costantini, B. De Tollis, G. Pistoni, 
1971). 

为 估算 高 频 下 的 散射 截面 , 我 们 利用 光学 定理 ($71). 这 里 出 现在 么 正 性 
关系 右边 的 中 间 态 是 电子 - 正 电 子 对 态 (对 应 于 在 外 光子 线 之 间 两 条 内 电子 
线 的 图 的 部 分 ). 因此 , 光学 定理 将 一 个 光子 以 零度 角 的 弹性 散射 振幅 和 光子 
在 核 的 场 中 产生 电子 对 的 总 截面 ceair 联系 起 来 . 如 果 定 义 以 散射 角度 为 6 的 

















@ 见 V. Costantini, B. De Tollis, G. Pistoni, Nuovo Cimento [11 2A, 733, 1971; B. De 
Tollis, M. Lusignoli, G. Pistoni, Nuovo Cimento 32A. 227. 1976. 
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振幅 f(w,9), 使 得 散射 截面 为 do = es (参见 (71.5) 式 ), 我 们 就 有 
Imf(w,0)= 直 cpair 


截面 cpsair 自然 为 零 , 除非 w > 2m. i 取 (94.6) 式 的 opair, 我 
们 得 到 


f’°(w)=Imf(w,0)= (Za) 已 -一 一 各 ， Wm. (128.3) 


散射 振幅 的 实 部 通过 色散 关系 由 其 虚 部 确定 . 后 者 在 这 里 必须 以 “ 单 次 
减 除 ”的 形式 写 出 ; 即 对 函数 f/t 写 出 (其 中 二 = w?), 由 于 当 w 一 0 时 , 振幅 
fx w?; 和 “二 次 减 除 ”的 色散 关系 (111.13) 可 比较 . 将 色散 积分 的 实 部 分 出 
来 (对 其 取 积 分 主 值 就 足够 了 ), 并 将 对 妃 = wow 的 积分 转换 为 对 w' 的 积分 ,我 
们 有 a 

0 On 1 A (128.4) 
区 2m 


WwW’ (Ww 一 ww2) 
当 w 光 m 时 , 积分 中 的 重要 范围 为 w ~ w 六 mm 所 以 我 们 可 以 对 7(w') 应 用 
表示 式 (128.3); 于 是 , 积分 下 限 可 用 零 代替 . 积分 的 主 值 可 表示 成 沿 复 w' 平面 
正 实 轴 的 上 边 与 下 边 的 路 径 积 分 之 和 的 一 半 ; 然后 这 些 路 径 可 以 在 ww 平面 分 
别 转动 到 正和 负 的 虚 轴 . 于 是 


汪汪 re 2/ _ 
f'(w) = dt = —(Za)? |/ es 


(£2 + w?) 9 m 
最 后 结果 为 











Ref(w,0) = (Zo) (128.5) 
注意 到 振幅 的 实 部 , 与 虚 部 不 同 , 并 不 包含 大 的 对 数 . 
(128.3) 与 (128.5) Po 的 散射 截面 为 


0.15w x 
dalo-0 = = 二 (za) 2 (EE) 也 2 十 于 ao (128.6) 


(F. Robhrlich, R. L. Gluckstern, 1952). 

对 精确 向 前 散射 推出 的 结果 (128.6) 在 小 角度 的 一 定 范围 内 也 成 立 . 成 
立 的 条 件 可 以 证 明 为 6 < (my/w)” 然而 这 个 范围 对 总 散射 截面 只 有 很 小 的 贡 
献 . 对 其 的 主要 贡献 来 自 角度 为 0& m/w 的 范围 , 这 容易 从 一 般 的 (不 仅 对 零 
角度 ) 在 光子 -光子 散射 振幅 和 电子 对 产生 截面 之 间 的 么 正 性 关系 看 出 . 在 该 
范围 , 没有 对 数 项 , 于 是 总 的 散射 截面 为 


ow(2a)4r2 ( 82 ~ (Zao0472 (128.7) 


(H. A. Bethe, F., Rohrlich, 1952). 因此 , 对 大 的 w， tie 
数 极限 . 
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在 电子 - 正 电 子 场 的 量子 化 ($25) 中 , 我 们 曾 表明 真空 能 量 的 表示 式 包含 
一 个 无 穷 大 常数 , 可 将 其 写成 中 





s0=— eb (129.1) 
po 


其 中 -sy) 为 狄 拉克 方程 的 负 频 率 解 . 这 个 常数 本 身 是 没有 物理 意义 的 , 因为 
按照 定义 , 真空 能 量 为 零 . 然而 , 当 存在 电磁 场 时 , 能 级 ce 所 ) 将 改变 . 这 个 改变 
是 有 限 的 并 且 是 有 物理 意义 的 . 它们 描述 空间 性 质 对 场 的 依赖 性 ,并 改变 了 真 
空中 的 电磁 场 方程 . 

场 方 程 的 改变 对 应 于 场 拉 格 朗 日 的 改变 . 拉 格 朗 日 密度 工 是 相对 论 不 变 
量 , 因此 只 依赖 于 不 变量 B2 -HH? 与 百 . 吾 . 通常 的 表示 式 











1 
i (129.2) 

为 按 不 变量 级 数 展开 的 第 一 项 . 

我 们 来 推出 在 场 吾 与 五 当空 间 与 时 间 都 变化 很 慢 以 至 于 可 看 成 均匀 恒 
定 的 情形 的 拉 格 郎 日 . 可 假设 工 不 包含 场 的 微 商 项 . 对 此 的 必要 条 件 将 在 本 节 
末 讨 论 . 

然而 , 要 使 所 提问 题 是 有 意义 的 , 我 们 还 必须 假设 电场 足够 弱 . 原因 是 一 
个 均匀 电场 可 以 从 真空 产生 电子 对 . 场 本 身 可 以 处 理 成 一 个 闭合 系统 ,只 要 电 
子 对 产生 的 概率 足够 小 : 




















2 m2c3 
pe 129. 
I ( Ee 


即 电荷 e 在 通过 距离 imec 时 的 能 量变 化 必须 比 me? 小 得 多 . 我 们 下 面 将 会 
看 到 (还 可 参见 习题 2), 这 时 电子 对 产生 的 概率 确实 是 格外 地 小 . 

如 果 有 电场 又 有 磁场 , 一 般 来 说 , 有 可 能 选择 一 个 参考 系 , 使 得 在 其 中 五 
与 也 是 平行 的 . 于 是 磁场 并 不 影响 电荷 在 召 方向 上 的 运动 . 条 件 (129.3) 在 
此 参考 系 中 是 被 满足 的 , 这 也 是 在 下 面 的 计算 中 要 采用 的 参考 系 . 

拉 格 朗 日 的 计算 从 真空 能 量 的 改变 W' 开始 . 这 由 “零点 能 ”(129.1) 由 
于 场 引起 的 改变 给 出 . 然而 我 们 还 必须 从 中 减 去 电子 在 贷 能 “ 态 ” 中 势能 的 平 
均值 . 按 定义 , 这 个 减 去 简单 地 使 得 真空 的 总 电荷 为 零 . 


@ 这 里 我 们 将 用 < 代替 EB 以 避免 与 电场 混淆 . 
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在 存在 场 时 的 零点 能 为 
GD, / Wi rd, (129.4) 
po po 


其 中 wz 为 在 该 场 中 狄 拉 克 方程 的 负 闫 率 解 . 我 们 将 假设 积分 对 单位 体积 ; 
行 , 并 且 波 函数 归 一 化 为 在 该 体积 中 为 一 ; 6 为 单位 体积 的 能 量 . 按照 前 面 的 
讨论 我 们 必须 从 560 中 减 去 如 下 这 个 量 
w=- [vert ee 
po 


其 中 p = 一 马 .7 为 均匀 场 的 位 势 . 按照 算 符 对 一 个 参量 微分 的 定理 ( 见 第 三 
卷 (11.16) 式 )， 


ea :08 一 ) 43 OeGs) O60 
w= /入 各 de= -B.S =B. 0. 
po po 





于 是 , 真空 能 量 密度 的 总 的 改变 为 


a O60 O60 
W’= (& E. 党 ) (& E. a (129.5) 
我 们 用 如 下 的 普遍 公式 将 环 ' 与 拉 格 朗 日 密度 (5 = 7o 二 7) 的 改变 
联系 起 来 
W = 2 s 


其 中 g 表示 场 的 “广义 坐标 ”( 见 第 二 卷 $32). 对 一 个 电磁 场 , 量 g 为 势 4 与 
wp. 由 于 











E=-A-Vy, H=rotA, (129.6) 
和 为 在 工 中 出 现 的 唯一 的 “速度 ”6, 对 4 微 商 等 价 于 对 吾 的 微 商 ; 因此 
os OL ' 
WB. (129.7) 


比较 (129.5) 与 (129.7) 给 出 
一 = [60— Eolp=H=0l. (129.8) 


于 是 六 可 用 求 和 式 (129.1) 来 计算 
我 们 先 考虑 只 有 磁场 的 情形 . 电子 (电荷 为 e = -|el) 在 一 个 恒定 均匀 场 
五 ; == 瑟 中 的 “ 负 ” 能 级 为 
-eb =—Vm ridn 1+o) tp, (129.9) 
N=0, 12201 
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( 见 832 习题 ). 为 求 出 这 个 和 式 , 我 们 指出 在 间隔 dps 中 的 状态 数 为 

lelH dpz 

2n 2T 
( 见 第 三 卷 8112); 第 一 个 因子 为 有 不 同 pe 值 的 状态 数 , 它 对 能 量 没有 影响 . 而 
且 , 除了 n=0,0 = 一 1 以 外 的 所 有 能 级 都 是 二 重 简 并 的 , 因为 能 级 na = 十 1 
与 nn 十 1,0 = 一 1 是 重合 的 . 因此 


H 1 . 
二 ;二 加 3 rp (129.10) 
n=1 











~ (207 /~ 
在 (129.10) 式 中 积分 的 发 散 性 在 计算 (129.8) 中 由 减 去 万 =0 时 这 个 
和 的 值 来 消除 . 为 完成 这 个 “正规 化 ” , 方便 的 是 先 计算 收敛 的 表示 式 
6250 jelH 


(Om) 2a) 


x . | 十 22)-3/2 十 2 (2 十 zim + | dpsz 
0 


n=l1 


lelH | 1 1 
es De 
gr | mit 2 m? +2|elHn 


括号 中 的 求 和 可 简化 为 一 个 几何 级 数 的 求 和 , 如 下 所 示 : 














$= lelH 9 @—m27n E > e—2lelHnn dn 
0 n=0 





8T2 
本 lelH Oe —m2n 2 
gn? Jo 1—e-2lelHn a 
五 De 
二 一 es | em cothf(je| 互 7)d7. (129.11) 


为 求 出 忆 , 现在 我 们 必须 将 6 对 m? 积分 两 次 然后 减 去 所 得 到 的 量 在 五 = 0 
的 值 . 这 给 出 
| 1 


oo em’n 
De 4 3 {nll ooth(lelH) — 1}dn + er + cam?, (129.12) 
0 





其 中 oi 与 ez 依赖 于 五 但 与 m2? 无关. 
很 明显 , 从 量 纲 和 对 互 的 宇 称 考虑 , L' 作为 与 m 的 函数 必定 有 如 下 


H? 
yd 一 mtf 的 x 


形式 
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因此 在 L' 中 不 可 能 有 对 m2? 为 奇数 次 的 项 , 所 以 co = 0. 系数 cl 可 由 如 下 条 
件 给 出 : I/ 按 H? 的 级 数 展开 是 从 Hs 的 项 开始 的 : H? 的 一 项 会 简单 地 改变 
原始 拉 格 朗 日 Lo = 一 H2/8r 的 系数 , 而 这 实质 上 意味 着 场 的 定义 的 改变 并 因 
此 意味 着 电荷 定义 的 改变 . 7? 项 的 消去 对 应 电荷 的 重 正 化 . 不 难 证 实 , 这 可 
通过 如 下 取 值 来 做 到 : 
Hi?e? 和 e—7 
(ee dn. 


3x8x2 /Jo 7 
最 后 , 在 (129.12) 中 作 变 量变 换 m27n 一 ,我 们 有 








mt oo b272 dm 
L'(H;E=0)= Se [ {meothin+ 1+ 过 0 (129.13) 


其 中 5= |e|H/m2. 

我 们 现在 转 到 不 仅 有 磁场 而 且 有 与 其 平行 的 电场 的 普遍 情形 , 电场 满足 
条 件 (129.3). 

在 此 情形 为 求 出 5' 不 需要 重新 确定 电子 在 场 中 的 能 级 e5); 我 们 只 需要 
指出 , 如 果 求 出 的 波 函 数 (二 阶 方程 (32.7) 的 解 ) 为 如 下 乘积 


w= pe(z)e re Xno(y), 


其 中 Xnc(y) 为 磁场 中 当 百 =0 且 px=0 时 的 波 函 数 , 于 是 在 Ws(z) 的 方程 中 
的 质量 m 和 场 万 只 能 以 如 下 组 合 形 式 出 现 











m+lelH(2n 十 1 十 o). 


现在 如 因子 le[H/27 仍 取 自 对 ps 的 求 和 (能 级 是 与 ps 无 关 的 ), 则 量 纲 分 析 表 
明 
， 
S$(H, E) = Oma 


可 写成 


(= 十 |el 豆 (2m 十 1 十 2 


ES lelH 
FE EE or bir EA 
全 > m++|lelH(2n+t+1+o) 





1 + 2bn 
b 2 lelB 
= 一 一 - r(} je ， 0= i: (129.14) 


872 工 十 


( 求 和 中 的 每 一 项 为 -d2e 入 )/(dmz)?, 对 除 mn 以 外 的 所 有 量子 数 求 和 .) 这 里 书 
为 一 个 未 知 的 函数 , 它 将 从 相对 论 不 变性 考虑 推出 . 
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5 必须 是 标量 -如 与 (88)? = (B. 有 H)? 的 一 个 函数 : 

G(H,B) = AP ~ E?, (BH)). 

因此 
(0, 8) = f(-B2,0) = 56B,0) 
函数 8(iE,0) 可 由 (129.11) 式 通 过 取 甩 -i 得到; 在 对 积分 变量 的 标记 作 改 
变 后 , 这 给 出 

$(ip,0) = 3 es ea cot ndn. (129.15) 
函数 FF 可 以 通过 将 此 表示 与 由 (129.14) 式 给 出 的 极限 8( 五 -; 0,B) 相 比 
较 求 出 . 在 (129.14) 式 过 渡 到 互 一 0 的 极限 可 以 通过 将 对 n 的 求 和 换 成 对 
dn 二 dx/2b 的 积分 变 得 更 有 效 : 


Lf 1+z\ dz 1 /se F(y) 
$(0,F) = 一 一 一 Fr 一 一 dy. 129.16 
人 8m2 Jo ( a ) 1+2z 872 J y 人 ) 











令 公式 (129.15) 与 (129.16) 相等 并 对 1/a 三 z 微 商 , 我 们 求 出 


Oo 
2 = -|/ e 11 cot ndn. 
0 


于 是 (129.14) 中 的 求 和 又 可 简化 为 对 一 个 几何 级 数 的 求 和 , 接 下 来 的 计算 类 
似 于 前 面 给 出 的 计算 ; 我 们 用 m2, 瑟 与 五 表示 8 并 对 m? 积分 两 次 , 减 去 其 
在 已 = 互 =0 的 值 , 并 如 在 推导 (129.13) 中 那样 确定 积分 常数 . 最 后 结果 为 9 


mt: /co ee 


LDL = 一 一 一 一 
8m2Jo mT 


2 
{tacot na)(nbcot mo) 十 工 一 (0? 一 凡 } dn, 


_ lelB /_ leliE 二 lelH /_ lelkhH 
mi \ me mm me 


参量 a 与 上 可 写成 不 变形 式 


(129.17) 





ile| 


en st{(F +i9)/?— (F 大 一 i9)12 
Va (129.18) 
b= As{F 0) + + (F—i9)!2), 
其 中 大 与 9 可 表示 为 不 变量 
三 = 3(H -EE’), 9G=E.H, fF+i9= 3(H +iE). (129.19) 





此 结果 是 由 W. Heisenberg, H. Euler (1935) 首先 推出 的 . 以 上 给 出 的 计算 也 用 到 
了 V. F. Weisskopf (1936) 给 出 证 明 的 思想 . 
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当 (129.17) 用 不 变量 天 与 9 表示 后 , 它 就 变 成 在 任何 参考 系 都 可 应 用 的 了 (不 
只 是 在 BH 的 参考 系 ). 

写 出 公式 (129.17) 的 方式 稍 有 点 任意 . 它 只 在 电场 小 的 时 候 成 立 :a 之 1 
(129.3); 这 个 条 件 没有 在 (129.17) 式 中 明显 表示 , 但 可 以 从 (129.17) 的 被 积 函 
数 在 7 = nnfa (n= 1,2,…) 有 极点 的 事实 看 出 , 并且 以 上 写 出 的 积分 严格 来 
说 是 没有 意义 的 . 因此 (129.17) 实质 上 只 能 用 于 通过 将 cota 作 形 式 上 的 展开 
来 推导 出 按 a 的 震 次 的 渐 近 级 数 ( 见 下 面 ). 

积分 (129.17) 可 通过 在 复 7 平面 绕 过 极点 而 给 出 其 数学 意义 . 于 是 L', 并 
因此 W’ 会 有 一 个 虚 部 . 由 于 能 量 是 复 的 , 有 准 稳定 态 存在 .@ 在 现在 这 个 情 
形 , 稳定 条 件 被 电子 对 产生 破坏 , 而 -2ImW" 为 每 单位 时 间 与 单位 体积 电子 对 
产生 的 概率 w; 由 于 W 与 工 的 小 增 量 的 差别 只 是 符号 不 同 , 这 个 概率 w 简单 
地 可 用 忆 与 旷 表 示 






































w = 2ImL. (129.20) 


此 量 明显 地 与 er。 成 正比 ( 见 以 下 (129.22)). 因为 mW' 当 a < 1 时 指数 减 
小 , 一 个 保留 任何 有 限 项 数 的 a 的 每 次 的 渐 近 级 数 是 有 意义 的 . 
我 们 来 考虑 (129.17) 式 的 极限 情形 . 在 弱 场 (a < 1,5 < 1) 情形 , 展开 的 





me (o 一 只 )2 十 7(ab)2 es 








A 2 2 
二 一 二 二 过 和 (4F2 + 707). (129.21) 
特别 是 , 当 b= 0 时 , 相对 修正 为 
Le 
L457 
a 安 1 时 L 的 虚 部 由 积分 (129.17) 通过 取 余 切 函 数 靠近 原点 的 极点 的 留 
数 的 一 半 得 到 , 即 在 wa = 一 i0 的 极点 . 由 (129.20) 式 , 这 给 出 一 个 弱电 场 产 
生 电 子 对 的 概率 : 
Ww 二 了 02er-m/a 
4m3 ， 
或 , 用 通常 单位 ， 
1 eBh \? me? meN3 mm2e3 
OT an (各 玉 ( 三 ) exp (- 台 和 上 (129.22) 


在 一 个 强 磁场 中 (a = 0,5 交 1), 我 们 从 (129.13) 式 出 发 , 写成 ( 取 bm 一 
_ mb? /eM pl necothn—l 
~ Bn? 7 上 | 


外 绕 极 点 的 方向 的 选取 必须 使 得 Im 多 ' < 0; 这 对 应 于 通常 的 规则 m? 一 m2 -io0 ( 即 
此 处 的 a 一 a 十 i0). 
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当 5 污 1 时 , 这 个 积分 的 重要 范围 为 1 之 w 女 凡 在 此 范围 e-?"/ 盖 1 我们 可 略 
去 括号 中 的 第 二 项 , 积分 范围 终止 于 7 s1 与 9s0( 以 对 数 精确 性 ). 于 是 
m4b2 


(更 精确 的 计算 将 mb 变 成 Inb 一 2.29). 在 这 种 情形 
L’ _a 
Lo ”3r 

由 此 我 们 看 到 , 对 场 方程 的 辐射 修正 只 有 在 如 下 指数 强 的 场 中 才能 使 相对 修 

正 达 到 单位 数量 级 : ， 

~ 人 (129.24) 














尽管 如 此 , 以 上 计算 的 修正 是 有 意义 的 : 它们 使 得 麦克 斯 韦 方 程 不 再 是 
线性 的 , 因此 , 从 原理 上 , 导致 一 些 可 观测 的 效应 (例如 交 被 光 或 在 外 场 中 的 散 
射 ). 

按照 定义 , 场 百 与 互 和 势 4 与 op 的 关系 仍然 保持 如 前 (129.6) 式 那 样 ， 
因此 第 一 对 麦克 斯 韦 方程 没有 变化 : 








divH =0, rotE= Ss (129.25) 


第 二 对 方程 由 作用 量 
S= fe +L)d’y 
对 4 与 p 作 变 分 得 到 , 并 可 写成 





rot(H — 4xM) = SB 十 4xP), (129.26) 
div(E + 4xP) = 0, (129.27) 
其 中 采用 标记 : 


方程 (129.25) 一 (129.27) 形式 上 与 宏观 介质 中 的 麦克 斯 韦 方 程 一 致 .@ 由 此 看 
出 , 与 M 的 物理 意义 为 真空 的 电 与 磁极 化 矢量 . 

我 们 指出 , 对 于 平面 波 的 场 P 与 M 为 零 , 在 此 平面 波 中 两 个 不 变量 
?一 HH? 与 巨 . 了 H 普 为 零 . 因此 对 一 个 平面 波 , 真空 中 的 非 线性 修正 为 零 . 


@ 在 作 些 比较 时 必须 记 住 , 在 宏观 电动 力学 中 磁场 的 平均 值 由 B 表示 , 而 不 是 这 
里 的 互 . 
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最 后 , 我 们 来 研究 以 上 公式 成 立 的 条 件 . 如 果 场 可 看 成 一 个 常量 , 它们 在 
通过 1/m 量 级 的 距离 或 时 间 的 相对 变化 必定 很 小 ; 这 就 保证 了 对 Lo 的 衍生 
修正 比 Lo 本 身 要 小 . 例如 , 如 果 场 只 与 时 间 有 关 , 这 就 给 出 自然 的 条 件 


wm. (129.29) 





但 是 , 对 一 个 弱 场 则 还 有 更 严格 的 条 件 . 这 是 因为 第 四 级 项 (129.21) 必定 
比 对 Lo 的 衍生 修正 的 平方 项 大 得 多 , 否则 四 级 项 就 变 得 没有 意义 . 例如 , 在 一 
个 仅 依 赖 于 时 间 的 电场 中 , 这 导致 条 件 


E 
忆 < mis, (129.30) 





这 个 条 件 要 比 (129.29) 更 为 严格 . 

但 是 , 在 8128 的 最 后 部 分 考虑 的 光子 -光子 散射 问题 中 , 条 件 (129.30) 
并 不 需要 . 那里 , 我 们 从 一 开始 就 只 关心 四 光子 过 程 , 在 拉 格 朗 日 中 它 用 四 级 
项 描述 , L' 中 其 余 项 的 相对 大 小 是 无 关 的 . 因此 只 要 条 件 (129.29) 满足 就 足 
够 了 . 


习 题 
1. 求 麦克 斯 韦 方程 的 非 线 性 对 小 的 稳定 电荷 el 的 场 的 修正 ， 
解 : 对 太 = 0 情形 , (129.21) 式 给 出 


oOL’ Q2 
三 加 EE?. 
OE 90mm!4 二) 
在 中 心 对 称 情形 , (129.27) 给 出 








(B+4dnxP)r? = const = el (2) 


其 中 常数 的 数值 由 如 下 条 件 得 到 , 即 当 7+ 一 00 时 , 场 应 变 成 电荷 为 el 的 库仑 


场 . 方程 (2) 的 近似 解 为 
_ el 202e2 
2 72 @ Te ) ， 


el 2a2e2 

( - i) QQ 
修正 (3) 对 el 是 非 线性 的 , 这 与 (114.6) 中 的 线性 修正 不 同 , 根本 上 是 由 

于 库仑 场 的 非 均 匀 性 . 对 a 有 更 高 的 阶 的 修正 (3), 将 随 距离 增加 更 缓慢 地 减 

少 并 随 el 增长 得 更 快 . 





$= 
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2. 在 准 经 典 近 似 下 直接 估计 在 一 个 弱 均 匀 恒 定 电场 中 电子 对 产生 的 概 
率 , 精确 到 指数 精确 性 (F. Sauter, 1931). 

解 : 在 一 个 弱电 场 百 ( 有 一 个 缓慢 变化 的 位 势 六 = 一刀 .7 二 一 Bz) 中 的 运 
动 是 准 经 典 的 . 由 于 反应 振幅 中 包含 的 终 态 正 电 子 波 函数 可 看 成 为 初 态 “ 负 
频率 ”函数 , 电子 对 产生 可 看 成 一 个 电子 从 “ 负 闫 率 ” 态 到 “ 正 频 率 ” 态 的 跃 
迁 . 在 前 一 状态 , 由 于 存在 电场 , 准 经 典 动量 由 如 下 方程 确定 


E 一 一 VDP2(z) 十 ?702 十 |e| 一 z， (1) 
而 在 后 一 状态 , 由 如 下 方程 确定 
E 一 十 VB2(z] + m+ |elBz, (2) 


从 第 一 个 态 到 第 二 个 态 的 改变 意味 着 通过 一 个 势 金 (p(z) 为 虚 的 区 域 ), 这 个 
区 域 隔 开 了 对 给 定 的 < 将 实 的 p(z) 应 用 于 函数 (1) 与 (2) 的 区 域 . 这 个 势 合 的 
边界 zi 各 出 现在 p(z) 二 0 的 地 方 , 即 


Ee=—m+lelBz, €=+m+l|elBzs. 
通过 一 个 准 经 典 势 全 的 概率 为 


Z1 1 
WwW CC Exp (=2/ pa)laz) = exp (~ 每 / V1— sae) 3 
Z2 0 


因此 
We em 
小 和 一 一 一 一 一 一 一 
卫 lelE 


与 (129.22) 一 致 
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电磁 场 方 程 的 非 线 性 修正 在 光子 于 外 场 的 传播 中 产生 了 一 系列 特殊 的 
效应 . 
为 使 这 些 方 程 以 更 熟悉 的 形式 出 现 (参见 上 节 最 后 的 注解 ), 在 本 节 我 们 
将 用 巨 与 B 标记 电场 与 磁场 ; D 与 互 则 用 于 标记 下 面 的 量 
OL’ OL 
D=Et+4xP,， H=B-4M,， P= ， 怕 = 芭 : 
于 是 方程 (129.25) 一 (129.27) 变 成 
divyvB=0, rotk= a 
E (130.1) 
oD 


divD=0, rotB = 一 一 . 
ot 
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我 们 来 考虑 在 一 个 恒定 均匀 伐 场 Bo 中 的 光子 传播 子 . 用 撤 标 记 与 电磁 
波 的 弱 场 相 联系 的 量 , 对 这 些 量 我 们 有 方程 








kxH’=-wD, kxE=wB, 
(130.2) 
k.B'=0, k.D’=0, 


其 中 
D; 一 Eip PY, B; 一 Lain HY; (130.3) 


真空 电容 率 与 磁 导 率 张 量 为 外 磁场 Bo 的 函数 ， 假设 这 个 场 如 此 弱 , 使 得 
lelB0o/m2? 之 1, 我们 由 拉 格 朗 日 (129.21) 求 出 


























Eik = Oik 十 16 2 六 ( ik 十 Bib ) ， 
(130.4) 

Mik = Oik + es 一 DB (Big + 20ibk) ， 
其 中 心 = Bo/Bo. 

假设 光子 频率 如 此 小 , 使 得 w < m (129.29). 然而 , 张 量 ejx 与 pix 的 结构 
并 不 依赖 于 这 个 假设 ; 这 是 由 于 量子 电动 力学 方程 在 空间 反射 与 电荷 共 斩 下 
的 不 变性 . 前 者 阻止 了 在 D' 中 出 现形 如 constant x B' 或 constant x Bo(Bo:B') 
的 项 (因为 反射 改变 与 DD 的 符号 而 保持 瑟 与 B 不 变 ); 后 者 阻止 了 在 < 六 
与 jis 中 出 现 反 对 称 项 与 对 Bo 奇数 次 的 项 , 以 及 形 如 eipiBol 的 项 (因为 电荷 
共 轿 改变 所 有 场 的 符号 ). 
由 于 所 考虑 的 问题 有 一 个 特殊 的 平面 , 即 kb 平面 , 取 线 性 极 化 在 此 平面 
与 垂直 于 此 平面 作为 光子 两 个 独立 极 化 是 合理 的 . 下 标 上 与 | 分别 用 来 标记 
矢量 吾 ' 垂直 于 kb 平面 与 在 该 平面 的 极 化 . 

对 垂直 极 化 , 矢量 五 如 B' 一 样 和 kb 平面 成 直角 : 























矢量 E' 与 D' 则 在 此 平面 上 . 于 是 , 由 方程 (130.2), 我 们 得 到 光子 的 色散 关系 
二 niw,“ 折 射 率 ”( 通 常 单位 ) 为 


7e4 


nL =1+ gm 407 


ho sin2 0， (130.5) 


其 中 6 为 上 与 Bo 间 的 夹 角 .G 


在 (130.2) 的 第 二 个 方程 中 用 H' 表示 B', 将 H' 代入 第 一 个 方程 ,然后 取 其 在 5 
方向 上 的 投影 . 乘积 k. gE’ 借助 于 方程 &.D'=0 用 b.E' 表示 . 
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在 第 二 种 情形 , B' 与 H' 在 kb 平面 上 ,而 E' 与 万 ' 垂 直 于 此 平面 . 求 出 
折射 率 为 





e4 所 
i 了 ppp sin? 0. (130.6) 


我 们 指出 nj > nj. 等 号 出 现在 0= 0m = 二 1 时 . 
带 辐 射 修正 的 麦克 斯 市 方程 非 线 性 最 有 兴趣 的 表现 是 光子 在 外 磁场 中 的 
一 分 为 二 (S. L. Adler, J. N. Bahcall, C. G. Callan, M. N. Rosenbluth, 1970). 
在 恒定 的 均匀 场 中 , 这 个 过 程 满足 能 量 与 动量 守恒 .9 在 光子 k 衰变 为 光 
子 ki 与 光子 kz 的 过 程 中 , 我 们 有 


?| 一 工 十 


w(k) 一 w(k1) 十 w{(k2), ki k2 = k. (130.7) 


对 于 真空 中 的 光子 , 在 没有 外 场 时 , w = 与 方程 (130.7) 只 对 于 在 同一 方向 上 
运动 的 三 个 光子 才能 成 立 . 然而 , 在 此 情形 , 该 衰变 被 电荷 共 思 不 变性 严格 禁 
止 : 弗 里 定理 (879) 表明 有 三 光子 自由 端的 费 曼 图 之 和 为 零 . 

存在 外 场 使 得 光子 衰变 成 为 可 能 ; 这 个 衰变 用 具有 三 个 光子 端 和 一 个 或 
多 个 外 场 线 的 图 表示 . 然而 衰变 的 可 能 性 依赖 于 光子 极 化 的 性 质 ， 这 个 依赖 
关系 可 从 守恒 定律 (130.7) 和 光子 色散 关系 在 外 场 中 的 改变 推出 . 

色散 关系 可 以 写成 





w = k++ Bk), (130.8) 


其 中 8(k) 为 一 个 小 的 增 量 (在 弱 场 中 ). 它 的 存在 原则 上 使 得 对 于 处 在 靠近 大 
方向 的 某 个 罕 光 锥 内 的 动量 i 与 kz, 满足 方程 (130.7) 成 为 可 能 . 由 于 所 有 三 
个 矢量 k, ki, ja 都 靠近 在 一 起 , 在 小 项 8(k) 中 , 它们 都 可 看 成 是 平行 于 天 的 ， 
而 且 我 们 可 以 取 碳 十 知 王 8 于 是 能 量 守 恒定 律 变 成 





B(xk) 一 Bi(xk1) 一 Da(ze(E 一 k1)) 注 寺 1 和 Ik ki| 一 天 


(其 中 x = /RR); 由 于 色散 关系 与 光子 极 化 有 关 , 水 数 B, Bi, fo 可 以 是 不 同 的 . 
由 于 
Ek1 





[Roki|= [kk1)?+2kk(l cos kA 十 3 i 
其 中 3 为 与 ki 间 的 夹 角 , 我 们 有 
kk192 
B(xk) — Bi(xki) — Ba(x(k ~ ki)) = Be > 0. (130.9) 

















外 动量 守恒 是 由 于 场 的 空间 均匀 性 , 但 当然 只 出 现在 包含 不 带电 粒子 的 过 程 中 . 
带电 粒子 的 拉 格 朗 日 不 只 包含 场 ,还 包含 位 势 , 而 位 势 即 使 在 均匀 场 中 也 依赖 于 坐标 . 
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对 衰变 而 言 , 这 个 不 等 式 是 色散 关系 必须 具有 的 特征 . 
对 频率 w < 攻 < m 的 情形 , 色散 关系 由 (130.5) 与 (130.6) 给 出 , 因此 B(k) 心 
一 kn(x) 一 1], 其 中 函数 n(xc) 与 矢量 的 方向 有 关 但 与 其 大 小 无 关 . 于 是 我 们 
必定 有 
kini(x) + (kki)na(x) — kn(x) > 0. (130.10) 


由 于 nj > ny, 这 个 条 件 直 接 排除 了 如 下 衰变 





?1 一 诈 二 让， 一 训 十 7 


其 中 > 标记 光子 , 而 了 上 与 | 对 应 上 面 定义 的 两 个 极 化 . 巴 
对 于 豆 变 
Yo sy 


(130.10) 式 的 左边 为 零 , 因为 函数 n, ni, na 是 相同 的 . 为 解决 此 情形 的 这 个 问 
题 , 我 们 必须 考虑 当 w 增 大 时 折射 率 与 的 依赖 关系 . 所 要 求 的 不 等 式 为 


kin(x, ki)+ (km kin(x, kmhk)— kn(x,k) > 0. 


由 普遍 的 论据 可 证 明 n(x,%) 是 一 个 随 上 增加 的 沪 数 , 所 以 这 个 不 等 式 是 不 
可 能 被 满足 的 , 因此 以 上 衰变 也 是 不 可 能 的 : 事实 上 用 n(k) 代替 n(k 一 后) 与 
n(k1) 肯定 将 增 大 这 个 求 和 , 而 这 一 代 蔡 的 结果 是 求 和 为 零 . 这 个 结论 可 应 用 
于 任何 透明 介质 , 也 是 折射 率 的 Kramers-Kronig 公式 的 结果 ( 见 第 八 卷 864). 
在 现在 的 情形 , 外 场 对 所 有 频率 w < 2m 直到 电子 对 产生 阅 即 光子 吸收 阅 的 
光子 是 一 种 “透明 介质 ”. 

因此 , 只 有 如 下 衰变 过 程 是 允许 的 





























放 一 ?十 ?HL (130.11) 
二 省 十 YL， (130.12) 


我 们 曾 指出 过 , 动量 ki 与 ks 和 初始 光子 动量 成 一 个 小 的 角度 9. 如 果 
这 个 角度 可 忽略 , 即 如 果 所 有 光子 的 动量 假设 为 平行 的 ( 共 线 近似 ), 那么 衰变 
(130.12) 是 不 可 能 的 , 用 如 下 方法 可 证 明 这 一 点 . 

类 似 于 (127.4), 我 们 将 衰变 振幅 表示 为 





入 * 
Mri = Me er ey”, 


© 数值 计算 表明 , nn， > nj 不 仅 当 w < m 和 (130.5) 与 (130.6) 成 立时 是 对 的 , 而 且 
对 所 有 w < 2m 情形 都 成 立 , 即 频 率 小 于 光子 产生 电子 对 的 阅 . 
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其 中 e, el, ez 为 光子 极 化 四 维 矢量 , 如 通常 那样 由 其 四 维 矢 势 4 确定 . 用 三 维 
势 规范 , e = (0,e), 我 们 可 以 将 其 重 写成 


Mrpi = Mipleielk Ed. 
两 个 独立 的 极 化 由 如 下 单位 矢量 定义 中 
elkxb, erlkx (kxb). (130.13) 
不 难看 到 , 在 如 下 展开 式 中 


Mixi = 》, Msset et et) 
和 Xi 》a 

其 中 入 Xi，》a 取 值 为 工 与 |‖( 人 参见 (127.9)), 矢量 el 在 每 项 中 必定 出 现 偶数 
(0 或 2) 次 . 振幅 MP 在 CP 变换 下 是 不 变 的 , 因为 势 A (并 因此 e) 为 CP 不 
变 的 , 张 量 Mix 也 必须 如 此 . 在 CP 变换 下 el 一 el el 一 -eli; 电荷 共 斩 改 
变 了 5 的 符号 , 空间 反射 改变 了 的 符号 而 轴 矢 量 5 则 保持 不 变 . 因此 , 如 果 
矢量 el 在 任何 展开 项 中 出 现 一 次 , 对 应 的 标量 MAxx。 必定 是 CP 奇 的 . 但 
是 , 仅 由 两 个 矢量 (在 共 线 近似 下 ) 有 = k1 = ja 与 5b 是 不 可 能 构造 一 个 CP 奇 
的 标量 的 , 二 者 在 CP 变换 下 都 变 号 . 这 就 证 明了 以 上 论断 . 

因此 , 在 共 线 近似 下 衰变 (130.12) 是 被 禁止 的 . 更 详细 的 分 析 表 明 , 这 个 
过 程 的 振幅 和 衰变 (130.11) 振幅 之 比 在 共 线 近似 下 的 允许 值 为 


MI oa : (好 ) 
Tgp), 130.14 
Mi Bor 人 ) 























其 中 





2 ”ee 
ys (= Sa 10n6) 
lel lelK 


由 (130.9) 式 估算 , 角 妇 为 多 一 ma ml 
唯一 可 能 (在 主 近 似 下 ) 的 衰变 为 % 一 71 十 7 的 这 个 事实 意味 着 在 磁 
场 中 传播 的 未 极 化 的 光子 束 中 最 终 产生 了 极 化 . 
现在 , 假设 Bo < Bor, 我 们 用 微 扰 论 来 计算 衰变 振幅 MP = ML 
第 一 个 非 零 费 曼 图 (对 a 与 外 场 展 开 ) 如 下 
3 a 
攻 于 (130.15) 
大 


四 下 标 | 上 与 上 指 以 上 定义 的 极 化 . 必须 记 住 单位 矢量 e 确定 了 矢 势 4 的 方向 ( 因 
此 也 确定 了 电场 E' 的 方向 ) 并 垂直 于 B". 
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以 及 端点 所 有 可 能 的 置换 , 三 个 端点 对 应 光子 而 一 个 端点 对 应 外 场 . 然而 , 在 
共 线 近似 下 , 对 应 这 些 图 的 振幅 为 零 . 因为 , 作为 规范 不 变性 的 一 个 结果 , 外 场 
只 能 作为 其 场 强 i,, 的 一 个 四 维 张 量 出 现在 这 个 过 程 的 振幅 中 , 而 光子 极 化 
四 维 矢量 只 在 与 四 维 波 矢 的 反对 称 组 合 中 出 现 


fu = kuev — kvep. 


振幅 的 最 后 表示 式 由 外 场 张 量 局 jy, 三 个 光子 的 张 量 fw, fiw 与 foww 及 其 
四 维 波 矢 ,kip, kzp 组 成 ; 它 对 每 个 张 量 fu 必须 是 线性 的 , 并 且 由 于 图 
(130.15) 它 对 户 y 也 必须 是 线性 的 . 在 共 线 近似 下 , 四 维 矢 量 加 与 ko 可 简化 
为 后 二 kwif/w, kz = kwz/w. 在 这 些 条 件 下 , 任何 按 上 面 构成 的 标量 积 都 便 
等 于 零 : 不 难 证 明 , 这 样 的 乘积 至 少 包含 一 个 零 因子 刀 或 ke. 

因此 , 在 共 线 近似 下 , 对 衰变 振幅 的 第 一 个 非 零 贡献 来 自如 下 的 六 边 形 图 


“《 )- (130.16) 


它 有 三 根 外 场 线 .@ 对 应 这 种 图 的 振幅 包含 三 个 因子 By. 这 种 类 型 的 标量 积 
不 必 为 零 , 但 是 所 有 非 零 莱 积 包含 只 通过 张 量 fv 的 光子 波 矢 : 不 难看 出 , 再 
加 一 个 因子 会 导 华 在 敢 积 中 出 现 零 因子 记 或 ke. 张 量 fj 的 分 量 是 和 光子 
场 BE’ 与 B' 的 分 量 相同 的 , 这 意味 着 , 如 果 将 对 应 图 (130.16) 的 衰变 振幅 表示 
成 一 个 算 符 的 矩阵 元 , 那么 该 算 符 用 光子 场 算 符 表 示 , 是 和 光子 频率 无 关 的 . 
因此 , 反 过 来 得 出 , 对 应 图 (130.16) 的 散射 振幅 的 计算 , 利用 拉 格 朗 日 (129.17)， 
就 给 出 不 受 wm 情形 限制 的 正确 答案 . 

在 $127 结尾 曾经 表明 , 相互 作用 哈密 顿 量 如 何 从 8129 求 出 的 拉 格 朗 日 
工 得 到 . 现在 , 我 们 有 一 个 包含 三 个 光子 的 过 程 , 对 应 的 相互 作用 算 符 从 工 的 
展开 中 包含 产生 三 个 光子 场 殖 与 B' 乘积 的 项 求 出 . 这 里 我 们 只 需要 考虑 如 
下 的 项 




















(B’. Bo)(E’. Bo)’, (130.17) 


其 中 每 个 矢量 B' 与 B' 都 是 以 和 Bo 的 标量 积 形 式 出 现 的 : 而 乘积 B2，B? 
与 B'. B', 用 四 维 标记 , 是 从 fwf*” 形式 的 标量 产生 的 , 它们 在 共 线 近似 下 便 
等 于 零 . 选择 包含 一 个 B' 因子 和 两 个 B' 因子 的 项 是 因为 所 考虑 的 过 程 包含 
一 个 上 的 光子 和 两 个 上 的 光子 ; 对 于 前 者 , 场 B' 有 沿 Bo 的 分 量 , 而 对 于 后 
者 , 场 B' 有 这 样 的 分 量 . 

在 图 (130.15) 中 包含 的 非 共 线 产生 的 修正 会 对 振 岂 有 贡献 , 相对 于 (130.16) 的 贡 
献 , 它 有 对 a 更 高 的 一 个 量 级 . 
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拉 格 朗 日 工 可 用 不 变量 大 = 5(B2 — E?) 与 9 二 万.B 表示 . 在 展开 式 中 
所 要 求 的 项 来 自 与 F9? 成 正比 的 项 . 对 此 项 用 (129.17) 式 计算 给 出 
13e6 
0 
设 B=Bo+B' 卫 = ,并 由 三 取 Bo.B' 和 由 9 取 Bo. ,我 们 就 得 到 所 
要 求 的 (130.17) 形式 的 展开 项 . 于 是 描述 衰变 ?| 一 411 十 21 的 三 光子 相互 
作用 算 符 为 





6 ~ ~ ~ 
让 (Bu Bi)(Bo. 配 )(B。. Br)dsy, (130.18) 


其 中 
B’ = ivVink x elleite 了 一“ 纺 Bl， 


六 _  ， 一 ijai mr 一 1 六 合十 
EF! = 一 iV4rwle1e ep 


对 天 有 类 似 的 结果 ; 参见 (127.26), (127.27) 式 .9 
按照 864 给 出 的 规则 , 衰变 振幅 MP 可 从 如 下 定义 计算 


Sri = —i(]| 下 V3 qth) = i(2n) 8 (k — ks — kha) Meys 


结果 为 
Mri = ee Basin30 
大 一 731572705 HO 
其 中 0 为 与 Bo 的 夹 角 . 单位 时 间 的 误 变 概率 为 (参见 (64.11) 式 ) 
d3k1d3 ka 
2.2w， 2w1 和 2w2 中 (27)6 
取 领 外 的 因子 了 是 考虑 到 由 于 两 个 终 态 光子 的 全 同性 使 得 相 体积 减少 一 半 
第 一 个 8 函数 由 对 dsk 的 积分 消去 . 为 消去 第 二 个 8 函数 我 们 指出 , 如 果 忽 
略 色散 ， 


dw = (2n) 6(k < ki Ee k2)S(w et wa) [Meil? 




















ww 一 w1 一 wa 三 开 一 1 一 | 形 一 有 | 之 一 ww (1 — cos 1) 
k— ki 
并 因此 ®® 
ww 1 w 
[ wwlwa8(w — wl ~ wa2)d cos 1 . 2xwIdw1 = 2 / wf(w — wi1) dw = 二 5 
0 Jo 0 


@ (130.18) 式 中 的 系数 加 了 倍 , 因为 EB 与 EB 可 以 取 工 中 的 两 个 因子 E' 中 的 任何 
一 个 . 
@ 这 里 假设 , 考虑 到 色散 , 8 因数 的 宗 量 事实 上 在 某 个 cosyi < 1 处 为 零 . 于 是 , 这 
种 色散 对 可 能 发 生 训 变 是 必要 的 ,但 是 训 变 概率 本 身 并 不 依赖 于 小 色散 的 大 小 . 
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最 后 , 对 每 单位 时 间 的 总 衰变 概率 (用 通常 的 单位 ), 我 们 有 
os 13 2 me? / fw N° / BosinON® 

TT 18m \35) A (me B. 


2 2 ..92 3 9 5 
=0.18o (时 ‘) ( ( 若 ，) . (130.19) 


8xmc2 me me2 














如 已 经 指出 过 的 , 此 公式 成 立 的 条 件 w < m 是 不 必要 的 . 此 公式 成 立 仅 
由 对 应 第 8 级 图 的 项 是 小 的 条 件 所 限制 . 为 得 到 一 个 估计 , 我 们 指出 第 8 级 甜 
阵 元 可 包含 比如 一 个 与 第 6 级 项 相差 一 个 (eFk/m3)? 形式 的 无 量 纲 不 变 
因子 . 要 求 它 小 是 一 个 很 弱 的 条 件 : 


w < m(m?/(lel|Bo)). 
$131 对 四 维 区 域 积分 的 计算 


现在 , 我 们 将 给 出 在 辐射 修正 理论 产生 的 积分 计算 中 一 些 有 用 的 规则 和 








公式 
与 费 曼 图 对 应 的 积分 的 典型 形式 为 
dR (131.1) 
Q1Q2 "1 Qn 


其 中 a1, a2,.… 为 四 维 矢量 大 的 二 次 多 项 式 , /(k) 为 某 个 由 次 的 多 项 式 , 积分 
是 对 整个 四 维 有 空间 进行 的 . 

计算 这 种 积分 的 一 个 方便 方法 是 由 费 曼 (1949) 提出 的 , 这 个 方法 是 基于 
在 辅助 变量 &,€2,… 的 积分 前 , 先 对 被 积 函 数 进行 一 个 变换 或 参量 化 : 


1 . 1 (+++ 1) 


这 个 变换 将 分 母 中 n 个 不 同 的 二 次 式 变换 成 为 单个 二 次 多 项 式 的 n 次 方 . 
通过 对 dén 的 积分 消去 8 函数 , 并 采用 如 下 定义 的 新 变量 





上 一 mn 一 1， 2 = Tn-2 一 光 m 一 1) Cr = 1 ~— V2, 


十 2 十 … 十 名 -1 二 Tl， 
我 们 得 到 一 个 与 (131.2) 式 等 价 的 公式 


1 下 Tl 
pr dm 人 dx22 .…. 
CQ102 :7 Qn 0 0 

1 


Tn—2 
[Ob EE 131.3 
. E Yapn1 十 az(zZn-2 一 Zn-1) 十 … 十 an(1 一 Z1)]” ( ) 
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当 nn 二 2 时 , 此 公式 变 成 

-六 da 

alaz Jo [ax + a2(l — 2)]? 
此 式 不 难 证 实 . 对 任何 ” 值 , 公式 可 用 归纳 法 证 明 : 在 (131.3) 式 中 对 dzn-i 积 
分 , 我 们 在 右边 得 到 同样 形式 的 两 个 (n 一 2) 重 积分 之 差 . 假设 公式 对 此 成 立 ， 
我 们 有 





(131.4) 


1 1 1 
人 1 ~— 2 [ee Q1Q3 Cnm 
此 式 等 于 (131.3) 式 的 左边 . 

通过 将 (131.3) 对 ai, as 等 微 商 , 我 们 可 以 推出 类 似 的 公式 , 可 用 于 分 母 
包含 任何 超过 一 次 多 项 式 的 积分 的 参量 化 . 

发 散 积 分 可 通过 由 其 它 类 似 形式 的 积分 作 减 除 来 正规 化 . 为 确定 这 个 差 ， 
先 将 被 积 函 数 之 差 (其 中 每 一 个 已 经 用 (131.2) 作 了 变换 ) 作 如 下 变换 可 能 是 
方便 的 : 








了》 


n(a — b)d 
=--/ [Te a (131.5) 
在 应 用 (131.3) 式 后 ， i 四 维 积 分 变 成 
fs fk) ms (131.6) 


其 中 1 为 一 个 四 维 矢量 , 而 of 为 一 标量 , 二 者 都 依赖 于 参量 z1, …，zn-1; 标 
量 o 将 假设 为 正 的 . 

如 果 积 分 (131.6) 收敛 , 我 们 可 以 作 变 量变 换 一 1 一 (原点 移动 ), 它 给 
出 (以 不 同 的 函数 了 (k)) 


k)d4k 
/ Bs oy (131.7) 


现在 分 母 上 只 包 仿 平方 她 . 分 子 中 我 们 只 需要 考虑 标量 函数 了 = 已 (好 ): 对 任何 
其 它 形式 分 子 的 积分 ， 





| kLEFP(k2)d4k a 
(k2 Lr a2)” 一 ( “ ) 
kek F(R 1 ww f F(R2)dk 
二 a (131.9) 
kikrkoko F(R)dsk 1 , ,, ee k2)2F(k? 
/ ) F319” 9 二 99 + 9g 站 人 2 


i 10) 


等 等 , 这 可 由 积分 对 的 所 有 方向 的 对 称 性 明显 得 出 . 
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在 原始 的 积分 (131.1) 中 , 分 母 中 的 每 个 因子 a1, oa, … (作为 和 的 函数 ) 
有 两 个 零点 , 它们 按照 普遍 规则 (875) 应 该 在 对 dko 的 积分 中 避免 . 在 变换 到 
(131.7) 式 后 , 被 积 函 数 的 2n 个 简单 极点 用 两 个 nn 阶 极点 代 蔡 , 它们 按照 同样 
规则 应 于 避免 (图 25 中 的 路 径 C). 通过 按 箭头 所 示 移 动 积分 回路 , 可 以 转换 
到 ko 平面 的 虚 轴 (路 径 C"). 于 是 变量 ko 由 ik 代替 , 把 为 实 的 . 于 是 ,也 写 
成 k', 我 们 有 





R= kk? (k++ Ek) = —k?, (131.11) 
其 中 k' 为 一 个 欧 氏 度 规 的 四 维 矢量 ; 并 且 





12 
dk 一 idtk’ = 2d dn 


其 中 dn 为 四 维 立 体 角 元 . 对 dn 的 积分 给 出 2r2 ( 见 第 二 卷 , 8111), 因此 











dik 一 in2k2d(k?). (131.12) 
ol 
EN 
~ C 
是 
图 25 
取 k?2 = 2 我 们 最 后 有 
F(k2)dtk ce F(z)zd 
/ 让 = 全 = = CD 人 ee. (131.13) 
特别 是 ， 本 ee 
—1)"ix 
. (Rio) oa an 1 2) (131.14) 


积分 (131.7) 的 对 数 发 散 部 分 可 以 分 出 来 为 


d4k 
不 难看 出 , 在 这 类 积分 中 我 们 可 用 +1 代替 k: 其 差 为 


| 


8131 对 四 维 区 域 积分 的 计算 .571. - 





这 是 一 个 收 敏 的 积分 , 所 以 变换 大 + 1 在 此 积分 中 肯定 是 允许 的 ， 在 这 
样 做 时 还 改变 上 的 符号 , 我 们 得 到 大 小 相同 符号 相反 的 两 个 量 , 因此 它 必定 
为 零 
一 个 线性 发 散 的 积分 必定 有 如 下 形式 
wd 
/ re (131.16) 
但 是 , 事实 上 这 样 的 积分 只 是 对 数 发 散 的 : 当 k 一 co 时 , 积分 渐 近 地 趋 近 于 
kA/(k2)? 并 在 对 所 有 方向 平均 后 给 出 零 . 然而 , 原点 的 改变 给 积分 (131.16) 加 
上 一 个 常数 . 这 可 以 对 无 穷 小 改变 姑 一 下 二 8 证明, 通过 计算 差 


Ar = / (a 一 | dk. (131.17) 


到 8 的 第 一 级 ， 
4kL(kSI) Slr 4 
4 - /主人 a) k. 


在 头 一 项 中 , 对 方向 的 平均 使 其 分 子 用 1261 代替 (参见 (131.9)), 并 因此 











An = a 三 ws, (131.18) 

在 辐射 修正 的 最 后 表示 中 , 还 经 常 出 现 一 个 用 如 下 积分 定义 的 超越 函数 
é 

Wel y Tay (131.19) 
0 


有 时 将 此 函数 称 为 Spence 函数 . 它 的 一 些 性 质 (为 引用 方便 在 此 列 出 ) 如 下 





F(O)+F (2) = 十 sm €, (131.20) 
FPF(-é) + F(-1+é) = 本 +Ingln(l ~ é), (131.21) 
2 m2 
Ms Tl (131.22) 
对 小 & 的 展开 为 
yh 
ee (131.23) 





巴 更 繁 的 计算 也 可 以 得 到 有 限 ! 的 同样 结果 . 
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极 化 算 符 P(i2) 展开 的 第 一 项 (对 a) 已 经 在 8113 中 计算 了 , 并 已 发 现 ， 
对 | 好 | 交 mm2 情形 , 这 一 项 为 (以 对 数 精确 性 ) 
Ll 
m2 
我 们 还 曾 指 出 , 在 这 个 公式 的 推导 中 (作为 传播 子 4xD-1 = 及 的 第 一 级 近似 
修正 ) 假设 了 如 下 条 件 


P(E2) = A In (132.1) 


a ， |k2| 
In ep 安 1， (132.2) 


这 给 出 了 | 及 | 允许 取 值 的 一 个 上 限 . 现在 , 我 们 将 证 明 (132.1) 式 事实 上 在 如 
下 这 个 弱 得 很 多 的 条 件 下 也 是 成 立 的 
k2 
In <1. (132.3) 

证 明 如 下 @. 首先 , 我 们 指出 , 尽管 原则 上 条 件 (132.3) 允许 微 扰 论 级 数 中 所 有 级 
(对 a) 的 项 对 P(k?) 都 有 贡献 , 但 在 每 一 级 n 中 内 需要 考虑 ~ a"? In”(|k?|/rm?) 
的 项 , 它 包含 与 a 相同 阶 的 大 的 对 数 ; 包含 较 低 阶 对 数 的 项 肯定 是 小 的 , 因为 
ol1. 

对 了 的 微 扰 论 级 数 的 分 析 可 简化 为 对 级 数 9 与 T+ 的 分 析 , 利用 戴 森 
方程 





P(E) = /gp 二 月 mp 二 月) 


@@ 这 个 表述 与 结论 属于 JI. 1. JIammay, A. A. A6purocos, 1H. M. XanarHukoB (1954) 





dp 
Tt)4 


(132.4) 
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( 见 (107.4) 式 ). 由 于 函数 P( 妇 ) 是 规范 不 变 的 , 我 们 可 以 用 任何 规范 来 计算 9 
与 卫 . 这 里 最 方便 的 是 朗 道 规范 ,在 此 规范 , 自由 光子 传播 子 有 (76.11) 的 形式 : 





4n kky 
Djw(k) = Pa (9 看 ) (132.5) 


(在 (103.17) 式 中 取 DW = 0). 我 们 发 现 , 在 此 规范 下 对 6 与 T+ 的 微 扰 论 级 数 
中 一 般 不 包含 任何 对 数 零 级 的 项 . 因此 , 在 (132.4) 式 中 代入 零 级 近似 9 = G,， 
TH 二 yr 就 足够 了 ,得 到 

d4p 


P(R?) = :Se / YrG(p+ pa (132.6) 





这 就 是 对 应 第 一 级 近似 (对 a) 图 (113.1) 的 费 曼 积 分 , 并 导致 (在 进行 适当 的 
重 正 化 后 ) (132.1) 式 . 

为 证 明 前 面 的 论断 , 我 们 先 考察 积分 (132.6) 中 对 数 的 来 源 . 不 难看 出 , 对 
数 项 来 自如 下 积分 范围 











到 六 | 好 当 | > m2. (132.7) 


将 G 形式 上 展开 成 1/7p 的 级 数 , 我 们 有 





2 WW ODODOP , ODOR OP OKOYD) 
p? (p2)? (p2)3 | 
代入 (132.6) 式 , 通过 正规 化 去 除 与 无 关 的 第 一 项 (与 如 一 0 的 条 件 P/Ek2 一 
0 相 一 致 ); 第 二 项 在 对 p 的 方向 积分 后 给 出 零 ; 第 三 个 积分 对 p? 是 对 数 发 散 
的 , 并 将 其 取 为 从 22 ~ |k?| (范围 (132.7) 的 下 限 ) 到 某 个 “截断 参量 ”42, 我 们 
得 到 




















(132.8) 








在 正规 化 中 , 我 们 必须 从 Pj 局 减 除 其 在 所 = 0 的 值 . 但 是 , 由 于 对 数 精确 
性 预 设 了 条 件 | 久 | 六 mz, 在 到 此 精确 性 的 计算 中 , 正规 化 可 通过 减 除 其 在 
| ~ m2? 的 值 来 实现 , 而 在 对 数 宗 量 中 的 如 则 用 m2 代替 , 就 给 出 (132.1) 式 . 

由 于 所 要 求 的 对 9 与 T+ 的 修正 是 对 数 的 ,这些 修 正 使 得 这 些 量 和 G 与 y/ 
相差 一 个 缓慢 变化 的 对 数 因 子 . 因此 , 在 精确 的 积分 (132.4) 中 , 重要 范围 与 近 
似 积分 (132.6) 的 重要 范围 (132.7) 相同 . 然而 , 我 们 不 能 简单 地 在 Pu(p 二 Ap; 有) 








8132 光子 传播 子 在 大 动量 时 的 渐 近 形式 .575 ,- 


中 取 & = 0: 因为 积分 是 平方 发 散 的 , 其 正规 化 还 包含 在 T+(p 十 k,p;k) 按 开 
的 级 数 展开 的 下 两 项 . 这 里 我 们 将 只 考虑 对 T*(p,p;0) 的 修正 , 这 充分 清楚 地 
表明 选取 规范 的 重要 性 以 及 由 不 同类 型 的 图 产生 的 积分 的 性 质 的 差别 . 还 应 
该 指出 , 并 不 需要 对 9 作 类 似 的 分 析 , 因为 与 9 的 修正 可 通过 沃 德 恒等式 
(108.8) 相 联 系 . 

对 厂 (p,p;0) 的 一 级 (相对 于 a 的 ) 修正 对 应 如 下 费 曼 图 





并 因此 对 应 积分 吕 








TD = -ia | YG(p)YG(p YD dp 132.9 
a -ia f7 (pI)Y (p1)Y (Pp Pi) Tan)r ( ) 
在 通常 的 规范 中 ， 
TT 
Dv(p — PD1) ES re 
积分 的 重要 范围 为 p? 六 22, 在 此 范围 它 是 对 数 发 散 的 . 通过 计算 积 
四， POP)Y OPNYN da 
Pa py ria / a (on) (132.10) 


和 对 对 数 正规 化 , 我 们 得 到 
22 
Tr 二 7 In 工 7 
在 朗 道 规范 中 , (132.10) 式 换 成 


THD) oy -roi { {POP Op) 一 Di J 


对 pi 的 方向 平均 并 约 化 矩阵 y, 我 们 求 出 这 个 积分 为 零 , Pt 中 的 对 数 项 消 
失 了 .四 
在 第 二 级 修正 (相对 于 a 的 ) 中 , 我 们 采用 费 曼 图 
为 了 避免 与 8117 的 结果 比较 中 有 误解 ,我 们 必须 指出 , 在 8117 图 中 的 两 个 电子 
端 假设 是 物理 的 , 而 这 里 我 们 假设 zz 六 |k2| 污 m2, 因此 ,这 两 条 线 肯定 是 非 物理 的 . 
@ 在 两 个 规范 中 对 G-! 的 修正 , 可 由 修正 PG) 通过 恒等式 (108.8) 推出 的 , 当然 是 
和 §119 的 结果 一 致 的 . 
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对 应 的 积分 为 


TO 一 { vo) Cp) Go yy Ge) 
d4p1d4 
x Dup(p2 — p1) Daa lp 0 
在 DD 也 数 通常 的 规范 中 , 这 个 积分 包含 一 个 对 数 为 平方 的 项 , 它 是 由 如 下 积 
分 范围 产生 的 
Pi1 交 > p>. (132.11) 


在 Duvp(pz 一 pi) 的 宗 量 中 忽略 掉 pz, 对 dspi 的 积分 就 变 得 和 (132.9) 式 中 的 
积分 一 样 了 , 并 给 出 Inp3, 而 接 下 来 对 d4p2 的 积分 也 类 似 地 是 对 数 的 , 并 给 出 
In”(P3/m?). 然而 , 当 对 DD 函数 采用 朗 道 规范 时 , 这 两 个 积分 中 的 对 数 项 即 消 
失 了 . 

类 似 情形 在 骨架 图 的 所 有 其 它 图 中 出 现 


(132.12) 





其 它 类 型 的 图 , 带 有 光子 线 交 又 的 图 . 例如 , 在 如 下 骨架 图 中 


(132.13) 
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(参见 (106.11) 式 ), 在 任何 规范 中 都 不 包含 有 对 数 必 要 寡 次 的 项 ; 也 不 存在 一 
个 变量 范围 可 使 得 在 该 范围 的 积分 得 以 简化 为 几 个 接连 的 对 数 积分 . 

这 些 论据 以 及 对 卫 按 有 的 级 数 展开 的 接 下 几 项 的 类 似 论据 证 实 , 在 朗 道 
规范 中 , 不 存在 包含 对 数 必 要 需 次 的 对 9 与 卫 的 修正 ; 因此 , 表示 式 (132.1) 事 
实 上 甚至 在 条 件 (132.3) 下 仍然 成 立 . 

对 应 极 化 算 符 (132.1) 的 函数 D(i2) 为 
nT 1 

nl 

2 m2 


由 于 条 件 (132.3) 式 , 不 需要 将 此 式 展开 成 a 的 级 数 . 
$133 未 重 正 化 电荷 和 实际 电荷 之 间 的 联系 


(132.14) 式 的 应 用 仅 限 于 在 大 的 | 好 | 的 一 边 , 由 于 分 母 减 小 . 该 式 的 推导 
是 建立 在 略 去 图 (132.13) 以 及 其 它 比 图 (132.12) 有 更 多 交叉 的 粗 光子 线 的 图 
的 基础 上 的 . 但 是 , 加 上 去 的 每 条 这 种 线 都 给 图 带 和 一 个 因子 e2D, 其 中 忆 为 
精确 传播 子 . 因此 , 小 参量 不 再 是 a = 2, 而 是 如 下 的 量 


1. (133.1) 





D(k?) = 等 (132.14) 


当 | 及 | 增加 时 , 这 个 量变 得 可 与 1 相 比 较 , 小 参量 实际 上 就 从 理论 中 消失 了 . 
以 上 情形 可 以 得 到 更 清楚 的 理解 , 如 果 在 推导 (132.14) 式 中 的 重 正 化 不 
是 “ 按 正 路 ”做 的 , 而 是 通过 采用 一 个 电子 “内 襄 ” 电 荷 ec 来 做 的 , 它 在 这 里 
的 选取 使 得 可 给 出 观测 的 物理 电荷 e 的 正确 值 (8110). 如 果 积 分 如 以 前 所 做 
的 是 在 某 个 上 限 42 “截断 ”的 , 内 豪 电荷 是 一 个 函数 ec(42) 并 在 最 后 必须 取 
极限 4 一 co， 
通过 这 样 处 理 , 极 化 算 符 为 





P(k2) = hn In 一 一 





D(R?) = , (133.2) 
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我 们 有 
e2 
= (133.3) 
1 十 eIn 2 
3T5 m2 
e2 
e2 = 3 了 (133.4) 
1] 一 人 In A 
3T mm? 


如 果 我 们 在 (133.3) 式 中 形式 上 到 极限 4 一 co, 则 无 论 函 数 e2(4) 取 什 么 
形式 , 都 有 e2 一 0. 当然 , 电荷 的 这 种 “ 取 零 ”意味 着 不 可 能 有 严格 的 重 正 化 . 
然而 , 不 破坏 在 推导 (133.3) 式 所 作 的 假设 , 就 不 可 能 取 这 个 极限 . 从 (133.4) 式 
不 难看 出 , 当 4 增加 时 (对 给 定 的 e? 值 ), e2 也 增加 ; 并 且 当 ez ~ 1 时 公式 不 
再 成 立 , 因为 它们 的 推出 是 建立 在 如 下 假设 基础 上 的 








e221 (133.5) 


作为 微 扰 论 可 应 用 于 “内 豪 ” 相 互 作用 的 条 件 . 当 4 增加 时 , 不 等 式 (133.5) 不 
再 满足 这 一 点 有 基本 的 重要 性 . 它 表 明 量子 电动 力学 作为 一 个 基于 相互 作用 
弱 的 理论 在 好 辑 上 是 不 完备 的 . 这 实质 上 意味 着 现 有 的 理论 整体 而 言 逻 辑 上 
都 是 不 完备 的 , 因为 其 整个 表述 是 建立 在 可 以 将 电磁 相互 作用 处 理 为 一 个 弱 
的 相互 作用 . 用 这 个 理论 计算 的 所 有 量 都 发 现 为 ez 适 次 的 级 数 , 它 实际 上 是 
一 个 渐 近 的 级 数 . 为 使 它们 在 @ 不 小 时 仍 有 确定 的 意义 , 需要 进一步 的 论据 ， 
而 这 些 论据 并 非 来 自 现 有 理论 的 普遍 原理 . 

然而 , 还 必须 强调 指出 , 在 量子 电动 力学 中 , 这 些 困 难 只 有 纯 理 论 的 意义 . 
这 些 困难 是 在 没有 实际 意义 的 巨大 能 量 时 发 生 的 .@ 我 们 可 以 期 待 , 在 现实 中 
电磁 相互 作用 将 很 快 与 弱 相 互 作用 和 强 相 互 作用 “合并 ”在 一 起 , 因此 , 纯 的 
电动 力学 就 失去 了 意义 . @ 

为 了 对 本 节 作 个 结论 , 我 们 将 表明 , 公式 (133.3) (133.4) 可 以 由 对 重 正 化 
的 含义 与 量 纲 理 解 的 简单 论据 推导 出 来 (M. Gell-Mann, F. E. Low, 1954). 

我 们 来 研究 未 重 正 化 电荷 的 平方 作为 截断 参量 的 函数 , e2(42), 并 定义 一 
个 函数 d 为 两 个 不 同宗 量 的 ez 值 之 比 : ez(43) = e2(43)d. 当 43 ,42 > mm 时 ， 
”全 例如 ,方程 (ain(e2/m2) 二 1 在 s~1093m 仍然 是 满足 的 . 

四 相反 的 情形 在 粒子 间 相 互 作用 不 是 由 电磁 场 而 由 杨 -米尔 斯 场 作为 中 介 的 理论 

中 出 现 . 在 这 种 理论 中 , 重 正 化 电荷 与 未 重 正 化 电荷 之 间 的 关系 由 一 个 (133.4) 型 的 表 
示 式 给 出 , 但 分 母 中 的 符号 相反 , 因此 , 对 给 定 的 e2 值 , 未 重 正 化 电荷 ez 的 值 随 4 增 大 


而 减 小 . 这 称 为 理论 的 渐 近 自由 . 当然 , 这 种 理论 是 和 有 电荷 取 零 的 理论 根本 上 是 不 同 
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函数 d 与 m 无 关 , 并 且 是 无 量 纲 的 , 它 只 能 依赖 于 无 量 纲 量 e2(42) 与 42/ Af: 


e2(42) = ez2(43)d (< 2(42)， 号) (133.6) 
由 此 函数 关系 , 我 们 可 推出 一 个 微分 方程 , 通过 对 无 限 接近 的 和 ft 与 妨 值 
写 出 这 个 函数 关系 . 将 43? 记 作 并 取 名 =£+dé, 我们 对 ac(9 三 e2(42) 得 到 

微分 方程 | 
deae = pa 中 (133.7) 

其 中 ey 
2(ac) = ax [| (133.8) 
wl 


我 们 已 经 用 到 由 定义 (133.6) 得 到 的 d(aQc,1) 三 1. 对 (133.7) 从 上 = 和? 积分 到 
<= 42 给 出 





42 ec(42) da 
In -2 = 133.9 
44 yo pla) ( ) 

在 这 整个 积分 范围 内 , e2 处 处 是 小 的 . 因此 , 我 们 可 以 对 p(a) 采用 对 应 
微 扰 论 一 级 近似 的 表示 式 . 对 未 重 正 化 电荷 ez 的 修正 则 为 e2k2P(k?). 对 极 化 
算 符 取 一 级 近似 (132.1), 我 们 求 出 


4 位 4 ae 
d (ce 等) = 1 十 2 下 各， Pp(a) = Bo 
于 是 (133.9) 式 中 的 积分 给 
人 中 1 


"N22 0203) e232) 


当 44 一 ~ m? 时 , 未 重 正 化 电荷 ec(41) 趋 近 于 实际 电荷 e, 于 是 (133.10) 和 
(133.3), (133.4) 一 致 .@ 
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我 们 来 研究 两 粒子 散射 过 程 (1 + 2 一 3 十 4 的 振幅 与 截面 (在 高 能 下 的 ) 
的 渐 近 形式 . 对 这 个 基本 的 电动 力学 过 程 , 在 第 一 级 非 零 近似 (对 于 o), 这 个 
问题 可 以 利用 前 一 章 推 出 的 特殊 公式 来 解 , 那些 公式 在 所 有 能 量 下 都 是 成 立 


Q 基于 传播 子 与 顶 角 部 分 泛 畏 性 质 的 重 正 化 群 方法 在 8112 最 后 所 引用 的 H. H. 
Boroni0o60B, I. B. IIxpxoa 的 书 中 有 系统 的 阐述 . 








(133.10) 
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的 . 然而 , 这 里 我 们 将 从 更 普遍 的 观点 来 讨论 这 个 问题 , 这 使 我 们 能 够 直接 地 
推出 这 样 的 渐 近 形式 . 
如 在 866 中 一 样 , 我 们 采用 不 变量 
5 = (pl 十 po)2，t= (pi1—p3), v= (pl 一 Da)? (134.1) 
其 中 pi 十 pz = ps 十 pa; 这 个 标记 对 应 这 里 要 研究 的 s 道 反应 . 在 极端 相对 论 情 
形 , 当 能 量 比 粒子 质量 大 得 多 时 , 在 质心 系 中 两 个 粒子 的 能 量 几 乎 是 相等 的 . 


我 们 将 用 e 标记 碰撞 粒子 能 量 之 和 , 于 是 在 质心 系 中 我 们 有 p1 = (Ben) 


1 1 1 1 
22 二 (ze -1) 23 一 (Bm) p4 一 (ze -ps) p? = p3 2 i 并 且 


5 
9 


s = €2, t 


其 中 9 为 pi 与 ps 间 的 夹 角 . 

我 们 先 研究 散射 角 8 固定 的 反应 截面 的 渐 近 形式 , 这 时 所 有 三 个 变量 s， 
t 与 峡 是 成 正比 的 , 并 且 一 起 趋 近 于 无 穷 大 . 在 极端 相对 论 情 形 , 粒子 质量 不 
可 能 出 现在 结果 中 , 唯一 有 长 度量 纲 的 量 为 1/e (= hic/e). 因此 , 从 量 纲 分 析 得 
出 , 两 粒子 反应 的 微分 截面 在 渐 近 形式 中 随 能 量 增 加 而 减 小 


dc/doce 1l/s 当 5s,ltl,lul 一 oo. (134.3) 


如 果 将 截面 不 与 立体 角 元 do 相关 联 , 而 与 微分 dt 相关 联 , 则 由 于 do x dt/s， 
我 们 有 


(1—cos0), w= -3( 二 cos9), (134.2) 


do/dt cc 1/s7. (134.4) 


截面 用 散射 振幅 表示 (在 极端 相对 论 情形 ) 为 do/do x |Myil?2/s; 见 (64.22)， 
(64.23) 式 . 因此 (134.3) 式 意 味 着 , 在 渐 近 极限 下 散射 振幅 与 s 无 关 : 


Mi = const. (134.5) 


从 上 面 推导 的 方式 可 以 很 清楚 地 知道 , 这 些 结果 不 仅 可 应 用 于 微 扰 论 的 
第 一 级 非 零 近 似 , 而 且 , 如 有 果 上 略 去 对 数 因子 (In s/m? 的 形式 ), 还 可 应 用 于 更 高 
级 的 近似 (考虑 辐射 修正 ) 中 ; 当然 , 与 无 量 纲 对 数 的 依赖 关系 是 不 可 能 从 量 
纲 分 析 确定 的 .了 
”假如 对 固定 的 t, 即 有 固定 的 动量 转移 平方 , s 增 大 , 则 将 出 现 一 种 不 同 的 
情形 . 换 甸 话说 , 研究 的 是 小 角 散 射 , 当 能 量 增 大 时 , 角度 将 减 小 : 


5 一 co， 上 wsg2 =const, 0~ (lt|/s)?. (134.6) 


加 包含 对 数 修正 的 级 数 求 和 可 能 导致 与 对 数 的 指数 依赖 性 , 这 会 改变 短 次 律 的 指 
数 . 然而 , 只 要 a 是 小 的 , 这 个 改变 也 是 小 的 . 
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在 这 种 情形 , 其 纲 分 析 使 我 们 只 能 确定 , 在 do/dt 中 1/s 与 1/t 的 组 合 宕 次 为 
2 (而 在 振幅 Mr 中 为 零 ).@ 因此 , 为 了 求 出 截面 随 s 增 大 而 较 快 减 小 的 部 分 ， 
我 们 必须 分 离 出 比 1/t 更 高 罕 次 的 因子 . 这 样 的 因子 只 有 当 费 曼 图 可 通过 在 
1, 3 端 和 2, 4 端 之 间 切 开 虚 粒子 线 将 其 分 成 两 个 部 分 的 情形 才 可 能 出 现 . 这 
种 线 的 总 四 维 动量 为 pl 一 ps, 而 这 导致 依赖 于 t= (pi 一 p3)? 的 因子 . 于 是 , 在 
范围 (134.6) 中 图 的 渐 近 形式 依赖 于 这 个 图 在 t 道 可 能 切割 的 性 质 . 
类 似 地 , 在 如 下 范围 的 渐 近 行为 
s—00, |ul~s(x—02=const, |x—0~ (ul/s)?, (134.7) 


这 个 范围 对 应 于 角度 接近 于 x 的 散射 , 此 渐 近 行为 由 图 在 ， 道 可 能 切割 的 性 
质 决 定 , 即 在 1, 4 端 与 2, 3 端 之 间 的 切割 . 

最 简单 的 例子 是 电子 -电子 散射 , 它 由 图 (73.13) 与 图 (73.14) 描述 . 第 一 
个 图 允许 在 上 道 在 虚 光 子 线 上 作 切 割 , 并 且 它 决定 了 散射 振幅 在 范围 (134.6) 
的 渐 近 形式 . 虚 光 子 线 对 应 于 D 函数 , 它 与 1/ 成 正比 . 振幅 与 微分 截面 的 渐 
近 形 式 为 

Myric s/t, do & dt/t2. (134.8) 
在 极限 (134.7), 接近 于 向 后 方向 散射 , 渐 近 形式 由 “交换 ”图 (73.14) 决定 ; 在 
该 极限 ， 

Mriic sf/u, doc du/u?. 
对 不 同 粒子 的 相互 散射 (电子 与 j 子 ), 不 存在 交换 图 , 所 以 通过 角度 6= 的 
散射 截面 按 (134.3), (134.4) 式 减 少 .@ 

我 们 将 表明 , 对 电子 -电子 散射 渐 近 行为 的 这 些 结果 并 不 受 加 和 人 辐射 修 
正 的 影响 . 为 此 , 我 们 来 考虑 对 图 (73.13) 不 同 级 的 修正 . 

已 经 表明 , 对 内 部 D 函数 的 修正 ( 见 (113.11)) 或 对 顶 角 部 分 的 修正 ( 见 
(117.1)) 的 图 在 振幅 中 只 能 导致 对 数 修正 ; 这 些 修正 并 不 改变 寡 次 律 (134.8). 
我 们 将 表明 这 对 允许 在 两 条 (而 不 是 一 条 ) 内 光子 线 切 割 的 图 也 同样 是 对 的 : 


ps Pp1+qg p1 

p3—p1-g 14 (134.9) 
I Pn 
D4 p2—g p2 


对 应 这 个 图 的 散射 振幅 和 对 应 图 (73.13) 的 散射 振幅 的 区 别 在 于 因子 1/i 换 成 
为 
(YP1 + 0))(Y(p2 — 9)) d4g 
(p1 十 9g)2(pa 一 9)292(ps 一 pl — 9)? 
这 些 论据 假设 常数 | > m?. 这 样 得 到 的 结果 , 在 与 s 的 依赖 关系 ( 即 与 能 量 的 
依赖 关系 ) 上 , 保持 正确 , 即使 当 lt| ~ m? 时 也 还 保持 正确 . 
@ 当然 , 所 有 这 些 论断 都 与 881 的 结果 一 致 ; 见 (81.11) 式 和 该 节 的 习题 6. 
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接 下 来 是 对 d4d 的 积分 . 这 个 积分 的 重要 范围 为 产生 1/s 最 低 突 次 的 范围 . 
为 此 , dg 与 pl, pa 比较 必须 总 是 小 的 . 于 是 抛弃 在 此 意义 上 小 的 项 (还 有 项 
他 二 及 二), 我们 可 以 将 此 表示 式 重 写成 


(yp1) (9p2) 
a (134.10) 


如 果 go 与 gs (z 轴 沿 pi = 一 pz 方向 ) 为 x 1/Vs; gy 与 qz 可 为 x 1/Vt; 于 是 
积分 范围 x 1/s, 分 母 不 包含 s. 分 子 的 数量 级 为 mlpa x s. 因此 , 费 曼 图 中 的 
一 根 内 光子 线 换 成 其 根 并 不 影响 该 图 与 的 依赖 关系 (对 给 定 的 妨 . 吕 也 就 是 
说 , 图 (134.9) 对 散射 振幅 的 贡献 与 主 图 有 同样 的 渐 近 行为 (134.8). 这 个 情形 
不 受 在 图 中 加 上 其 它 平行 的 内 光子 线 的 影响 , 也 不 受到 加 上 对 内 电子 线 作 修 
正 的 影响 . 

这 个 结果 是 有 普遍 意义 的 : 任何 可 以 通过 切割 任何 数目 的 内 光子 线 在 t 
道 或 @ 道 分 成 两 部 分 的 图 所 对 应 的 对 振幅 的 贡献 , 都 有 渐 近 形式 Myi cx s/t (t 
国定 ) 或 Myi x s/w (wu 固定 ) (B. TT. Topmsos, B. H. Tpu6os, JI[. H. JIzrmraroB， 
I, B. Bponos, 1967; H. Cheng, T. T. Wu, 1969). 

作为 第 二 个 例子 , 我 们 来 考虑 由 (74.12) 的 两 个 图 描述 的 康 普 顿 散射 . 这 
些 图 不 允许 在 t 道 切割 , 但 第 二 个 图 允许 在 入 道 的 一 根 内 电子 线 作 切割 . 用 本 
节 的 标记 , 这 就 是 





了 1 


2D1 一 D4 (134.11) 





这 意 昧 着 散射 大 部 分 集中 在 向 后 方向 附近 (如 在 $86 最 后 已 经 指出 过 的 ; 见 
(86.20)). 为 找到 此 范围 的 浙 近 行为 , 我 们 注意 到 对 应 于 图 (134.11) 中 内 线 的 
因子 G 有 1/y(p 一 p4) x 1/Vlul 量 级 ， 因 此 , 散射 振 凡 MP x al(s/|ul)3; 
其 中 包括 一 个 因子 a, 这 是 因为 图 (134.11) 为 第 二 级 的 . 所以, 微分 截面 为 
do/du x o?2/|uls， 这 个 表示 式 对 |u| 的 积分 主要 范围 为 lul 之 s. 于 是 总 截 
面 随 能 量 增加 而 减 小 o x o2/s (或 更 精确 地 , 为 o x (oa2/s)ln(s/mm2); 参见 
(86.20)).® 


加 我 们 再 次 强调 指出 ,我 们 只 考虑 寡 次 律 的 渐 近 形式 ,因此 , 我 们 不 需要 在 积分 中 
考虑 对 数 发 散 . (134.9) 形式 的 图 将 在 8137 中 作 进 一 步 研究 . 

@ 截面 和 ju| 或 | 上 [的 依赖 关系 的 精确 形式 , 当 它们 < m2? 时 , 当然 不 可 能 从 这 里 给 
出 的 论据 得 到 . 假设 对 lu| 或 有 i 的 积分 在 ~ m? 是 收敛 的 . 事实 上 , 对 除 带电 粒子 的 弹 
性 散射 外 的 所 有 过 程 都 是 如 此 的 . 
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然而 , 对 这 个 过 程 , 辐射 修正 改变 了 其 渐 近 行为 . 这 个 变化 是 由 于 如 下 类 
型 的 第 六 级 图 引起 的 : 


23 了 1 


1 
1 (134.12) 


在 t 道 , 这 容许 对 两 根 内 光子 线 作 切 制 , 并 因此 对 振幅 贡献 , 其 渐 近 形式 为 
Myi x o3s/t; 因子 aa 对 应 于 第 六 级 图 . 当 s 足够 大 时 , 振幅 的 这 个 部 分 变 成 
为 主要 部 分 , 于 是 微分 截面 为 




















do/dt cx aot/t2. 


这 个 表示 式 对 t 的 积分 以 小 的 | 由 ~ m2 范围 为 主 , 即 散 射 角 范 围 为 6 ~ mvVs 
(注意 到 现在 散射 主要 是 向 前 的 而 不 是 向 后 的 )， 于 是 总 截面 不 再 随 能 量 增加 
而 减 小 : 
o CX oe fm = a /fr2. (134.13) 

当 == Vs ccmy/a2 时 , 截面 减 小 的 部 分 变 得 与 此 恒定 部 分 可 比较 了 . 

类 似 的 情形 出 现在 光子 -光子 散射 中 . 在 第 一 个 非 零 近似 下 , 这 个 过 程 可 
用 “方形 ”图 (127.1) 描述 , 此 图 可 穿 过 两 个 内 电子 线 作 切 市 . 完成 对 图 中 这 些 
线 的 四 维 动量 的 积分 ; 动量 ~ V3 是 重要 的 ,t 或 u 小 值 的 范围 不 是 特别 有 意义 . 
对 任何 恒定 的 t 或 w, 这 些 图 的 渐 近 形式 由 (134.5) 式 给 出 : My; = constant cx a2， 
总 截面 随 能 量 增加 而 减 小 : c x a4/s (参见 (127.23)); 这 里 接近 于 零 或 x 的 角 
度 没 有 特殊 的 意义 . 然而 , 在 第 八 级 , 有 可 以 穿 过 两 根 内 光子 线 作 切割 (在 上 或 
wv 道 ) 的 图 , 例如 


! 1 (134.14) 


a 


这 些 图 给 出 一 个 当 近 的 恒定 截面 : 当 Vs 六 m/a? 时 , 截面 o x as/m?. 巴 
总 截面 的 渐 近 为 恒定 值 是 其 图 可 以 穿 过 内 光子 线 作 切割 (在 t 或 ww 道 ) 的 

散射 过 程 一 个 标志 性 特性 . 甚至 在 反应 终 态 有 多 于 两 个 的 粒子 时 也 出 现 这 个 
特性 . 

@ 一 个 光子 在 核 的 场 中 相干 散射 的 截面 甚至 在 第 一 级 非 零 近 似 下 也 渐 近 地 趋 近 
于 恒定 值 , 这 个 过 程 用 一 个 “方形 ”图 描述 , 其 中 两 端 为 外 场 线 ; 见 (128.7) 式 . 然而 , 实 
际 上 这 些 图 必须 表示 为 (134.12) 形式 , 其 中 上 面 的 实 线 为 核 线 . 于 是 图 中 的 外 场 线 变 成 
了 内 线 , 并 且 渐 近 地 趋 近 于 恒定 值 的 理由 变 得 很 明显 了 . 
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$135 顶 角 算 符 双 重 对 数 项 的 分 离 


在 8133 的 最 后 已 经 指出 过 , (aL)" 形式 的 修正 (其 中 工 为 大 的 对 数 ) 只 有 
在 巨大 能 量 时 才 变 得 重要 , 并 因此 有 纯 理 论 的 意义 . 但 是 , 在 实际 散射 过 程 的 
振幅 中 还 有 (aL2)" 形式 的 大 得 多 的 修正 . 这 种 包含 对 数 平方 的 与 a 相同 寡 次 
的 项 称 为 双重 对 数 项 . 
在 双重 对 数 修正 中 的 特征 展开 参量 为 
a E2 
a 
其 中 < 标记 问题 中 出 现 的 能 量 (例如 , 质心 系 中 碰撞 粒子 的 总 能 量 ). 微 扰 论 成 
立 的 条 件 是 这 个 量 为 小 量 ; 这 个 条 件 在 如 下 能 量 下 将 不 再 满足 : 


E ~ mexp (3y®) ~ 3 x 104m. (135.2) 


现在 我 们 试图 避 开 这 个 限制 并 推出 在 如 下 情形 成 立 的 公式 





(135.1) 


—ln <1. 135. 
元 也 (135.3) 


这 明显 地 要 求 对 所 有 第 次 (aL?)" 修正 的 一 个 无 穷 级 数 求 和 . 

双重 对 数 修正 在 丙种 类 型 的 情形 出 现 . 一 种 情形 是 一 个 固定 有 限 角度 的 
散射 ; 如 在 8134 中 阐述 过 的 , 截面 在 渐 近 高 能 范围 总 是 减 小 的 . 在 这 种 情形 ， 
双重 对 数 修正 与 红外 发 散 有 紧密 的 联系 . 特别 是 , 这 些 情形 包括 电子 在 外 库仑 
场 中 的 弹性 散射 ; 对 截面 的 第 一 级 双重 对 数 修正 在 8122 中 已 经 求 出 . 本 节 和 
8136 将 在 条 件 (135.3) 下 完全 确定 这 些 修正 . 

另 一 类 情形 包括 对 给 定 的 动量 转移 平方 , 反应 截面 随 能 量 增加 而 减少 的 
情形 , 即 散 射 角 渐 近 地 趋 近 于 零 或 x 的 散射 ;如 8§134 所 示 , 这 出 现在 其 图 不 能 够 
罕 过 内 光子 线 在 t 或 % 道 作 切 割 的 过 程 中 . 这 里 , 双重 对 数 修 正和 红外 发 散 没 
有 联系 . 作为 一 个 例子 , 我 们 将 在 8137 中 讨论 电子 一 子 的 向 后 (w = constant) 
散射 . 

首先 , 由 于 条 件 (135.3), 单 对 数 修正 为 ~ (a/r)ln(e?2/m?) < wa/ 可 入 1 
并 因此 可 以 略 去 . 由 于 双重 对 数 修 正 不 出 现在 9 与 D 中 , 这 两 个 函数 可 简单 
地 取 为 其 非 微 扰 值 G 与 D. 

顶 角 算 符 的 计算 包含 由 无 穷 序列 的 图 产生 的 双重 对 数 项 的 求 和 . 这 个 
问题 将 在 $136 中 分 析 , 但 是 , 在 对 其 中 所 有 变量 实际 进行 积分 前 , 我 们 将 先 描 
述 一 个 方法 用 于 在 各 种 费 曼 积分 中 将 双重 对 数 项 分 离 出 来 (B. B. Cyrnaros, 
1956). 
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我 们 来 考虑 对 用 图 (117.1) 表示 的 项 角 算 符 的 第 一 级 修正 (对 a), 该 图 在 
这 里 通常 习惯 地 取 为 (对 变量 重 命 名 ) 如 下 形式 


(135.4) 





或 用 解析 形式 表示 为 





ie? vypa — yf + m)ye — yf+m)yds 
a » Y fp2 If + YP -I +m Yd 


dn3 | [(p2 — f)?2 — m? +iol[(pi ~ f)? ~— m2 +io][f? +io] 
(135.5) 


我 们 将 假设 
lg’| > pi, 93,m?, (135.6) 
并 假设 端 pi, pa 可 以 是 物理 的 也 可 以 是 虚 的 . 由 (135.6) 式 得 出 


1 
lpip2| ~ 3519 | > p1,p2,m, (135.7) 


即 , 四 维 矢量 pi 与 pz 有 大 的 分 量 但 平方 很 小 ; 这 是 可 能 的 , 因为 四 维度 规 是 
履 欧 氏 的 . 双重 对 数 项 事实 上 在 满足 条 件 (135.6) 时 出 现 . 

下 面 我 们 将 看 到 , f 相对 小 的 值 在 对 d4j 的 积分 中 是 重要 的 . 因此 , 我 们 
可 忽略 被 积 函数 分 子 中 的 f, 且 TD 变 为 


. 2 
1C 
TD = 3Y Op + my (yp + mh, (135.8) 


3 
竺 


I -=| df 
! [pa -fm +iolp — f)2 — m2 +iol[f2 +io] 
(135.8) 中 的 矩阵 因子 可 以 简化 , 利用 如 下 事实 , 在 图 中 出 现 了 实际 上 总 
是 要 乘 以 矩阵 (ypz 十 m) 与 (ypi 十 m) 的 : 





(135.9) 


(yp2 + mT (yp +m). (135.10) 
因为 , 如 果 pi 与 pa 电子 线 为 虚 的 , 那么 , 这 些 因 子 来 自 G(pi1) 与 G(p2); 而 如 
果 这 些 线 对 应 实 的 电子 , 那么 , 了 要 乘 以 瑟 与 wi, 而 狄 拉克 方程 表明 


Pp2+m _ TP1+m 
To 三 UO Ul 三 Ql. 
2m 2m 
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交换 矩阵 因子 的 次 序 , 并 在 每 一 步 按照 (135.7), 与 pl, pa 相 比较 , 略 去 p?, p3 与 
7m2, 我 们 得 到 


:122 
Op + m) TO pi + m) ozs (pip2) Vp2 + mM) (vp + mm) 
因此 , 我 们 可 以 取 TO) 的 最 后 形式 为 
2 
TH) st (135.11) 


其 中 
t= gq ~ —2(p1p2). (135.12) 
当 f 大 时 , 积分 五 收敛 , 因此 不 需要 作 正 规 化 . 
接 下 来 的 计算 中 的 关键 是 引进 新 的 更 方便 的 积分 变量 . 
将 f 分 解 为 和 pipz 平面 相 切 与 相 垂 直 的 分 量 : 











f = up + vpa 十 广 三 月 十 万 ， (135.13) 
fip1 = fip2=0. (135.14) 

我 们 取 系 数 u,v 以 及 
p=—f1 (135.15) 


作为 新 的 变量 . 由 条 件 (135.7) 明显 看 出 , 在 pipz 平面 的 度 规 是 屠 欧 氏 的 . 因 
此 , 时 间 轴 可 以 取 在 这 个 平面 , 于 是 户 为 一 个 类 空 的 四 维 矢 量 , 且 p > 0. 
指标 0, z 暂时 用 来 标记 四 维 矢量 在 mps 平面 上 的 分 量 ; y 与 z 用 来 标记 
垂直 平面 上 的 分 量 . 将 四 维 体积 元 d4f = d2 广 d2 帮 变换 为 新 的 变量 , 我 们 写 
出 
fi = fldlfildp = 3dpdp -map 


(由 于 (135.9) 式 中 的 被 积 函 数 是 与 角 2 无 关 的 ). 还 有 


了 oO(fo, fz) 
ee | Oa) 


实际 上 , 由 于 p3 是 小 量 , 所 以 p2, 2 p20, 并 因此 








1 
dudv = |pi0p2z — p20p1z|dudv ~ al ldudv. 





(piopaz 一 Po0Dlz)? 写 (p10p20 一 pazpiz)” 3 (p1p2)? 3 (gqg2/2)2. 


于 是 
dj = 3ltldudvd?f? 一 ltldudvdp. (135.16) 


现在 , 计算 依赖 于 pi, p3 与 m? 之 间 的 关系 ; 我 们 将 考虑 两 种 情形 . 
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虚 电子 线 情 形 
设 动量 pi 与 p2 对 应 虚 电 子 , 并 且 
Iptl, lp2| > mm. (135.17) 


我 们 将 看 到 , 在 此 情形 导致 双重 对 数 表示 的 最 重要 积分 范围 由 如 下 不 等 式 
给 出 


a v1; 


相应 地 , 在 (135.9) 式 被 积 函 数 的 分 母 中 , 与 (p17), (p2f) 相 比 较 , 我 们 可 略 去 


m2, pt, D2 与 户 : 
d4f 
I = | 1 . 135.19 
1 (p ( ) 


2(p2f) :2(p1f)(f? + i0) 
量 pif, pzf 与 2 由 下 式 给 出 


2Z2 


0<p liul,ltvl; i|< | 1. (135.18) 














= (up1 + vp2)? 一 pT —tu—p, 
2(p1f) = 2pi(up1 + vp2) ST —ty, 
2(p2f) 3 —tu. 


du d 
五 = se (135.20) 
er pt+tuw—i0u v 


按照 条 件 (135.18) 式 , 对 dp 的 积分 从 0 到 | 刀 | 与 jiu| 中 的 较 小 者 ; 结果 为 


min{|twl,|tv|} d . 1 1 ir， 当 tuv < 0， 
7 i (135.21) 
对 dw 的 对 数 积分 从 -1 到 -lpz/ 和 从 lpz/ 才 到 1( 对 du 的 积分 与 此 类 似 ). 当 
将 (135.21) 代入 (135.20) 时 , 第 一 项 对 dudv 的 积分 为 零 , 因为 被 积 函 数 为 奇 函 
数 . 第 二 项 的 积分 当 t <0 时 对 久 与 % 有 相同 符号 的 范围 进行 , 而 当 t+>0 时 
是 有 相反 符号 的 范围 . 在 任 一 情形 v > 0 范围 与 v< 0 范围 在 对 dw 积分 后 给 
出 相同 的 贡献 , 结果 为 

















5- 区 .2/ ef/ i (135.22) 
2 eg ea pi) IB) 
符号 与 + 相同 . 
最 后 , 代入 (135.11), 我 们 得 到 
jt | lh 
(p2, p1; q) 2 i 














le|> pil, lp2| > mm (135.23) 
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物理 的 外 电子 线 情 形 
现在 设 动量 pi 与 pa 对 应 实 的 电子 , 于 是 
了 一 02 一 772. (135.24) 
于 是 , 积分 的 重要 范围 为 
0O<pgltul, livl 0<h, lul <L. (135.25) 


由 于 pf 一 = 二 PB 一 m2 二 0, 和 pif, pzf 相 比 较 , 我 们 可 略 去 好 与 到 ,并 且 将 
积分 (135.9) 又 一 次 变 成 (135.19) 的 形式 . 然而 , 为 了 消除 要 出 现 的 红外 发 散 ， 
我 们 必须 在 光子 传播 子 中 采用 有 限 的 光子 质量 入 < m (参见 8117): 


a 
和 上 2(p1f) :2(p2f)(f2 — A +i0) (135.26) 


在 此 情形 
ff? tuv— p, 2p1f) tv +2mu, 2(p2f) -tu + 2m2y, 


因此 


du dv 2m2 
py i i Om (135.27) 


其 中 = 2m?2/t 才 1. 
对 dp 积分 后 , 类 似 于 (135.21) 式 , 我 们 得 到 


SE 由 人 一 TU 一 TU 


对 此 积分 加 了 条 件 twv 十 和 2 < 0. 范围 ww>0 与 vw< 0 又 给 出 相同 的 贡献 , 对 
du 积分 的 结果 为 


ne -fa "f [hn T6— dv 
.= t (5 一 TV2)( 了 一 切 | ov 
(135.28) 


五 一 一 








其 中 人 X2t, |6| < |7|, 我 们 已 经 用 到 了 不 等 式 |r| < 1. 
积分 (135.28) 中 , v 的 三 个 范围 导致 双重 对 数 表 示 : (1) |7| <v < 1, (D) 
/0 Vv 才 |r|, (IID Vr0 <v < V(6/7). (我 们 取 特殊 情形 V677) < |r|; 
结果 与 此 假设 无 关 .) 在 每 个 范围 采取 适当 的 近似 , 我 们 求 出 
ix? 


二 | 
万 = 2 | 
全 他 了 十 4In 一 5 In 2). (135.29) 
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最 后 , 代 人 (135.11) 式 , 我 们 有 


T*V(p2,p19) = -a7 gy (1 lel ,sma a ， (135.30) 
le|> lpil = lp2| = mm 


与 (117.21) 式 一 致 . 
$136 项 角 算 符 的 双重 对 数 渐 近 形 式 


$135 计算 的 修正 TD 为 1 的 量 级 时 , 顶 角 算 符 必须 由 对 a 的 所 有 级 的 双 
重 对 数 的 无 穷 序列 求 和 来 求 出 . 这 个 问题 是 可 以 解决 的 , 因为 这 样 的 项 仅 由 一 
个 特殊 类 型 的 图 产生 , 而 由 不 同 级 图 的 贡献 以 简单 的 方式 相 联 系 . 如 我 们 在 以 
下 将 看 到 的 , 产生 双重 对 数 项 的 所 有 图 有 如 下 形式 


(136.1) 





等 等 , 其 中 每 根 光子 线 连接 两 根 电子 线 , 而 且 光 子 线 本 身 可 以 以 任何 方式 相交 . 

设 光 子 动量 所 , fo,… 按 其 线 的 右手 端的 顺序 来 标号 . 于 是 , 给 定 级 的 各 
个 图 将 按 光 子 线 的 左手 端的 序列 区 别 . 在 每 个 费 曼 积分 中 , 如 (135.5) 中 那样 ， 
我 们 略 去 分 子 与 分 母 中 的 项 , 然后 以 和 推导 (135.11) 式 同样 方式 处 理 分 子 . 之 
后 对 所 有 有 n 光子 线 的 图 求 和 , 给 出 中 x oa" 的 项 , 为 


可 ia \” 
TU = yt (各 万， (136.2) 


dd 
"Eh 


1 
ny “2(p1fit+p1f2) :2(p1fi+ -+p1fn) 2p2f1) :2(p2fit+ :+p2fn) 


(136.3) 





0 “fe 
其 中 求 和 对 在 乘积 psf 中 下 标 上 的 所 有 交换 (置换 ) 进行 ; 为 简洁 计 , 略 去 分 
母 中 的 i0 项 与 六 项 . 
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很 清楚 , 如 果 在 求 和 (136.3) 中 的 乘积 pi 中 下 标 上 以 任何 方式 交换 , 这 
简单 地 等 价 于 对 动量 重 命 名 , 因此 并 不 影响 的 值 . 因此 我 们 可 以 将 (136.3) 
的 求 和 推广 到 在 两 个 滋 积 po fi 与 pifr 中 因子 hh 的 所 有 交换 , 并 将 结果 除 以 
nl. 

现在 我 们 利用 重要 公式 

1 1 1 1 
2 9 
其 中 求 和 对 下 标 1,2,… ,n 的 交换 进行 . 当 将 此 公式 两 次 应 用 于 积分 的 求 和 
时 , 我 们 就 得 到 一 个 形 如 (135.19) (或 (135.26)) 的 n 个 相同 积分 的 乘积 , 于 是 


T= I?/nl (136.5) 


代入 (136.2) 并 将 TW 对 所 有 的 n= 0,1,2,.… 求 和 , 最 后 给 出 











Tt(p2, Pp1; 9) = Y* exp 人 9 (136.6) 


特别 是 , 代入 由 (135.22) 的 五 给 出 带 有 虚 外 电子 线 的 顶 角 算 符 的 双重 对 
g2 


码 


ln 





T* (pa, p1; q) =Yep{- 兰 m| 生 ) (136.7) 


lal> pil, lp2| > mm 











2 


(B. B. Cynarxos, 1956). 
代入 由 (135.29) 的 五 则 给 出 带 有 实 外 电子 线 的 顶 角 算 符 的 渐 近 形式 : 





reops0 = exp{ -对 (ww :人 I am a 国 m))， (136.8) 
lq > ==m. 
其 中 Tr 与 其 非 微 扰 值 y+ 相差 的 因子 同时 还 确定 了 电子 在 外 场 中 的 散射 振 
幅 与 其 玻 恩 值 之 间 的 相差 值 . 因此 , 散射 截面 为 

do = doB ep{ -六 (= . F 4ln ， In 2)} (136.9) 


为 消除 红外 发 散 , 我 们 仍 必须 将 此 表示 式 乘 以 发 射 各 个 数目 能 量 不 超过 
某 个 小 值 wmax 的 软 光 子 的 概率 之 和 , 即 乘 以 如 下 的 量 ( 见 (122.2)) 


Wmax 1 Wmax Wmax Wmaex 
了 十 dw 十 二 dw duws 十 … = eXxp du » . (136.10) 
0 2! 0 0 0 


包 此 公式 对 n=2 明显 成 立 , 于 是 不 难 用 归纳 法 证 明 此 公式 . 
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指数 中 的 积分 由 (120.14) 给 出 (在 该 式 作 为 乘 以 doe 的 表示 式 ), 最 后 结果 是 
能 量 为 s 的 电子 在 高 动量 转移 下 的 散射 截面 的 如 下 渐 近 公式 : 


2a ,|a2| E 
do = donerp (Em E (136.11) 
2 By 
| 的 | > mm ， 元 卫 1 
(A. A. A6pvkocoBs，1956)， 在 此 表示 式 中 的 第 一 级 项 (相对 于 a) 当然 是 


(122.12) 式 . . 

我 们 指出 , 如 果 我 们 取 wax ~ se, (136.11) 中 的 一 个 对 数 就 变 成 1 的 量 级 ; 
也 就 是 说 , 双重 对 数 修正 在 同时 发 射 任意 能 量 光 子 的 截面 中 消去 了 .9 于 是 ， 
在 所 采用 的 近似 下 , (136.11) 式 中 的 指数 因子 变 为 1, 而 截面 有 其 玻 恩 值 , 这 和 
898 末尾 的 普遍 论断 是 一 致 的 . 
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作为 第 二 种 类 型 的 一 个 例子 , 我 们 考虑 一 个 电子 被 负 jy 子 散 射 的 过 程 ， 
我 们 只 考虑 精确 向 后 散射 、 散 射 角 为 6 = x 的 情形 (B. TI. Topmros, B. H. 
Tpu6os, 开 . 且 . JInmaMoB, IT. B. Bponos, 1967). 从 两 个 方面 看 , 这 都 是 一 个 
简单 的 过 程 . 首先 , 交换 图 不 出 现 , 因为 两 个 粒子 不 是 全 同 粒子 . 其 次 , 在 向 后 
散射 中 , 很 少 有 软 光子 发 射 , 因此 , 没有 红外 发 散 : 按照 (98.8) 式 , 软 光 子 的 发 
射 截面 为 


/ vy 2 
do=@& eo ge xnl: on doel, 
lon ln 1l-veFn 1l1~-vV.n NAW 
(137.1) 


e 有 

其 中 we ww 与 内 ,ww 为 碰撞 前 后 的 粒子 速度 ; 在 极端 相对 论 情形 , 动量 相等 
意味 着 速度 相等 , 并 且 到 这 个 精确 性 , 在 质心 系 中 , 对 向 后 散射 , ve = -ou = 
一 0 二 vi, 所 以 (137.1) 式 的 值 为 零 . 

如 果 所 考虑 的 散射 过 程 对 应 s 道 反应 , 那么 在 上 + 道 就 变 成 为 电子 - 正 电子 
对 转换 为 ytp- 子 对 的 反应 . 在 这 个 道 , 条件 9 = 意味 着 e- 与 jp” (和 et 与 
1+) 的 运动 方向 一 致 . 消除 币 致 辐射 在 这 个 道 是 特别 明显 的 , 因为 每 个 符号 电 
荷 的 运动 方向 是 不 变 的 . 

在 发 射 截面 中 消去 领头 项 的 结果 是 , 其 渐 近 形式 不 包含 双重 对 数 修正 . 相 
应 地 , 也 就 没有 (以 同样 的 双重 对 数 精确 性 ) 红外 发 散 , 甚至 在 散射 振幅 中 对 
虚 光 子 动量 积分 时 也 没有 红外 发 散 . 

@ 对 于 有 限 角 的 散射 , 在 898 表述 的 光子 是 软 光 子 的 条 件 只 要 求 wmax < 冬 s, 因此 这 
里 推出 的 公式 可 以 以 对 数 精确 性 使 用 , 甚至 当 wmax ~ s 时 . 
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如 果 用 如 下 不 变量 来 描述 这 个 过 程 
s= (pe+pn), t= (pe—p), 和 一 (pe 一 区) 
在 极端 相对 论 情形 , 对 应 向 后 散射 的 值 为 
5=-t> mi, v=0.. (137.2) 


在 微 扰 论 的 一 级 (相对 于 a) 近似 , 电子 -ux 子 散 射 用 下 图 描述 


Pe pe 
| 
1pe 一 De (137.3) 
玉 一 -一 一 一 pr 
相应 的 振幅 为 
Me 二 (ya) yd). (137.4) 


这 个 表示 式 在 极限 (137.2) 的 值 可 通过 将 矩阵 四 维 矢 量 y* 换 成 其 在 垂直 于 
Peps 平面 (或 等 价 地 , pppy, 平面, 因为 在 极端 相对 论 的 向 后 散射 中 有 pe 2 2,， 
pe 洁 py) 的 平面 上 的 “投影 ”yf 得 到 : 平行 于 pep' 平面 的 分 量 则 为 矩阵 


(a ;) 
V3 YPe T YDPe), VE ?pe 一 ?Do。 


(第 一 个 矩阵 等 于 加 ,第 二 个 等 于 me 7, 其 中 me 为 沿 pe 方向 的 单位 矢量 ), 对 
双 旋 量 we 与 ut 采用 狄 拉 克 方 程 , 我 们 有 


(ZO yu ) 0 yl®)) ~ 1/s 


所 以 可 上 略 去 这 些 项 . 
在 下 一 级 近似 , 我 们 加 上 下 面 这 个 图 
i 
,| 1 
| “| 全 (137.5) 
Dh petpu—f 2 


以 及 有 光子 线 “ 交 又 ”的 图 , 该 图 可 方便 地 取 为 与 图 (137.5) 的 区 别 仅 仅 是 一 
根 实 线 方向 不 同 的 形式 : 


pe 





1 Pe 


(137.6) 
Dr Op 
pupetf 
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对 应 积分 的 分 析 表 明 , 在 这 两 个 图 中 , 我 们 都 有 来 自 “ 软 ” 虚 光 子 区 域 : 
1 一 po) 和 mm2 或 | 一 p4)?| 之 m2 的 双重 对 数 贡 献 . 这 些 贡 献 由 积分 的 红外 
发 散 产生 , 按照 前 面 的 讨论 , 这 里 肯定 必须 消去 . 然而 , 在 图 (137.6) 中 , 还 有 来 
自 大 动量 : | 有 ?| 六 m2 的 双重 对 数 贡 献 , 并 且 这 个 贡献 必须 计算 出 来 . 

图 (137.6) 对 应 于 积分 

四 ;02 fF + me NE PYF + mp) YN) 4 

mp = | re a A, 

其 中 我 们 已 经 用 到 pe ~ pi 的 事实 . 我 们 仍 取 





f=upetvpt+fi (137.8) 
(参见 (135.13) 式 ). 双重 对 数 的 贡献 来 自如 下 不 等 式 确 定 的 范围 
lsul, lsv|> pm mi/s <u |<1, (137.9) 


其 中 p= 一 扩 . 四 维 矢量 广 的 定义 使 得 户 pe = fp = 0; 在 现在 向 后 散射 的 
情形 , 由 此 得 出 在 质心 系 中 9 = 0, 并 因此 p = 了 7. 

在 (137.7) 式 的 分 子 中 , 我 们 可 略 去 me 与 my, 以 及 所 有 包 会 以 或 v 的 项 ; 
这 里 的 因子 .或 v 将 会 消去 分 母 中 相应 的 极点 ( 见 下 面 ), 于 是 , 所 要 求 的 对 数 
平方 将 不 出 现 . 由 于 

(pf Stus su, (De 一 门 2 之 一 s0， fsuw—p 
我 们 可 以 按照 (135.16) 变换 积分 元 d4f, 并 将 (137.7) 式 重 写 为 
加 0 YO POOF) 

Mi = 272 su. sy(suv ~ p +i0)? on 
被 积 隧 数 的 分 子 进一步 通过 对 万 的 方向 求 平均 以 及 将 y* 与 Y 变换 为 党 
与 让 ( 按 与 (137.4) 中 同样 的 原则 ) 作 进 一 步 变换 . 简单 的 计算 给 出 

9-MDTJD FAD pdudvdp 
M® = MOIV, 70 = -i / (137.10) 
最 后 , 在 分 子 中 利用 恒等式 p = (po 一 suv) + suv, 我 们 可 上 略 去 第 二 项 , 它 会 消去 
简单 的 极点 并 因此 没有 双重 对 数 的 贡献 . 因此 
(D0 dudvdp 
J = -i ne (137.11) 

这 个 积分 与 (135.20) 式 有 同样 的 形式 , 因此 , 对 dp 的 积分 可 以 用 同样 方 
式 进行 , 但 是 现在 由 于 p > m2, 我 们 有 条 件 suv > m2, 而 不 是 suv > 0. 结果 
为 


dud 
7 中 一生 / er, (137.12) 





. 594 ， 第 十 三 章 量子 电动 力学 的 渐 近 公式 





积分 范围 由 如 下 不 等 式 确定 : 
ma/s<u, v<1 suw>m? 


在 此 对 数 精确 性 的 计算 中 , 强 的 不 等 式 > 简单 地 换 成 了 >. 直截了当 的 计算 
给 出 





JU = 元 也 -一 ， - (137.13) 


在 微 扰 论 更 高 级 的 近似 中 , 所 要 求 的 项 ~ a"ln”s 由 与 (137.6) 类 似 的 
“梯形 ”图 产生 , 但 “梯级 ”的 数目 要 更 多 . 因此 , 散射 振幅 完全 的 双重 对 数 渐 
近 形 式 由 如 下 无 穷 的 求 和 给 出 

pe 一 Pe i 
iMyi = | 十 十 二 > (137.14) 


为 确定 这 个 求 和 中 项 的 一 般 形 式 , 我 们 来 考虑 第 三 极 近似 的 图 ((137.14) 
序列 中 的 第 三 项 ). 相应 的 积分 可 写成 


(3) _ a7(1) 7(2) (2) Qo | duidvi1duzdv» 
My» = MJ JJ 一 (一 
大 fi ， (3 ) et J (137.15) 





my/s <U2) V2 <1, suv, su2v2 > m2. 
在 此 积分 中 的 双重 对 数 项 可 通过 对 积分 变量 加 上 如 下 进一步 的 条 件 来 分 离 


V2 VU, WU2 六 141. (137.16) 


duidvidu2dvw Q \2 
(2 人 Pl ea tt a | 
本 = (二 ) / U1U2U1 U2 3 (去 /aeanaedm， 
其 中 二 In(sui/m2), m= 一 Inv, 并且 积分 范围 由 如 下 不 等 式 确定 
HH>m; >7pi o>6, mm>0; o= In(s/m2). 
类 似 地 , 该 序列 中 的 第 n 项 可 以 写成 Mb 加 MO J"), 其 中 
2 
7%(0) = () f dram denan, (137.17) 


积分 范围 为 
&>m (=n), o>én, mm>0. (137.18) 
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总 散射 振幅 为 
MP = ME 十 》， ma | (137.19) 


n=1 
为 计算 这 个 求 和 , 我 们 引进 一 个 辅助 函数 AWm(é&,n), 它 由 与 (137.17) 同样 
的 积分 给 出 , 但 积分 范围 为 





GE>m C=1,2,,n), >6>0, n>m>0 (137.20) 
( 即 对 &% 与 加 有 不 同 的 积分 限 , 而 不 像 (137.18) 式 中 那样 有 相同 的 积分 限 ). 
很 明显 ,MP = M9 A(o,0), 其 中 


4(5 7) = > A (EN, 40) = 1 (137.21) 


n=0 


函数 A (é,) 的 定义 表明 , 它们 满足 如 下 递 推 关系: 
A 8D = daamAr Vem) 
并 且 这 个 方程 对 n 从 1 到 co 的 求 和 给 出 函数 A(&,n) 的 一 个 积分 方程 : 


A(&,m) =1+ | am asam, (137.22) 
E>m, €>&8>0, n>m>0. 


为 了 下 面 的 分 析 , 考虑 在 范围 上 > n 中 的 4(#,m) 就 足够 了 ， 于 是 方程 
(137.22) 可 写成 


n ppé 
A(é,7) 三 工 十 元 / A(&1, Mm)dét1dm. (137.23) 
n1 


将 此 式 对 7 微分 , 我 们 有 


三 元 )/ A(&1, dé1, (137.24) 

进一步 再 对 上 微分 给 出 微分 方程 
5 到 元 4 = 0. (137.25) 

这 个 方程 必须 用 如 下 边 条 件 来 解 
Me | .人 (137.26) 


On €=7 
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这 个 条 件 可 直接 从 (137.23) 与 (137.24) 得 出 . 
方程 的 解 可 通过 对 的 拉 普 拉 斯 变换 求 出 : 








A(é,7) = 元 er Q(p, Mdp, (137.27) 





其 中 在 复 p 平 面 的 回路 C 为 围绕 p= 0 点 的 闭合 曲线 . 将 (137.27) 代入 (137.25) 
式 , 并 令 被 积 函 数 等 于 零 , 我 们 有 
5% CQ Qn 
Poy = 元 4， Q@ 二 oO(D) exp 2np’ 
其 中 p(p) 为 一 个 任意 函数 . 现在 (137.26) 的 第 一 个 边 条 件 给 
2(p) = 1/p+ WP) 


其 中 w(p) 为 解析 函数 , 在 回路 C 内 没有 奇异 性 ，(137.26) 的 第 二 个 条 件 通 过 
取 w(p) = 一 2np/a 可 得 到 满足 : 于 是 


es or soa 二)a- 和 


将 取 &=7 =o 的 这 些 表示 式 联 立 给 出 


1 2 村/ d 
2ri ac ?a be 


最 后 , 进行 分 部 积分 并 利用 熟悉 的 公式 


ss 


(其 中 了 (2) = 一 iJi(iz) 为 虚 宗 量 贝 塞 尔 函 数 ), 我 们 求 出 散射 振幅 为 


3 2 
Mn= MO sl ( / 2 (137.28) 


9 二 7 的 散射 截面 相应 地 等 于 











9 2 
dz-=dod P(En), dD = Ta, (97.29) 
aln’(s/m?) : mz 52 


这 就 是 极端 相对 论 情形 的 玻 恩 近似 鹤 面 ( 见 881, 习题 6). 巴 


@ 关于 双重 对 数 渐 近 形式 的 进一步 文献 在 B. T. Topmgoa 的 综述 性 论文 (YEH. 
1973. 于 110. C. 45) 中 给 出 . 
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8138 强 子 的 电磁 形状 因子 


迄今 为 止 , 我 们 在 本 书 中 只 讨论 不 参加 强 相 互 作用 的 粒子 (电子 , 正 电子 
与 用 子 ) 的 量子 电动 力学 . 另外 还 有 很 多 粒子 是 参加 强 相互 作用 的 , 它们 被 称 
为 强 子 (hadron)9. 这 些 粒子 包括 例如 自 施 3 的 质子 与 中 子 , 自 族 为 零 的 和 
介子 , 以 及 其 它 粒 子 . 原子 核 由 质子 和 中 子 组 成 , 自然 也 是 强 子 . 

日 前 的 理论 还 不 能 推导 出 一 个 完备 的 强 子 量子 电动 力学 . 显然 , 不 考虑 强 
得 多 的 强 相 百 作 用 是 不 可 能 建立 一 个 能 确定 强 子 电磁 相互 作用 的 方程 的 . 特 
别 是 , 为 描述 量子 电动 力学 的 相互 作用 就 要 得 到 强 子 流 的 明显 形式 , 而 这 就 必 
须要 包括 强 相互 作用 . 因此 , 强 子 流 只 能 作为 一 个 唯 象 的 量 引进 , 其 结构 只 能 
由 一 般 的 运动 学 要 求 来 确定 , 而 与 关于 相互 作用 动力 学 的 任何 假设 无 关 . @ 
电磁 相互 作用 算 符 将 仍 有 如 下 形式 








e(jA) (138.1) 





其 中 流 用 大 写字 母 7 表示, 以 便 与 电子 流 j 区 分 . 由 于 这 个 相互 作用 的 数量 
级 是 用 同样 的 基本 电荷 e 标定 的 , 我 们 仍 可 采用 微 扰 论 方法 .@ 

我 们 先 来 确立 在 一 个 自由 运动 强 子 的 两 个 态 ( 强 子 本 身 没 有 任何 变化 ) 
之 间 的 跃迁 流 的 形式 , 这 个 流出 现在 如 下 的 三 端点 图 中 





@ 这 个 词 来 自 希 腊 语 hadros, 意思 是 “大 的 ,有 质量 ”. 
@@ 包含 夺 克 模型 的 强 子 电动 力学 不 在 本 书 中 讨论 . 
@ 在 本 章 , e(> 0) 用 来 标记 单位 电荷 . 
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ig 
1 


(138.2) 


p2 D1 
它 本 身 可 以 是 更 复杂 图 的 一 部 分 (例如 , 电子 被 一 个 强 子 弹性 散射 的 图 ). 图 
(138.2) 中 的 虚线 表示 一 个 虚 光 子 ; 它 不 可 能 对 应 一 个 实 光 子 , 因为 一 个 自由 粒 
子 是 不 可 能 吸收 (或 发 射 ) 一 个 这 样 的 光子 的 ; 并 且 
q = (p2 一 人) < 0. 

如 果 我 们 先 考 虑 一 个 自 旋 为 零 的 强 子 , 设 wi 与 wa 为 该 强 子 初 态 与 终 态 
的 波幅 , 其 四 维 动量 为 pi 与 pa; 对 一 个 零 自 旋 粒 子 , 这 些 波幅 为 标量 (或 奢 标 
量 ). 在 这 两 个 态 之 间 的 强 子 跃迁 流 .Ji 必定 对 wi, 好 是 双 线 性 的 . 我 们 可 以 
写成 





Jri = v2T U1, (138.3) 


其 中 四 维 矢量 也 为 未 知 的 顶 角 算 符 (图 (138.2) 中 的 圆 点 )， 如 我 们 取 wi = 
wu2 二 1, 则 Jpz= 工 . 

由 于 理论 的 规范 不 变性 , 流 守恒 在 电动 力学 中 是 一 个 普 适 的 性 质 ,在 动量 
表象 中 , 它 可 用 跃迁 流 的 正 交 性 表示 并 且 光 子 的 四 维 动量 为 g = pa 一 pi: 





gqJpi = 0. (138.4) 
这 就 意味 着 三 必须 为 如 下 形式 


T= PF(g’), (138.5) 





其 中 = pr 十 pz 并且 F(q?) 为 的 一 个 标量 函数 ,而 92 是 唯一 的 不 变 的 独 
立 变量 . 由 于 强 子 的 类 型 在 跃迁 中 是 不 变 的 , pf = p3 = M?, 其 中 M 为 强 子 的 
质量 , 并 因此 Pg = 0. 

(138.5) 式 给 出 的 了 的 矩阵 元 , 以 及 算 符 了 为 真 四 维 矢量 . 因此 相互 作用 
算 符 (138.1) 为 一 个 真 标量 . 于 是 , 零 自 旋 强 子 的 电磁 相互 作用 必定 是 PP 不 变 
的 . 它 还 是 了 不 变 的 . 时 间 反 演 交 换 了 初 态 与 终 态 的 四 维 动量 , 但 保持 其 和 
P= pi 十 pz 不 变 , 并 改变 四 维 动量 的 空间 分 量 的 符号 , 而 时 间 分 量 的 符号 不 
变 . 而 这 也 是 四 维 势 4 分 量 的 变换 方式 , 所 以 乘积 J4 保持 不 变 . 


平面 波 可 写成 = EY 形式 . 归 一 化 到 每 单位 体积 一 个 粒子 对 应 于 (对 零 
自 旋 粒子 ) 标量 用 w*w = 1 来 妇 一 化 ,并且 , 我 们 可 简单 地 取 w= 1 (810). 下 面 我 们 按照 
864 所 采用 的 标记 定义 对 波幅 wi, wz 的 跃迁 流 . 
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不 变 函 数 F(g?) 称 为 强 子 的 电磁 形状 因子 . 这 个 量 的 明显 形式 当然 不 可 
能 在 一 个 唯 象 理论 中 建立 , 但 是 它 肯 定 是 实 的 (在 现在 所 考虑 的 区 域 < 0 
内 ), 从 在 8116 中 对 电子 形状 因子 用 过 的 同样 论据 可 以 得 出 : 当 % < 0 时 , 没 
有 中 间 态 可 以 出 现在 么 正 性 关系 的 右边 , 所 以 , 矩阵 MP (并 因此 Jyi) 为 厄 米 
的 . 





如 果 g = 0, 初 态 与 终 态 相同 , Jj; 变 成 一 个 对 角 气 阵 元 . 特别 是 , e(J0)i/2e; 
= eF(0) 为 电荷 密度 , 由 于 归 一 化 到 每 单位 体积 一 个 粒子 , 它 就 等 于 粒子 的 总 
电荷 Ze. 

对 一 个 电 中 性 粒子 , F(0) = 0, 但 必须 强调 指出 , 这 并 不 意味 着 它 是 一 个 
严格 中 性 的 粒子 . 如 果 粒 子 是 严格 中 性 的 , 并 有 确定 的 电荷 宇 称 , 则 对 所 有 的 
7 F(q?) = 0; 由 于 流 算 符 的 电荷 字 称 为 奇 的 ( 见 813), 其 在 同一 强 子 的 两 个 态 
之 间 的 矩阵 元 为 零 . @ 

我 们 现在 转 到 自 旋 ;的 强 子 . 在 此 情形 , 波幅 wa 与 wo 为 双 线性 的 , 强 子 
流 为 




















Jpi = UoT U1. (138.6) 


由 zo 与 wi 的 双 线性 组 合 与 四 维 矢 量 pi 与 pa, 可 以 构造 真 四 维 矢量 也 可 构造 
四 维 履 矢量 (满足 条 件 (138.4)). 因此 , 相互 作用 对 书 的 不 变性 条 件 并 非 必 须 
满足 的 , 而 必须 是 另外 加 上 的 条 件 .@ 如 在 9116 所 表明 的 , 在 这 个 条 件 下 , 顶 角 
算 符 包含 两 个 独立 的 且 为 (如 果 9 < 0) 实 的 形状 因子 . 现在 我 们 将 其 写成 





Pr fm 


2 
Lo 三 4 
Tr 一 2M(Ee 一 2 = 让 站 my- = 2M (到 - Bm ) 3 a17° Hr gg, 


= (4M?F. — gq PF, je + 入 人 — Fn)or gqy, (138.7) 


三 2 
其 中 所 (q?) 与 媚 s(g2) 为 不 变 的 形状 因子 (M 为 强 子 质 量 ). 由 方程 P2? + 0 = 
4M2 与 (116.5) 式 不 难看 出 , (138.7) 的 三 个 表示 式 是 等 价 的 . @@ 


@ 当然, 这 并 不 意味 着 这 个 强 子 和 电磁 场 没 有 相互 作用 ， 两 个 流 算 符 的 乘积 ， 
Tem7Ttz) 的 电荷 宇 称 是 偶 的 , 其 矩阵 元 对 有 相 辣 电荷 宇 称 的 态 之 间 的 跃迁 是 非 零 的 . 
因此 严格 中 性 的 强 子 可 以 散射 一 个 光子 或 同时 发 射 两 个 光子 , 即 它 可 以 参与 对 a 更 高 
级 的 过 程 . 

加 在 电磁 相互 作用 中 我 们 将 不 考 虚 由 于 虚 的 弱 相 互 作用 引起 宇 称 守恒 可 能 的 
破坏 . 

@ 将 形状 因子 定义 如 (138.7) 形式 (R. Sachs, 1962) 的 方便 之 处 将 在 下 面 说 明 . 在 文 
献 中 , 还 有 用 类 似 于 在 (116.6) 式 中 的 了 与 g 那样 定义 的 形状 因子 户 与 忆 : 


Fa 
TE = FY or gy. 
于 学 3 dv 























它们 和 Fi 与 Fm 的 联系 为 
Fe 一 本 十 殉 





mm 一 2 十 2 
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电磁 形状 因子 出 现在 870 定义 的 不 变 振 幅 中 . 它们 可 以 被 看 成 是 一 个 “ 反 
应 ”的 振幅 (在 其 淹没 道中 ), 此 反应 为 一 个 虚 光子 衰变 为 一 个 强 子 和 一 个 反 
强 子 . 虚 光 子 是 一 个 自 施 为 1 的“ 粒子”. 它 喜 变 为 两 个 自 旋 2 粒子 必须 用 两 
个 独立 振幅 描述 的 事实 , 不 难 从 相应 的 旋 向 性 振幅 (AsAjS7[》。) 的 计算 看 出 
( 见 869): P 不 变性 意味 着 5 和 矩阵 的 四 个 非 零 矩阵 元 必须 成 对 地 相等 : 


(1/2 1/35 1) = (-1/2 -1/2151|—1), 
(1/2 一 1/215110) = (-1/2 172151|0). 














了 不 变性 (或 在 淹没 道中 的 C 不 变性 ) 的 要 求 没有 对 这 些 矩 阵 元 之 间 给 
出 进一步 的 联系 . 这 是 和 由 项 角 算 符 (138.7) 描述 的 相互 作用 也 必须 是 工 不 变 
的 这 个 事实 相 联系 的 (但 这 不 能 应 用 于 更 高 自 旋 的 粒子 ). 

当 g 一 0 时 , (138.7) 式 的 零 级 与 一 级 项 (对 9) 为 








Te = Fe(0)y — 237 [Fm(0) ~ Fe(Oowg. (138.8) 


由 此 得 出 ( 见 $116)Fe(0) = 2 为 粒子 的 电荷 (以 e 为 单位 ), 而 (0) 一 玉 (0) 为 
其 反常 磁 矩 (以 e/2M 为 单位 ). 加 

迄今 为 止 , 我 们 只 用 到 动量 空间 的 形状 因子 . 当然 , 这 已 足以 描述 观察 到 
的 现象 . 然而 , 纯粹 作为 一 种 说 明 , 我 们 将 给 出 形状 因子 的 一 个 更 为 直观 的 解 
释 , 将 其 看 成 为 某 一 坐标 函数 的 傅 里 时 变换 . 为 此 , 取 一 个 P=pi 十 pz ==0 的 
坐标 系 ( 称 为 Breit 坐标 系 ) 是 方便 的 ; 这 总 是 可 能 的 , 因为 P2 > 4M? > 0. 
在 此 坐标 系 中 , sl = sa 三 e, 所 以 P9 = 2e, 四 维 矢 量 g 的 分 量 为 oo = 0， 





q = 2p2 = 一 2D1. 
对 一 个 自 旋 为 零 的 强 子 , 在 Breit 坐标 系 中 的 跃迁 流 有 特别 简单 的 形式 : 
ey 
2c 3 (~q » Ee 


由 此 我 们 看 到 F(-qg?) 可 以 解释 为 一 个 有 如 下 密 庆 的 静止 电荷 分 布 的 傅 里 叶 
变换 





ep(7) = on fa qd2)eig7d39. (138.9) 
在 这 个 意义 上 , 可 以 说 粒子 具有 一 个 空间 的 电磁 结构 : 当 F = constant = 2 
我 们 有 p(r) = 26(7), 形状 因子 与 g 的 依赖 关系 可 解释 成 其 电荷 分 布 与 一 个 
点 电荷 的 差别 . 然而 , 必须 强调 指出 , 这 个 解释 并 非 是 字面 上 的 意义 . 函数 p(7) 


























例如 , 质子 有 Fe(0) = 1, Fm(0) - Fe(0) = 1.79; 中 子 则 有 Fe(0) = 0, Fn(0) = 一 1.91 
( 磁 矩 是 完全 “反常 ”的 ). 
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并 不 和 任何 特殊 的 坐标 系 相 联系 , 因为 对 qd 的 每 一 个 值 都 有 一 个 不 同 的 坐标 
Breit 坐标 系 是 和 粒子 的 静止 坐标 系 相同 的 , 并 与 g 无 关 , 只 有 在 g? 之 MM? 
的 非 相 对 论 极限 时 , 粒子 能 量 在 散射 中 的 改变 才 是 可 以 忽略 的 . 在 此 近似 下 ， 
粒子 的 初 态 与 终 态 是 相同 的 , 所 以 , 跃迁 流 变 成 为 对 角 和 矩阵 元 , 于 是 p(7) 成 为 
实际 的 电荷 空间 分 布 . 然而 , 对 于 基本 粒子 , 使 得 形状 因子 变化 剧烈 的 le| 值 
仅 比 M 格 小 . 因此 , 在 对 这 些 粒 子 的 非 相 对 论 极 限 , 我 们 可 以 用 (0) 代替 
(gq?), 即将 粒子 看 成 为 一 个 点 . 这 个 情形 对 原子 核 则 不 同 了 . 原子 核 的 质量 
MM 正比 于 其 中 核子 的 数目 4, |q| 的 典型 值 为 ~1/R, 即 正 比 于 4-1/3 (RR 为 核 
的 半径 ). 因此 , 对 足够 重 的 原子 核 , 典型 的 g? < M?, 所 以 , 在 整个 有 意义 的 范 
围 内 , 非 相 对 论 Ee 因此 原子 核 的 电磁 结构 的 概念 是 完全 确定 的 . 
对 一 个 自 旋 5 的 粒子 , 在 Breit 坐标 系 中 (138.7) 式 给 出 








M 
J 一 (Fe 一 Fm)— (Uzu1) + Fy (zy Wi) 一 二 FP. (Woy 2 )， (138.10) 


1 
a7 Emiq x (Uz Bui), (138.11) 


其 中 劝 为 三 维 自 旋 算 符 (矩阵 ) (21.21), 在 (138.10) 中 用 到 如 下 方程 


Ji = 





e(zay 1) 一 (zl) 


这 不 难 用 pi = -pa 时 对 wi 与 三 的 犹 拉 克 方 程 证 实 . 

跃迁 流 (138.10) 的 时 间 分 量 和 一 个 “点 粒子 ”( 电 子 ) 的 表示 式 的 区 别 是 
相差 一 个 因子 FE(-q?). 因此 , 我 们 可 以 说 形状 因子 Fe ( 称 为 电 形 状 因子 ) 描 
述 了 “电荷 的 空间 分 布 ”, 与 (138.9) 式 一 致 . 

类 似 地 , 三 维 矢 量 人 全 可 以 和 电流 密度 ej(r) = rot Ar) 的 “空间 分 
布 ” 相 联系 , 其 中 

Lr) = 37 | Fraser"d’g 

为 “ 磁 矩 密度 ”. 于 是 ， Fm 可 解释 为 磁 算 的 空间 分 布 密度 , 当然 也 
要 有 以 上 对 电荷 分 布 的 同样 说 明 . 瓦 " 既 包括 “正常 ”的 狄 拉克 磁 矩 也 包括 强 
子 所 特有 的 “反常 ” 磁 和 矩 ,“ 反 常 ” 磁 矩 的 “密度 ”对 应 于 差 一 到. 

我 们 可 以 合理 地 作 如 下 假设 , 强 子 电磁 形状 因子 的 “奇异 点 ”, 如 电子 形 
状 因子 一 样 , 出 现在 宗 量 != 92 = 一 gq? 为 实 的 正 值 的 情形 . 由 此 我 们 可 以 对 分 
布 p(r) (与 kr) 当 r7 一 oo 时 的 渐 近 行为 推出 一 些 结论 . 对 积分 (138.9) 进行 
与 在 8114 中 由 (114.3) 推出 (114.4) 式 所 采用 的 相同 变换 , 给 出 对 大 r 的 如 下 


























p(T) cc e “o7 
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其 中 xi 为 形状 因子 F(g?) 第 一 个 奇异 性 的 横 坐 标 ; 参见 8114 的 脚注 .假如 
最 近 的 奇异 性 由 虚 光 子 产生 强 子 对 (每 个 强 子 的 质量 为 Mo) 的 阀 给 出 , 那么 
7260 一 2A40. 


8139 电子 - 强 子 散射 


在 8138 中 推出 的 公式 可 以 应 用 于 电子 被 强 子 弹性 散射 的 情形 . 设 强 子 的 
初 态 与 终 态 的 四 维 动量 分 别 为 py 与 ph, 电子 的 相应 量 分 别 为 pe 与 好 ; 于 是 




















Pe + Ph = ps + Ph- (139.1) 
这 个 过 程 可 用 下 图 表示 
Be De 
> 
! 
a (139.2) 
I 
ph ph 


电子 发 射 虚 光子 对 应 于 通常 的 顶 角 算 符 y, 而 被 强 子 吸收 对 应 于 算 符 记 
我 们 考虑 最 感 兴趣 的 情形 , 即 强 子 自 旋 为 3 的 情形 (例如 , 电子 被 质子 或 
中 子 散射 ). 图 (139.2) 对 应 于 散射 振幅 


1 
Myi = 一 re (Vey ue) (Uh Tn) (139.3) 


在 本 章 , 电子 电荷 为 -e. 由 此 振幅 计算 截面 实质 上 是 与 881 中 的 计算 一 样 的 ; 
算 符 卫 通 常 取 为 (138.7) 的 第 一 式 的 形式 . 
对 非 极 化 粒子 的 散射 , 结果 为 
Ta2dt 
[s— (M+ m)?][s — (M — m)2]t2(1 ~ #/4M?) 


x {Fl(s — 0)? + (4M? ~ ~ pra Fe — uw)? 


—(4M? — (4m? + 引 上 (139.4) 


do = 





其 中 M 为 强 子 质量 , m 为 电子 质量 


s= (pet+ph)’, t=q = (pe—p), v= (pe — ph)?, 
s+t+u = 2m? + 2M2. 


下 面 是 一 些 极限 情形 . 
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对 电子 被 一 个 重 核 的 散射 , 一 个 重要 情形 是 从 电子 到 核 的 动量 转移 |q| 与 
核 的 质量 相 比 是 小 的 , 但 和 1/R 相 比 并 不 小 (其 中 尺 为 核 的 半径 ) 的 情形 ， 
此 , 这 时 不 能 将 核 看 成 为 一 个 点 . 在 此 情形 , 质心 系 近似 地 与 核 的 静止 系 一 致 ， 
核 的 反 冲 可 以 忽略 , 电子 能 量 不 变 . 于 是 有 


-t=g < M2，Tldtl=pdoo，s 一 Ms M?— ur 2Mee 
而 公式 (139.4) 变 成 


do = A (4e2 ~ 02) 2( 一 q2)， (139.5) 

在 这 个 近似 下 , 截面 具有 包含 电 形状 因子 的 项 , 并 且 (139.5) 对 应 于 公式 (80.5)， 
该 公式 应 用 于 电子 被 一 个 静止 的 电荷 分 布 散射 的 情形 . 

在 电子 被 静止 中 子 的 散射 情形 , 在 同样 的 极限 情形 e。< M (其 中 以 为 
中 子 质量 ), 形状 因子 可 用 其 在 g = 0 的 值 代替 , 因为 , 如 已 经 指出 的 , 对 一 个 
单个 核子 , 电荷 分 布 的 特征 “半径 ”可 与 1/M 比较 .由 于 中 子 是 电 中 性 的 ， 
Fe(0) = 0, 截面 变 成 
4(s2 一 772) 

q? 









































1 
do 一 QH2 1| do' = "(i 1 ) ao, 139.6 
o= Qh | 十 | oe = QH 7 十 06 ( ) 


其 中 j= (e/2M)Fm(0) 为 中 子 的 磁 抢 ,9 为 散射 角 . 这 个 公式 对 应 一 个 电子 被 
最 后 , 我 们 将 给 出 一 个 极端 相对 论 电子 被 一 个 核子 在 ldl  m 时 的 散射 
截面 . 与 前 相同 , q? 标记 在 质心 系 中 动量 转移 的 平方 , 并 因此 , 不 变量 t= 一 9 
在 初始 核子 静止 的 坐标 系 (实验 室 系 ) 中 , 我 们 有 
—t oo 2(pep’) = 2caco(1 ~ cos), 
其 中 ee 与 o4 为 电子 的 初 态 与 终 态 能 量 , 而 3 为 在 此 参考 系 中 的 散射 角 . 在 极 


端 相对 论 情 形 , e' 与 乡 的 联系 和 光子 散射 中 的 公式 相同 (参见 (86.8)): 
1 1 


1 
a ry Eo 一 元 人 ss cos). 
因此 ， 
4e2 sin? 二 
t= 一 元 一 一， (139.7) 
1 十 一 2 sin? 
2d 7 
ndlt| = ec (139.8) 








@ 核子 的 方 均 “ 半 径 ” 的 经 验 值 约 为 3.5/M s l/2mzr (其 中 mr 为 介子 质量 )， 
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其 中 do = 2rsinygdy. 在 公式 (139.4) 中 , 我 们 到 处 都 可 以 略 去 电子 质量 m; 将 
所 有 的 量 用 tt 与 s 一 M? = 2Mee 表示 , 我 们 有 

















naz2dlt| { 2, [(4Mee + t)? he (4Mee + t)? 
人 OT Se FF Ne 0 
CR {E 人 
(139.9) 
或 , 利用 (139.7) 与 (139.8) 式 有 
t 
2 COS” ~ F2 2 
FS4 9 1 e AM?2 ™ 二 下 2 9 
do = doe7 3 人 | i D3 mm tan 
SI 3 本 地 Sin 3 py 

(139.10) 


(M. N. Rosenbluth, 1950). 
注意 到 形状 因子 尺 与 FB 对 截面 的 贡献 是 互相 独立 的 , 它们 之 间 没 有 相 
于 项 . 这 表明 对 形状 因子 的 选择 是 合适 的 . 


习 题 
1. 求 电子 被 一 个 自 旋 为 零 的 强 子 散射 的 截面 . 
解 : 利用 (138.5), 代替 (139.3) 我 们 有 


4ne? 


02 

















Mji= —— (YP ) ve) r(9). 





求 出 截面 为 

zordt[(s — wu)? + (4M? — 1)t] 
[s — (M +m)?][ls ~ (M — m)2]t? 
此 处 采用 与 (139.4) 式 同样 的 标记 . 当 上 | 党 m2， 


do = F2(t) 


此 处 采用 与 (139.10) 式 同 样 的 标记 . 
8140 轧 致 辐射 的 低能 定理 


在 $98 我 们 曾经 研究 过 粒子 碰撞 中 发 射 光子 的 问题 , 我 们 发 现 , 在 光子 频 
率 趋 于 零 的 极限 , 这 个 过 程 的 振幅 是 和 w 成 反比 的 , 并 可 简单 地 用 不 发 射 软 光 
子 的 同样 碰撞 的 振幅 表示 ; 下 面 将 按 惯 例 仍 将 其 称 作 “ 弹 性 散射 ”振幅 , 并 记 
作 MY. 在 对 w 的 下 一 级 近似 ， 


MP = MD + ME), (140.1) 


8140 思 致 辐射 的 低能 定理 .605. 








其 中 与 w(c wo) 无 关 的 修正 项 已 经 加 到 主 项 (x w-!) 上 . 我 们 将 看 到 , 这 个 修 
正 项 , 如 主 项 一 样 , 可 用 MO 表示 , 并 且 不 管 强 子 的 电磁 结构 是 什么 细节 都 如 
此 . 这 个 结果 称 为 思 致 辐射 的 低能 定理 (F. E. Low, 1958). 

在 898 我 们 已 经 看 到 , 对 发 射 一 个 软 光子 振幅 的 主要 贡献 (对 应 于 (140.1) 
式 中 的 第 一 项 ) 来 自 光 子 由 初 态 或 终 态 粒子 发 射 的 图 . 它们 有 如 下 形式 








了 入 p1 2 多 p1 
pi—k pi+k 

(140.2) 

p2 p2 2 p2 

(a) | (b) 
和 如 下 形式 的 图 形成 对 比 
: 

(140.3) 


其 中 光子 线 是 由 图 的 内 部 出 来 的 . 图 (140.2) 的 特征 是 它们 可 以 通过 只 切 制 一 
根 ( 初 态 或 终 态 ) 虚 强 子 线 而 分 成 两 部 分 . 因此 , 它们 有 一 个 重要 性 质 : 存在 具 
有 一 个 强 子 的 单 粒子 中 间 态 . 在 $79 我 们 已 经 看 到 , 由 于 么 正 性 条 件 , 这 个 性 
质 必 然 引 起 振幅 有 一 个 极点 奇异 性 . 

为 简单 计 , 我 们 假设 两 个 碰撞 强 子 中 只 有 一 个 (用 下 标 1 标记 ) 有 电荷 , 因 
而 可 以 辐射 , 并 且 两 个 强 子 都 没有 自 旋 . 这 种 强 子 的 波幅 以 为 标量 , 可 取 为 1. 
于 是 , 图 (140.2a) 的 极点 部 分 对 振幅 的 贡献 为 





1 . 

eg 一 A 2 ni 
第 一 个 因子 对 应 光子 (eu 为 极 化 四 维 矢 量 ). 第 二 个 因子 对 应 电磁 强 子 项 角 
(这 个 图 中 的 黑 圈 部 分 ), 并 写成 (138.5) 的 形式 , 其 中 FF 为 强 子 的 形状 因子 . 第 
三 个 因子 为 虚 强 子 m 一 的 传播 子 (M 为 其 质量 ). 最 后 , 因子 这 标记 整个 剩 
下 的 部 分 . 这 和 弹性 散射 过 程 


iM® = Vne, (2pt ~ kt)e I. (140.4) 











Pp1 p1 


(140.5) 


1/ 也 2 
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的 振幅 的 区 别 在 于 实 强 子 pi 换 成 为 虚 强 子 pi 一 . 

将 (140.4) 式 按 w 的 寡 次 作 级 数 展开 的 前 几 项 可 分 为 以 下 三 种 类 型 ; 
(1) 和 w 成 反比 的 项 , (2) 和 w 无 关 但 与 的 方向 有 关 的 项 , (3) 和 w 与 天 
都 无 关 的 项 . 第 三 类 型 的 项 只 可 能 由 (140.3) 类 型 的 非 奇 异 图 (没有 一 个 极点 
奇异 性 ) 和 图 (140.2) 的 非 极 点 部 分 给 出 . 我 们 将 看 到 , 当 加 上 规范 不 变性 条 件 
后 , 所 有 这 种 类 型 的 项 都 襄 无 疑义 地 可 由 第 一 与 第 二 类 型 的 项 给 出 , 因此 , 这 
些 项 就 没 必 要 另外 分 开 计 算 . 

弹性 过 程 (140.5) 的 振幅 只 依赖 于 两 个 不 变量 : 


§=(p1+p2): = (pi +p), t= (0 一 Da)2. (140.6) 


21 换 成 为 pi 一 不 仅 将 s 变 为 (pi 一 上 十 pz2)?, 而 且 还 产生 与 另外 一 个 变量 的 
(p1 一 由 — M? = —2(p1k), 


此 式 表示 动量 m -的 “ 非 物理 性 ”. 但 是 , 按 此 新 变量 (一 个 小 量 ) 展开 的 第 
一 项 已 经 消去 振幅 (140.4) 中 的 奇异 性 , 并 因此 在 此 振幅 中 只 能 得 到 与 上 无关 
的 项 , 按照 前 面 所 述 , 我 们 对 它们 暂时 没有 兴趣 . 这 样 , 我 们 就 得 到 一 个 重要 的 
结论 , 在 (140.4) 式 中 的 工 可 以 换 成 物理 振幅 M4 (s,), 仅 需 作 如 下 改变 





5 =» (pi1+p2 —k)? = s— 2k(p1 + po). (140.7) 


展开 式 中 的 第 一 项 由 下 式 给 出 





(el) 

(el) fi 
TT — MD (s,t) ~ 2(kp1 + hk 
fi (8,t) — 2(kpi 十 | Bs ) 


由 于 同样 的 原因 , 电磁 形状 因子 下 这 里 与 一 个 顶 角 相 联系 的 事实 是 不 重 
要 的 , 该 项 角 的 两 根 外 强 子 线 (pi 与 pi 一) 中 只 有 一 根 是 物理 的 . 因此 , 形状 
因子 可 用 8138 中 所 描述 的 形状 因子 代替 , 其 顶 角 有 两 根 物理 外 线 ; 既然 在 此 
情形 , 光子 是 实 光 子 , 我 们 就 有 已 (人 2) = FF(0) = 驴 ; 其 中 eZ1 为 强 子 电荷 

这 样 一 来 , (140.4) 给 出 

a 2(e*p1) ，(e 
M(® = ZeV4r 二 3 人 
1 MD 
-ZeV bra(e'py) -0 - 2(p2k) ph + (140.8) 


其 中 省 略 号 表示 与 & 无 关 的 项 (而 (140.8) 式 的 第 二 项 依赖 于 的 方向 ). 类 似 
地 , 我 们 发 现 , 图 (140.2b) 对 MP 的 贡献 和 (140.8) 的 差别 在 于 pi, pa 与 天 换 
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成 了 由 1p 与 天 展开 式 中 的 领头 项 是 已 经 熟悉 的 表示 式 (参见 (98.5)) 








(1) _ (pie”) (Cie*) (ey) 
Mi = ZV ( CR ) ME (140.9) 

与 天 无 关 的 项 可 从 振幅 整体 是 规范 不 变 的 条 件 求 出 : 它 必须 不 受 变换 
ex 一 et 十 constant x 的 影响 , 即 其 形式 必定 为 MP = ejJ*, 且 J*==0. 不 
难看 出 , 为 此 我 们 必须 给 (140.8) 式 加 上 与 无关 的 项 











—2Z1eVAn(p2e’), 
对 图 (140.2b) 也 类 似 . 最 后 结果 为 
(el) 
(0) 水 (pak) pH Uh (pok) oh DMF 
MP = 221eV ne 区 (i ps + pi bp) D2 De (140.10) 


用 这 个 公式 可 以 解决 所 提 的 问题 , 可 用 如 下 人 恒等式 将 其 写成 更 加 紧凑 的 


形式 
2 二 
27 | A 一 Dy 
0s): Op? 2 Pay2D2 


(对 8/6p1 有 类 似 结 果 ), 引进 微分 算 符 


2 Pip pv 0 0 
人 ,= 和 140.11 
(pk) Op? Op ( ) 








(对 @, 有 类 似 结果 ). 于 是 
MO = ZeVines (W@W +d re (140.12) 
截面 由 |Myisj? 给 出 ; 到 所 要 求 的 精确 程度 ， 


My = TMGDP + 2Re (ME MG). (140.13) 


人 


第 二 项 给 出 所 要 求 的 对 发 射 截面 的 修正 . 对 光子 极 化 求 和 给 出 这 个 修正 的 值 
为 

一 4r(21e) (而 一 高) (B+) MOF. (140.14) 
于 是 对 发 射 蕉 面 的 修正 可 用 弹性 过 程 的 截面 及 其 对 s 的 微 商 表示 
如 果 带 电 强 子 有 自 旋 5, 计算 原则 上 没有 变化 ; 只 是 顶 角 与 传播 子 的 具体 
形式 改变 了 . 人 们 发 现 , 在 对 强 子 与 光子 的 极 化 平均 后 , 公式 (140.14) 仍 保持 
成 立 (T. H. Burnett，N. M. Kroll, 1968). 
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$141 光子 - 强 子 散射 的 低能 定理 


在 低频 极限 , 一 个 光子 被 任何 静止 的 带电 粒子 散射 的 截面 趋 近 于 由 汤姆 

孙 公 式 给 出 的 经 典 值 . 这 个 极限 对 应 于 一 个 与 光子 频率 w 无 关 的 振幅 , 我 们 将 
其 记 作 M4. 然而 , 人 们 发 现 不 仅 振幅 按 w 展开 的 第 一 项 ， 

Msi= ME + MG), (141.1) 

而 且 还 有 下 一 项 (MU ~ w) 也 都 与 散射 光子 的 强 子 的 电磁 结构 细节 无 关 ， 

(与 在 8140 中 讨论 的 町 致 辐射 一 样 ) (F. E. Low, 1954; M. GelLMann，M. 工 


Goldberger, 1954). 
这 个 过 程 可 用 如 下 三 种 类 型 的 图 表示 : 





Kk k 入 有 k 
N / 及 A YY / 
Y 其 去 SS 站 
SS 4 \ 人 
p+k Pp—k/ (141.2) 
p/ 了 p p’ p 
(a) (b) (c) 


其 中 前 两 个 图 仍 有 单 粒 子 中 间 态 , 因此 有 极点 奇异 性 

计算 的 分 析 与 原理 和 8140 相同 . 实际 上 , 我 们 只 需要 确定 图 (141.2a) 与 
(141.2b) 极点 部 分 的 贡献 ,用 静态 形状 因子 (电荷 Ze 与 反常 磁 矩 Jan) 表示 其 
昌 磁 顶 角 , 如 在 (140.15) 中 一 样 . 

然而 , 与 韦 致 辐射 不 同 , 对 康 普 顿 效 应 截面 的 修正 仅 对 有 自 旋 的 粒子 是 重 
要 的 . 这 是 因为 , 对 币 致 辐射 , 与 自 旋 有 关 的 修正 一 起 , 还 有 来 自 “ 弹 性 ”过 程 
的 振幅 与 能 量 相 关 而 引起 的 修正 . 在 光子 散射 中 , 这 个 振幅 由 形状 因子 代替 ， 
对 “物理 外 线 ”, 后 者 是 与 能 量 无 关 的 常数 , 因此 ， Sn 
的 , 而 无 白 旋 粒子 的 磁 征 为 零 . 我 们 将 讨论 光子 被 自 旋 = > 强 子 的 散射 

如 果 用 Mr 标记 极点 图 对 散射 振幅 的 贡献 , 则 有 优 见 (86.3), (86.4)) 






































Myi = ~—4n(Ze)’ere,(W Qu), (141.3) 
其 中 
= +5%) (yy 一 5) 
+ 8) sm), (041 


s=(p+h) = (p+k), u=(p—k) = (ph)? 
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为 简洁 计 , 我 们 取 
Nanor ka = ZeSt, janor!*k\ = ZeS't. (141.5) 


通过 交换 算 符 7p + M, 并 利用 方程 也 (yp - M) = (9p 一 M)wu = 0, 我 们 可 将 
(141.4) 式 变换 为 


po ip op OR)Y +2p” YR) ~ 2p™ 
Ow 2(p A 
YR) TP oy YR) — 2pr 
| 2(p’'k’') ee 2(pk’) 
| 全 or TP I + M 
2 





pers 


CG 20 








(141.6) 





这 个 式 子 以 及 交换 与 rv 的 相应 公式 清楚 地 表明 , (141.3) 是 规范 不 变 的 ; 相 
关 的 条 件 为 


kT Qu) = (TQ uk, = 0 (141.7) 


要 证 实 此 式 , 必须 记得 (yk)(Yk) = 0, RS =k'5’' 一 0. 

由 于 散射 振幅 的 极点 部 分 本 身 是 规范 不 变 的 , 振幅 的 正规 部 分 ( 它 包含 
图 (141.2c) 的 贡献 ) 也 必定 是 规范 不 变 的 . 因此 , 由 此 反 过 来 得 出 : 这 个 部 分 按 
与 有 的 级 数 展开 必定 从 平方 项 开始 (参见 与 条 件 (127.5) 相关 联 的 类 似 评 
注 ). 换 句 话说 , 振幅 的 正规 部 分 仅 包含 那些 从 正比 于 ww’ ~ w? 的 项 出 发 的 项 ， 
并 且 对 这 里 关心 的 项 没有 页 献 , 后 者 是 和 wn 与 wi 成 正比 的 . 因此 这 些 项 包 
含 在 (141.3) 式 中 . 

为 实际 计算 这 些 项 , 我 们 采用 初 态 强 子 静 目的 实验 室 参考 系 . 对 于 光子 ， 
我 们 取 三 维 横向 规范 , 其 中 eo = eb = 0. 于 是 pe = 0,pe* ~ 四 | ~ 且 由 
(141.6) 明显 看 出 ， MP 展开 式 中 的 领头 项 将 正比 于 wo, 并 且 jvan 中 的 项 将 仅 
对 wl 项 有 贡献 . 

实验 室 系 中 初 态 与 终 态 强 子 的 波幅 以 必要 的 精确 性 为 ， 





/水 
u= V2M 村 ;T= V2M CE 0) 





其 中 必 与 w' 为 三 维 旋 量 . 
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直接 计算 给 出 如 下 结果 


MO) = -Sr(Zej2(e . e)(w"w), (141.8) 
人 = —16miMp ww ow) (na xe”)x (nm xe) 
—4niZeyanw (Ww ow) {n(n x e.e”) 
+(n x en:e” -n(n xe”.e) 


—(n’ x e”*)n.e—2e” xe), (141.9) 


其 中 n= Ef/w, ro = 本 /oo 

散射 截面 为 ; 

do = 二 MMR 二 do (141.10) 

见 (64.19) 式 . 对 于 被 带电 粒子 的 散射 , M6 与 MP 为 非 零 的 . 所 采用 的 精确 
性 使 我 们 得 以 在 |Myij? 中 保留 Mt 与 Re (MC MG*) 项 . 其 中 第 一 项 给 出 
汤姆 孙 散 射 . 第 二 项 对 光子 与 强 子 的 极 化 平均 后 变 为 零 . 因此 , 在 被 带电 强 子 
的 散射 中 , 所 考虑 的 修正 只 在 极 化 效应 中 出 现 . 

对 于 被 一 个 电 中 性 强 子 的 散射 中 , M9 = 0 并 且 截 面 由 MP 确定 . 在 
对 终 态 粒子 的 极 化 平均 并 对 初 态 粒子 的 极 化 求 和 后 , 截面 为 (采用 通常 的 单 
位 ) 




















21042 
hi2c4 
其 中 为 光子 散射 角 并 且 反 常 磁 和 矩 等 于 总 磁 矩 4. 这 个 截面 与 角度 的 依赖 关 
系 是 和 反对 称 散射 相同 的 ( 见 860, 习题 2). 
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现在 我 们 来 考虑 对 应 (138.2) 同样 类 型 费 曼 图 : 


Ne (142.1) 


的 跃迁 流 , 但 此 图 的 线 pi 与 pz 属于 不 同 的 粒子 (质量 分 别 为 Mi 与 M2); 光 
子 线 &= pi 一 pz 在 这 里 表示 为 从 顶 角 出 发 更 方便 . 这 个 光子 可 以 是 虚 的 也 可 
以 是 实 的 , 上 唯一 的 必要 条 件 是 及 < (Mi - Ma)2, 于 是 , 值 62 = 0 是 允许 的 . 这 
样 一 来 , 这 个 图 的 应 用 范围 特别 还 包括 在 原子 核 以 及 其 它 粒 子 变 化 中 发 射 光 
子 的 过 程 (对 原子 核 , 初 态 与 终 态 粒子 为 处 于 不 同 状态 的 同一 个 核 )， 


do 一 





(2 + sin? 9)do’. (141.11) 
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这 里 最 有 兴趣 的 情形 是 光子 波长 比 粒子 的 特征 “长 度 ”( 即 在 其 形状 因子 
中 出 现 的 长 度 , 在 核 的 情形 等 于 核 的 “半径 ”) 大 的 情形 . 这 时 跃迁 流 可 以 按 
的 级 数 展开 . 包 
首先 指出 , 我 们 必须 有 








Jrni=0 当 k=0. (142.2) 


因为 极限 大 一 0 对 应 于 位 势 在 空间 与 时 间 都 是 常数 的 情形 , 但 是 , 这 样 的 位 
势 是 没有 物理 意义 的 , 且 不 可 能 成 为 任何 实际 过 程 的 原因 . 同样 的 结论 可 以 
用 更 为 规范 的 论证 得 到 : 在 8138 讨论 的 流 对 = 0 情形 , 根据 与 四 维 矢量 
忆 =pi 十 po 成 正比 的 项 , 是 非 零 的 , 但 是 当 Mi Ma 时 , 乘积 (Pk) 了 关 0, 因 此， 
这 种 项 被 流 是 横 的 条 件 所 禁止 . 

这 个 流 Jj; = (ppi,Jpi) 是 横 的 条 件 的 三 维 形式 为 




















k :Ji 一 pp (142.3) 
并 可 以 有 两 种 方式 满足 : 
J = wv(k,w), pri= kv(k,w) (142.4) 
了 
Jri=kxa(k,w), pri=0. (142.5) 


这 里 wv 为 极 矢量 , 而 a 为 轴 矢 量 . 流 则 分 别称 为 电 型 与 磁 型 . 按照 (142.2) 式 ， 
当 有 iow 一 0 时 ,wv 与 a 是 有 限 的 或 为 零 . 

设 光子 能 量 w 之 Mi. 于 是 可 以 忽略 反 冲 效应 , 终 态 粒子 Ma 也 可 看 成 是 
静止 的 (在 Mi 的 静止 系 中 ); w = Mi 一 Mo 为 给 定 的 量 . 静止 粒子 Mi 与 M。 
的 状态 用 2s1 与 2s2 阶 的 三 维 旋 量 wi 与 wa 表征 , 其 中 s1 与 sa 为 粒子 的 自 
旋 , 跃迁 流 必 定 是 wi 与 好 的 双 线 性 组 合 . 由 这 些 旋 量 分 量 的 溢 积 , 可 构成 阶 
为 1= s1 十 82,… ,|s1 一 52| 的 不 可 约 张 量 (对 给 定 的 1, 按照 粒子 Mi 与 Ma 不 
同 的 内 部 宇 称 , 它们 可 以 是 真 张 量 或 是 硅 张 量 ). 除了 这 些 张 量 , 我 们 只 可 能 还 
有 矢量 有. 为 得 到 跃迁 流 按 天 展开 的 第 一 项 , 我 们 必须 由 这 些 量 构成 一 个 严 最 
低 可 能 等 次 的 矢量 . 这 可 通过 取 最 低 阶 的 张 量 , 然后 与 矢量 上 缩 并 1 一 1 次 来 
做 . 这 将 给 出 极 矢 量 v 或 轴 矢 量 a. 

设 Qum 为 由 粒子 波幅 构成 的 张 量 的 球 分 量 . 由 的 分 量 构成 的 1 一 1 阶 张 
量 的 球 分 量 为 |&| 个 TY1_jm(n), 其 中 n= k/w. 由 球 张 量 相 加 的 一 般 规则 ( 参 


下 面 的 处 理 属 于 B. B. Bepecrenruii (1948). 
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见 第 三 卷 , (107.3) 式 ), 矢量 wv 的 球 分 量 可 写成 
VAn 





A VY 1 一 1 
YX (一 1) (21 ea 1)1 ——|k| 
i—1 l ! 
x i m(n), 
| = 7 ) QL, | 1A+m(n) 


其 中 入 取 值 为 0 与 二 1; 公共 因子 的 选择 在 下 面 解释 . 利用 公式 (7.16), 我 们 可 
用 球 谐 矢量 来 表示 vw: 








了 VAnlk|! a 
“i 
x[IViIT1Y®(n) + VIY WD (n)]. (142.6) 


代入 (142.4) 式 给 出 Bl 跃迁 流 : 


a 各 A 2 
2 (2 DIViGTD 2 
TY + vi vol (142.7) 
VArlkl 
pr = 1 i Ce PV "ove 428) 
在 以 上 每 个 公式 中 都 将 |k| 与 w 加 以 区 分 , 因为 有 可 能 应 用 于 实 光子 也 可 能 
用 于 虚 光 子 , 而 对 后 者 这 两 个 量 是 不 相等 的 . 
在 (142.7) 与 (142.8) 式 中 ， Es Qim (这 里 记 作 8 由) 是 一 个 真 张 
量 . 如 果 它 是 一 个 寿 张 量 ( 记 作 Q40), 那么 (142.6) 式 定义 了 一 个 膜 和 撩 量 w 并 
”上 且 代 入 (142.5) 给 出 MI 跃迁 流 : 


DG 

















V4r 1 十 1 DC 


:I 1) ~ mA(M) ) YD) 
" G1 DN Wei) 多 人 


Jri = 
(142.9) 


pri=0. 


量 8 加 与 Q09 分 别 为 强 子 的 电 与 磁 多 极 跃 迁 年 . 它们 在 强 子 电动 力学 
中 的 作用 精确 地 类 似 于 在 电子 电动 力学 中 对 应 量 的 作用 . 然而 , 对 于 电子 系 
统 , 这 些 矩 原则 上 是 可 以 由 波 函 数 计算 的 (作为 对 应 算 符 的 矩阵 元 ), 但 在 强 子 
电动 力学 中 它们 是 作为 唯 象 的 量 出 现 的 , 其 值 要 由 实验 来 确定 . 

在 (142.7) 一 (142.9) 式 中 这 些 量 的 归 一 化 的 选取 使 得 与 其 在 846 中 的 定义 
一 致 . 这 一 点 可 以 通过 将 流 (142.7) 一 (142.9) 看 成 为 坐标 表象 中 跃迁 流 的 侍 电 
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叶 分 量 来 得 到 证 实 . 例如 , 将 如 下 积分 中 的 因子 e- 交 7 
pri(k) = 和 pri(r)e "qd3y (142.10) 
利用 (46.3) 式 作 展 开 , 我 们 得 到 
or 全 开罗 Dr 人) aemass 





保留 使 得 积分 非 零 的 1 值 最 小 的 项 , 并 将 函数 g(|k|7) (由 于 |k|r < 1) 换 成 其 
展开 式 (46.5) 的 第 一 项 , 我 们 就 回 到 了 (142.9) 式 , 并 且 


ey ig (= 3 2.11 
Qim 3 ont)Ye = a (142.11) 


这 个 结果 和 定义 (46.7) 是 一 致 的 . 

还 可 以 证 明 , 当 应 用 于 实 光 子 发 射 时 , 上 面 推出 的 公式 给 出 了 我 们 已 知 的 
结果 . 

发 射 动量 为 下 = wm、 极 化 为 e= (0,e) 的 光子 的 跃迁 振幅 为 





Mepi 一 一 eV4re” ， 了 Fi (142.12) 


如 果 原 子 核 在 初 态 与 终 态 都 有 确定 的 角 动 量 分 量 值 Mi 与 My, 则 在 (142.7) 一 

(142.9) 式 中 , 对 mm 的 每 个 求 和 中 就 只 剩 下 了 一 项 , 即 m 一 M; - Mr 的 项 . 既 

然 按 照 (16.23) 式 , 乘积 立 @ . eQj* 与 Y09 .e0)*( 其 中 入 = 土 1 为 光子 的 螺旋 

性 , 且 eLn) 正比 于 D5 我 们 就 又 一 次 得 到 了 848 中 给 出 的 公式 
微分 发 射 概率 为 @ 


dw = 2n6{w ~ (Bi — Es)|Myil (142.13) 


d3k 

2w (27)3 
(其 中 i 与 By 分 别 为 原子 核 的 初 态 与 终 态 能 量 ). 通过 对 极 化 求 和 并 对 d3k 
积分 可 求 出 总 概率 . 将 (142.7) 或 (142.9) 代入 (142.12) 然后 代 人 (142.13), 进行 
上 述 的 运算 , 我 们 就 再 次 得 到 (46.9) 或 (47.2). 

公式 (142.7) 一 (142.9) 包括 发 射 实 光子 的 所 有 可 能 发 生 的 情形 . 对 虚 光 子 ， 
则 还 有 其 它 可 能 发 生 的 情形 是 这 些 公式 没有 包括 进去 的 . (R. H. Fowler, 1930). 

如 果 原 子 核 的 初 态 与 终 态 的 自 旋 与 宇 称 是 相同 的 , 我 们 可 从 它们 的 波幅 
得 到 一 个 标量 Qo, 并 利用 它 得 到 如 下 形式 的 跃迁 流 





pfi Qok?, Jpi Qowk. (142.14) 


@ 此 式 中 的 因子 2r8, 取代 (64.11) 中 的 因子 (2n)45 罗 ,是 由 于 在 忽略 核 的 反 冲 的 近 
似 下 , 动量 不 再 守恒 , 所 以 只 剩 下 能 量 守 恒 . 
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量 Qo 被 称 为 单 极 (BE0) 跃迁 矩 . 由 于 e* .有 = 0, 对 应 的 发 射 一 个 实 光子 的 跃 
迁 振幅 为 零 ， 但是, 单 极 流 可 以 引起 包含 发 射 一 个 虚 光 子 的 跃迁 ， 而 且 , 当 
51 = 52 二 0 时 , 它 是 唯一 的 来 源 , 这 时 所 有 的 多 极 矩 均等 于 零 . 

单 极 流 (142.14) 在 和 w 与 天 的 依赖 关系 方面 类 似 于 电 四 极 流 . 据 此 , 矩 
Qo 也 是 一 个 与 四 极 矩 相同 量 级 的 量 . 通过 将 (142.14) 看 成 坐标 表象 中 流 的 传 
里 叶 分 量 也 可 得 出 同样 的 结论 . 在 (142.10) 式 中 利用 ew”7 按 .7 的 级 数 展 
开 , 并 假设 pyi(7) 是 球 对 称 的 , 我 们 得 到 





Prilk) = -和 | orl rds, 
与 (142.14) 式 比 较 表 明 : 
Qo = -3 oryrase. (142.15) 
很 明显 , 是 与 四 极 矩 相似 的 . 
习 题 


1. 求 在 一 个 MI 核 跃迁 中 , 由 于 核 激发 能 w 引 起 开 壳 层 原子 电离 ( 称 为 
了 射线 内 转换 ) 的 概率 , 息 略 电子 在 原子 中 的 束 综 能 以 及 核 场 对 核 波 函数 的 影 
响 , 中 

解 : 这 个 过 程 可 用 下 图 描述 


We 上 
SR 


其 中 pi 与 pa 属于 不 同 状 态 的 静止 原子 核 , 而 了 = (m,0) 与 p = (m 十 w,P ) 为 
初 态 与 终 态 电子 的 四 维 动量 . 这 个 图 对 应 于 振幅 


4 
Mi = -e707 u(p), 


其 中 .Ji 为 原子 核 的 跃迁 流 . 在 对 电子 终 态 极 化 求 和 并 对 初 态 极 化 求 平均 后 ， 
我 们 得 到 

1 2 416n? |， » 水 ¥ 

2 IM =€ tg {4 (TriTFi) + A(Tpip) (TFip)} 

polar. 
@ 这 个 近似 意味 着 核电 荷 是 小 的 , 并 且 激 发 能 。 足够 大 (但 假设 1/w 与 原子 核 尺 

寸 相 比 是 大 的 ). 实际 上 , 这 个 近似 并 不 令 人 满意 , 更 精确 的 计算 还 必须 考虑 原子 核 的 
库仑 场 . 
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其 中 用 到 Jjig 一 0 并 因此 Jjip = .Jip' 的 事实 . 转换 概率 由 下 式 计算 


dweonv = 2|wi(0)F (Bar) 
mm p—0 
其 中 do 为 用 图 (1) 表示 的 散射 过 程 的 截面 , 且 p= (e,p), Wi 为 原子 电子 的 波 
函数 ; 对 一 个 天 电子 lwi(0) = (Zam)3/m. 因子 2 是 考虑 到 原子 的 开 壳 层 中 
有 两 个 电子 . 截面 do 为 
d3p! 


do =2n6(e + 2 一 eHR 


参见 上 面 最 近 的 脚注 . 

对 M1 跃迁, 流 Jpi 必须 取 自 (142.9). dwconv 对 de' 的 积分 移 去 了 8 函数 ， 
而 对 do' 的 积分 将 |Y("H? 换 成 为 1. 因此 转换 概率 可 用 |@f |? 表示 . 但 是 ， 
按照 (46.9) 式 , 在 同一 核 跃迁 中 自发 发 射 一 个 光子 的 概率 可 用 同样 的 量 表 
示 . 最 后 结果 为 


[十 1/2 
2 
Weony _ 2a(Zo0s 灾 (4 秋 
Wy WwW WwW 


这 个 比 称 为 转换 系数 . 
2. 对 lL 核 跃迁 求解 与 习题 1 相同 问题 . 
解 : 对 (142.7) 与 (142.8) 给 出 的 跃迁 流 , 采用 同样 方法 , 我 们 得 到 
—1/2 
aor _ gogay (14 MY) mn 
= 2a(Za) (+ 名 杰 ) 7 
3. 对 单 极 核 跃迁 求解 与 习题 1 相同 问题 . 
解 : 由 (142.14) 给 出 的 跃迁 流 , 结果 为 


gm 3/2 
Woon ea do (Zo) m3? @ 十 2 [Qol. 


由 于 一 个 光子 的 单 极 发 射 是 不 可 能 的 , |Qo|? 不 可 能 被 消去 . 
8143 电子 - 强 子 的 非 弹性 散射 


弹性 的 电子 - 强 子 散 射 在 $139 中 讨论 过 了 . 非 弹性 散射 的 问题 可 类 似 地 
表述 . 唯一 的 区 别 是 最 后 的 强 子 态 现在 对 应 于 其 它 强 子 或 几 个 强 子 . 动量 守 
恒定 律 (139.1) 仍 保持 正确 , 如 果 用 pi 标记 终 态 强 子 的 四 维 动量 或 散射 过 程 
形成 的 强 子 团 的 总 动量 . 因此 我 们 现在 有 pp 关 恕 = M2, 其 中 M 为 初 态 强 子 
的 质量 . ; 
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注意 到 这 个 区 别 , 非 弹性 散射 过 程 可 用 同样 的 图 (139.2) 描述 . 该 图 下 面 
的 顶 角 如 在 8138 中 一 样 用 Jy; 标记 . 然而 , 与 (138.3) 或 (138.6) 相反 , 我 们 将 
不 再 用 顶 角 算 符 与 态 的 波幅 表示 跃迁 流 , 目的 是 不 预先 指定 强 子 终 态 的 性 质 . 

现在 我 们 可 以 将 散射 振幅 写成 类 似 于 (139.3) 的 形式 : 


4ne? 


MP 一人 人 oa (143.1) 


(pe — ps) 
(类 似 的 振幅 已 经 在 8142 的 习题 1 中 用 过 , 在 那里 考虑 了 给 一 个 电子 的 能 量 
转移 , 并 且 这 个 振幅 与 在 电子 激发 原子 核 的 问题 中 的 振幅 有 类 似 的 结构 ). 
我 们 将 假设 初 态 电子 能 量 很 大 , 使 得 在 终 态 可 形成 很 多 强 子 , 考虑 “ 单 
举 ” 截 面 , 即 其 中 终 态 只 有 电子 动量 是 指定 的 , 并 对 所 有 强 子 态 求 和 . 
这 个 微分 截面 按 864 的 公式 写成 如 下 形式 : 
d3p, 


PE 
?7 Ine 


S28 (ph + ph — pe — pe) Mel. (143.2) 
7 














单 举 截面 只 依赖 于 三 个 运动 学 不 变量 , 它们 可 通过 只 对 电子 测量 来 确定 . 


这 三 个 不 变量 为 





= (pe 一 2 5 一 (pe 十 Dj (143.3) 


4 
与 吹 . 要 包括 第 三 个 不 变量 是 因为 , 和 弹性 散射 情形 相反 , 终 态 强 子 的 “ 质 
量 ” ,现在 并 没有 指定 . 然而 , 取而代之 采用 另 一 个 不 变量 更 为 方便 , 即 





2 = gph. (143.4) 
v 与 PR 之 间 的 关系 可 由 ph == pn 十 9 得 出 : 
p? = M? +t+ 2r. (143.5) 


如 果 初 态 强 子 是 稳定 的 (例如 , 质子 ), 终 态 的 静止 能 量 超过 M, 即 p? > M2?， 
并 且 由 (143.5), 因为 上 < 0, 我们 有 


z |t|/2 (143.6) 





中 等 号 在 弹性 散射 中 出 现 . 

运动 学 不 变量 可 用 初 态 与 终 态 的 电子 能 量 ee 与 e; 和 散射 角 0 表示 . 我 
们 将 假设 电子 是 极端 相对 论 的 (se 六 m, s' 渤 m), 并 忽略 其 质量 . 于 是 , 在 初 
态 强 子 的 静止 系 (实验 室 系 ) 中 ， 


| 

















t= —4eoe! sin2(0/2)，z = Mee -es)，s 一 M2 = 2Me. (143.7) 
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将 (143.1) 代入 (143.2) 并 如 通常 一 样 对 电子 极 化 求 和 , 就 得 到 非 极 化 电 
子 的 散射 截面 , 我 们 将 其 写成 


on dp 





到 MSE 143.8 
do (2 (Qn)3 . BMece, Why ; (143.8) 
或 
a didv 

do = as rr Up， 143.9 
(gq2)? 4(pnpe)? H ( ) 

J 中 
Wuv 一 4penpev 3 2(penqv 十 Pevqn) 十 gq2 gpw, (143.10) 
W”” = 》 (27n)189 (ph pr 9) (143.11) 


了 


当然 , 张 量 Wr 本 质 上 依赖 于 强 子 流 的 性 质 , 一 般 来 说 , 和 强 子 形状 因子 
问题 类 似 , 我 们 只 能 提出 其 唯 象 结构 的 问题 . 首先 , 我 们 利用 Wr 的 张 量 结构 
必须 只 由 与 图 (139.2) 下 面 顶 角 有 关 的 四 维 矢量 ( 即 pi 与 9) 来 确定 的 这 个 事 
实 . 由 这 些 矢 量 (还 有 度 规 张 量 gj) 可 构成 五 个 独立 的 张 量 . 要 求 在 时 间 反 演 
下 不 变 意 味 着 此 张 量 必须 是 对 称 的 , 并 且 , 有 四 个 这 样 的 张 量 . 最 后 , 流 守恒 条 
件 , 即 























Wg,=0, Wg,=)0, 


将 独立 张 量 的 数目 缩减 到 2. 它们 可 取 为 


Gud v Vv 
TY Se 一 gjpp， 7 一 (pw Se gu) (pw Es Tg) (143.12) 


并 将 WW 写成 
a 
Wiw = Ar M WIT + 37 Wa (143.13) 


将 (143.10) 与 (143.13) 式 代入 (143.8) 式 , 我 们 取 截 面 为 如 下 形式 
do = (Wa + 2W tan? deldou (143.14) 
其 中 
o cos (0/2) 1 
4e2 sin4(9/12) 
为 极端 相对 论 电子 在 库仑 场 中 的 散射 截面 ; 参见 (80.7) 式 . 


我 们 看 到 , 截面 由 两 个 结构 函数 确定 , 它们 依赖 于 两 个 不 变量 + 与 v. 假 
如 高 能 强 子 物理 不 包含 有 质量 量 纲 的 特征 量 ( 标 度 不 变性 假设 ), 我 们 可 以 期 
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待 , 这 个 结构 函数 在 高 能 下 只 依赖 于 无 量 纲 参 量 , t/v. 于 是 函数 fi, W2 必定 


是 单 变 量 的 函数 : 
We (3) ， Wa = hs (3 (143.15) 


Vv 


比 Mv 与 M 无 关 . 
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我 们 来 考虑 一 个 电子 - 正 电子 对 变 为 强 子 的 过 程 . 电子 与 正 电 子 的 四 维 
动量 用 p_ 与 p+ 标记 , 而 强 子 的 (总 ) 四 维 动量 用 pn 标记 , 则 有 p- 十 p+ = pn 
这 个 过 程 可 用 下 图 表示 























| (144.1) 


此 图 下 面 的 顶 角 对 应 从 真空 到 一 个 强 子 态 |n) 的 旺 迁 流 , 与 $104 一 样 , 我 们 记 
作 (n|JI0). 
图 (144.1) 对 应 如 下 散射 振幅 

















4 
Mn = 着 -p+ ) Yuu(p_) nlTrl0). (144.2) 
我 们 将 考虑 洒 没 为 强 子 的 总 截面 rw, 即 对 所 有 终 态 In) 求 和 . 于 是 , 按照 (64.18)， 
oh 一 2 [Ml? (27)*8® (pn — q), (144.3) 
其 中 4 一 p_ 十 zi- 电子 质量 今后 将 被 忽略 ; 于 是 ?一 2(p-p+), 7 一 3g? 


如 在 5143 中 一 样 , 我 们 将 截面 写成 如 下 形式 


(4 
2 








oh 一 Ww Whiy, (144.4) 


) 
村 


1 
ui =Q (we +p gr — 2pLp™ — jr”) 、 (144.5) 


Wy = a 2 (27)46® (pn — q) 01 Nn) nl,lo) (144.6) 
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并 且 L 上 = 2 > 0. 
注意 到 是 此 问题 中 唯一 的 运动 学 不 变量 , 由 于 三 端点 图 (144.1), 9 为 可 
能 与 Wi, 有 关 的 唯一 四 维 矢量 . 因此 ， 考虑 到 流 守 恒 的 要 求 , 张 量 Wy 可 写成 














1 
Ww = 了 pn 人 ( 叹 = | (144.7) 


其 中 pn 人 为 依赖 于 强 子 流 性 质 并 确定 淹没 截面 的 唯一 不 变量 函数 .将 
(144.5) 一 (144.7) 式 代 入 (144.4) 式 , 我 们 得 到 


4r2a 
on = 3 一 Op， (144.8) 


我 们 指出 , 函数 pn(t) = -3 和 (104.9) 式 定义 的 p(#) 完全 相同 , 只 要 将 
后 一 方程 中 的 流 取 为 强 子 流 . 而 且 , p(t) 为 自 能 函数 万 白 的 谱 密 度 : 





Im H(t) = —np(t) 





在 对 此 处 考虑 的 a 的 最 低级 近似 中 , 函数 卫 与 极 化 算 符 PP 相同 . 因此 , 在 此 
近似 下 , or 人 也 是 强 子 对 极 化 算 符 贡献 的 谱 密度 : 


Im Pn(t) = —npn(t). (144.9) 
利用 色散 关系 (111.13) 并 将 ps 通过 (144.8) 用 op 表示 , 我 们 得 到 


2 AS op(t dt 
Pnlt) = 人 i (144.10) 








此 式 用 所 测量 的 潭 没 为 强 子 的 截面 表示 出 强 子 对 真空 极 化 的 贡献 ， 
我 们 还 可 以 用 完全 同样 的 方式 解 电 子 - 正 电子 对 潭 没 形成 jy 子 对 的 问题 
(在 对 a 的 第 一 级 近似 下 , 只 形成 一 个 j 子 对 ). 对 应 于 公式 (144.8), 结果 为 





4 
on = — pu(t), (144.11) 


其 中 pj(t) 为 真空 的 4 子 极 化 的 谱 密 度 . 它 和 电子 极 化 的 区 别 只 是 电子 质量 换 
成 为 子 的 质量 , 并 且 , 由 (113.8) 式 , 为 








a 4p2 
pp(t) = a +2p)Y1— 


在 (144.11) 式 中 作 变 量 代 换 , 我 们 就 回 到 在 831 习题 8 中 已 经 推出 过 的 结果 . 
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